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Popularvetenskaplig presentation

I dagens utvecklade samhélle anses optioner vara en relativt ny investeringsform i jamforelse
med mer traditionella alternativ sdsom aktier. Men till skillnad fran den allménna uppfatt-
ningen har optioner i sjalva verket anvénts under en langre tid &n vad manga tror. En option
ar ett kontrakt som &r direkt knutet till en underliggande tillgang, vilket kan besta av till
exempel en aktie eller en valuta, med mera. Detta kontrakt ger dgaren rétten, men inte skyl-
digheten, att kopa eller sélja den underliggande tillgangen till ett forutbestdmt pris.

Det tidigaste fyndet av vad som efterliknar dagens optioner finns beskrivet i boken Poli-
tik av Aristoteles fran 400-talet f.Kr. I denna bok hittar man beréttelsen om filosofen Thales
av Miletus och hur han skapade en férmoégenhet genom att kdpa upp réttigheter att bruka
olivpressar precis innan skordetid, med syfte att sélja av dessa till ett hogre pris néir det vil
nalkades skoérd. Aven om termen option inte hade myntats vid den hér tiden, hade Thales
skapat den forsta kdpoptionen.

En annan anmérkningsviard héndelse var den sa kallade Tulpanmanin i Nederldnderna i
mitten pa 1600-talet. Vid den hér tiden fick tulpanen ett ordentligt uppsving i popularitet
bland sa vil lokalbefolkning som i 6vriga delar av Europa, vilket i sin tur gav upphov till en
omattlig prisuppgang pa tulpanlokar. Tulpangrossisterna borjade dé teckna kopoptioner som
gav dem rétten att i framtiden kdpa tulpanlokar till ett lagre fast pris. I takt med de ske-
nande priserna boérjade en andrahandsmarknad for tulpankontrakt att ta form, vilket gjorde
det mojligt for allménheten att spekulera i tulpanmarknaden. Detta kulminerade till slut i
en djup nationell lagkonjunktur i Nederlinderna, dir en betydande andel av befolkningen
forsattes i personlig konkurs.

Optionskontrakt vid den hér tiden saknade den legitimitet de har idag, da optionsmark-
naden mer eller mindre var oreglerad. Genom aren har optioner stindigt motts av en enorm
skepticism och deras rykte har minst sagt varit bristfélligt. Denna instéllning till optioner
kom att &ndras ndr Chicago Board of Options Exchange (CBOE) inréttades pa 1970-talet.
For forsta gangen fanns det ett regelverk for standardiserade optioner samt en rattvis mark-
nad déar dessa kunde handlas. Dock fanns det fortfarande en del ovisshet kring optionernas
varde och vad som kunde anses vara god valuta for pengar.

Till f6ljd av denna ovisshet har ett flertal matematiska modeller utvecklats for prissédttning
av optioner, dar binomialmodellen och Black-Scholes-modellen var bland de férsta. Binomi-
almodellen utgar fran premissen att priset for den underliggande tillgangen endast kan rora
sig upp eller ner fran en tidpunkt till en annan. Black-Scholes-modellen &r en mer generell
version av binomialmodellen och behandlar oéndligt sma avstand mellan tidpunkter. Den
skapades med dndamalet att berdkna teoretiska priser for standardiserade optioner med kén-
da l6sendatum och har lagt grunden fér modern optionsteori. Detta har banat viag for vidare
forskning och prisséattning av mer komplexa optioner, si kallade exotiska optioner. Dessa ar
oftast mer komplicerade kontrakt med speciella egenskaper eller 16senvirdesfunktioner som
ar anpassade for att mota speciella behov pa marknaden. Till exempel kan de vara beroende
av den underliggande tillgdngens vérde i fler tidspunkter &n endast den sista.

Black-Scholes-modellen gav upphov till en ekvation som tar hénsyn till samtliga specifika
variabler som anvands vid prissdttning av optioner. Denna ekvation 16ses lampligen med
hjalp av en dator och en algoritm som successivt berdknar optionens pris. En sadan algoritm
kan till exempel vara Crank-Nicolson-metoden, vilken kategoriseras som en sa kallad finit
differensmetod. Denna metod har visat sig fungera vél for dessa &ndamal och andra problem
med enkla randvillkor. Med randvillkor menas speciella varden som ekvationen maste uppfyl-
la vid &ndarna av dess variablers intervall. Andra mdojliga metoder att anvénda dr si kallade
finita elementmetoder. Dessa dr lite mer sofistikerade och lampar sig egentligen béttre for
mer komplicerade problem. Ytterligare en prissdttningsmetod, vilken anvinds dagligen vid
prisséttningen av dessa optioner, &r Monte Carlo-metoden. Denna har dock visat sig behova
korrigeras for att komma till bukt med ett fel som uppstar vid standardimplementeringen.



Optioner har blivit mycket populdra spekulationsverktyg. Prestandakraven for en noggrann
prissdttning ar vanligtvis mycket hog om optionens struktur dr valdigt komplex. Manga olika
metoder har tillampats for att angripa detta problem och vidare forskning inom omréadet &r
nodvandig. Den hér presentationen har gett en kort inblick i vad optioner &r och hur an-
vandbar matematiken kan vara for att prissédtta dessa rattvist. Optioner har méanga férdelar,
tillsammans med flertalet anviandningsomraden, vare sig det handlar om olivpressar, tulpaner
eller aktier.



Sammanfattning

Denna rapport syftar till att studera asiatiska, lookback- och barrdroptioner av
europeiska slag i tidsintervallet [0, 7], dar T &r losendagen. Malsdttningen &r att
understka numeriska metoder som tillampas vid prissdttning givet Black-Scholes-
modellen. Detta gors i bade C++ och MATLAB med avsikt att jamféra precision
och hastighet mellan de tva programspraken. Dessutom undersoks diverse kéns-
lighetsmatt, sa kallade Greeks.

De numeriska metoder som studeras for prissattning av samtliga optioner ar
Monte Carlo-metoden och Crank-Nicolson-metoden, en finit differensmetod. Vid
implementering av Monte Carlo-metoden upprepas ett obundet slumpméssigt ur-
val N ganger for att generera ett approximativt pris. Detta genom indelning
av intervallet [0,7] i n delintervall och simulering av en diskret utveckling for
vardet S(¢) av den underliggande tillgdngen. Crank-Nicolson-metoden tillampas
genom invertering av tidsvariabeln i Black-Scholes partiella differentialekvation,
dér rumsderivatorna dr centrerade, medan tidsderivatan uppskattas bade framat
och bakat. Implementering av denna medftr en indelning av bade tidsintervallet
[0,T] och rumsintervallet [0, Z 4] 1 1 respektive m delintervall.

Undersokningen av utvalda Greeks visar pa att asiatiska optioner &r mindre
kénsliga for volatilitet &n vad lookback- och barridroptioner &ar. Dessutom konsta-
teras att Crank-Nicolson-metoden &ar 6verldgsen Monte Carlo-metoden for pris-
sdttning av samtliga studerade optioner. Detta beror bland annat pa ett konver-
gensfel som uppkommer fér Monte Carlo-metoden da lookback- och barridrop-
tionerna prissétts, vilket gér metoden oerhort tidskréavande. Slutligen fastslas att
C++ ar spraket att foredra for en snabb och relativt noggrann approximation.



Abstract

This paper examines Asian, lookback and barrier options of European style on the
time interval [0, T'], where T is the time of maturity. The purpose is to investigate
numerical methods to compute their price within the Black-Scholes model. This
is carried out in both C++ and MATLAB with the objective of comparing the
computational performance of the two programming languages. Moreover, various
sensitivity quantities, the so called Greeks, are investigated.

The numerical pricing methods selected are the Monte Carlo method and
the Crank-Nicolson finite difference method. Implementation of the Monte Carlo
method consists of iterating an unbounded random sample N times in order to
generate an approximate price. This is achieved through partitioning the interval
[0,T] into n subintervals and simulating a discrete path for the value S(¢) of the
underlying asset. The Crank-Nicolson method is applied through inverting the
time variable of the Black-Scholes partial differential equation, where the space
derivatives are centered and the time derivatives are estimated in a forward-
backward manner. Implementation of the method implies partitioning both the
time interval [0, 7] and the space interval [0, Z,qz] into n and m subintervals,
respectively.

Examination of the selected Greeks show that Asian options are less sensitive
to volatility than lookback and barrier options are. Furthermore, it is concluded
that the Crank-Nicolson method is superior to the Monte Carlo method for the
pricing of all of the examined options. One of the reasons for this is a convergence
problem that arises for the lookback and barrier options, which causes the Monte
Carlo method to be very time-consuming. Lastly, C++ is shown to be the language
of choice for a fast and relatively accurate approximation.



Innehall

1 Inledning

2 Bakgrund
2.1 Allmént om optioner . . . . . . . . ...

2.2 Numeriska metoder for prissittning av optioner . . . . . . . . ... ... ...
2.3 Greeks . . . ..

3 Asiatiska optioner
3.1 Introduktion . . . . . . . . . ...
3.2 Numerisk implementering . . . . . .. .. ... Lo
3.3 Resultat och diskussion . . . . . . . . .. ...
3.4 Slutsats . . . . .. e e

4 Lookback-optioner
4.1 TInmtroduktion . . . . . . . . . .
4.2 Numerisk implementering . . . . . . . . . . ... L o
4.3 Resultat och diskussion . . . . . ... ... o
4.4 Slutsats . . . . . ..

5 Barriaroptioner
5.1 Introduktion . . . . . . . . . . . ..
5.2 Numerisk implementering . . . . . . . . ... L Lo
5.3 Resultat och diskussion . . . . . .. ... ... ...
5.4 Slutsats . . . . . . .. e

6 Slutsats

A Bevis och hirledningar
A.1 Asiatiska optioners pris vid geometriskt kontra aritmetiskt medelvirde . . . .
A.2 Aritmetiska asiatiska optioners salj-kop-paritet . . . . . .. .. ... ... ..
A.3 Haérledning av priset for geometriska asiatiska optioner . . . . . . ... .. ..
A.4 Att dimensionsreducera Black-Scholes ekvation for en asiatisk option . . . . .
A5 Exakta l6sningsformler . . . . . . . ... oL oL o

B Utokad diskussion
B.1 Monte Carlo-metoden . . . . . . . . ... .. ... ... ...
B.2 Tillampning av Crank-Nicolson-metoden pa Black-Scholes ekvation . . . . . .
B.3 Monte Carlo-metodens feldiskussion . . . . .. ... ... ... ... .....

C Programkod - Matlab
C.1 Monte Carlo-metoden . . . . . . . . . . . . . ...
C.2 Crank-Nicolson-metoden . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...,
C.3 Exakta formler . . . . . . . . . . . ..

16
16
17
18
21

22

24

26
28
31
32

34
34
39
43



Forord

Denna rapport har producerats for Matematiska Vetenskaper, Chalmers Tekniska Hogskola,
under varen 2017 som en slutprodukt av ett kandidatprojekt. Det har innefattat fyra stu-
denter fran Civilingenjorsprogrammet Teknisk Matematik pa Chalmers och en student fran
Matematikprogrammet pa Goteborgs Universitet.

Under arbetets gang har vi haft stor hjélp och skulle vilja tacka alla inblandade. Ett extra
tack gar till var handledare Simone Calogero. Han har varit utomordentligt engagerade och
foljt projektet varje steg pa viagen. Det var dessutom han som introducerade de flesta av oss
fér optionsteorin, vilket for flera av oss ledde till valet av detta projekt. Tack fér din insats
och ditt stora engagemang!

Nedan kommer huvudforfattaren av respektive avsnitt i rapporten att presenteras. Alla
projektets medlemmar har korrekturlést, reviderat och kommit med idéer pa samtliga avsnitt,
vilket innebar att rapporten bor ses som en gruppinsats snarare dn en sammanstillning av
individuella bidrag. Underavsnitt presenteras inte da foérfattaren av huvudsavsnittet anses
vara ansvarig dven for dessa.

Populérvetenskaplig presentation - Nadja Grochevaia
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A.1 Carl S6derpalm
A.2 Carl Séderpalm
A.3 Victor Eberstein
A.4 Carl S6derpalm
A.5 Victor Eberstein
B.1 Emil Carlsson & Nadja Grochevaia
B.2 Victor Eberstein & Nadja Grochevaia
B.3 Kasper Bagmark & Emil Carlsson
C - Hela gruppen

S T N~

Utover denna sammanstéallning har en loggbok férts under arbetets gang for savél gruppen
som individen. Individens loggbok innehaller den tid som lagts ned pa projektet och vad den
lagts pa. Gruppens loggbok sammanfattar hur varen fortlopt och var gruppen har befunnit
sig i arbetet vid olika tidpunkter.

Projektet har emellanéat varit en utmaning, men har till storsta del fungerat val med stor
samarbetsvilja hos samtliga medlemmar. Mycket arbete och bra sammanhéallning har fort
gruppen framat d&ven under de jobbiga och krédvande perioderna. I det hela &r vi tacksamma
for projektet, som har varit larorikt pa mer &n ett akademiskt plan.



1 Inledning

Finansiell matematik &r ett av de snabbast vixande falten inom tillaimpad matematik. Ett
av de mest centrala resultaten dr Black-Scholes matematiska modell av en marknad med
finansiella derivat, vilken publicerades 1973. For detta tilldelades Myron Scholes och Robert
C. Merton Sveriges Riksbanks pris i ekonomisk vetenskap till Alfred Nobels minne 1997. Den
tredje upphovsmakaren, Fisher Black, hade dessvirre gatt bort vid tillfallet. Trots att deras
arbete framforallt behandlade de simplaste optionstyperna har det lagt grunden fér modern
optionsteori. Publikationen bidrog till att handlandet av optioner 6kade explosionsartat. Den-
na nya teori, tillsammans med ett 6kat allménintresse, banade vag for fortsatt forskning och
utokad forstéelse av mer komplexa optioner.

Black-Scholes-modellen gav upphov till en partiell differentialekvation for en options pris-
funktion. Déarav foljde tva naturliga tillvigagangssatt for att erhalla optionspriser: numerisk
integration och numeriska losningsmetoder av partiella differentialekvationer. Det senare an-
vinde sig Eduardo Schwartz av, 1977, ndr han var den forste att applicera finita differensme-
toder for optionsprissittning [1]. Phelim P. Boyle introducerade senare samma ar Monte
Carlo-metoden som ett tredje sétt att prissdtta optioner. I hans artikel presenterades endast
resultat for europeiska standardoptioner, men han konstaterade &ven att metoden var ap-
plicerbar fér andra typer [2]. Tillsammans med binomialmodellen, som publicerades 1979 av
Cox, Ross och Rubenstein, tillhér dessa de vanligast férekommande prisséttningsmodellerna.

I denna rapport har vi valt att studera de exotiska optionerna: asiatiska, lookback- och
barridroptioner av europeiska slag. Vi kommer studera prissdttningen av dessa med olika
numeriska metoder samt skillnader i anvindningsomrade. Numeriska metoder behévs vid
prissidttning av optioner nir en exakt prisformel inte finns tillgdnglig eller ar oanvandbar
av nagon anledning. Vi har valt att titta pa tva numeriska metoder: Monte Carlo-metoden
och den finita differensmetoden Crank-Nicolson-metoden. Dessa kommer implementeras i tva
olika programsprak, MATLAB och C++, dir vi kommer gora jamforelser mellan spraken vad
géller precision och hastighet. Crank-Nicolson-metoden &r naturlig att beskriva och imple-
mentera med hjilp av matriser. For implementeringen i C++ har vi darfor valt att anvinda
oss av biblioteket Armadillo, version 7.800.2. Biblioteket &r utformat for att pa ett smidigt
sitt kunna anvinda sig av matrisoperationer [3].

Rapporten &r uppdelad i ett bakgrundsavsnitt, ett avsnitt for vardera option och en
slutsats. I bakgrunden tar vi férst upp nédvéndig teori och notation. Vi introducerar sedan
de numeriska metoderna och utvéirderar deras tidskomplexiteter. Slutligen diskuterar vi olika
Greeks for optioner och deras definitioner. Optionsavsnitten inleder vi med korta bakgrunder
till nér och varfor optionen introducerades samt olika definitioner och anvindningsomraden.
Dérefter diskuterar vi den optionsspecifika implementeringen av de numeriska metoderna. Vi
presenterar sedan resultat utifran dessa metoder och diskuterar diverse foreteelser, varpa vi
drar ett antal slutsatser. Rapportens slutsats dr en sammanfattning av alla delslutsatser i
optionsavsnitten. Vi diskuterar valet av programsprak och numerisk metod for olika &ndamal,
men #ven intressanta &mnen for framtida studier.

For att kunna jamfora tidsatgangen, dels for implementeringarna av de olika metoderna
och dels programspraken sinsemellan, har samtliga berékningar genomforts pa samma dator.
Specifikationer for datorn:

Héardvara Mjukvara
MacBook Pro 2014 OSX El Capitan 10.11.4
2.4 GHz Intel Core i5 Matlab R2016b
8 GB, 1600 MHz, DDR3 C++498

Dessutom finns all MATLAB-kod, som anvénts for att generera resultaten som presenteras i
kommande avsnitt, tillgédnglig i Appendix C.



2 Bakgrund

Vi kommer i detta avsnitt repetera nddviandig teori samt presentera notation som aterkommer
gang pa gang i rapporten. Lisaren forvantas vara bekant med teorin sedan tidigare, varfor
vi inte behandlar denna i detalj. Vi kommer &ven introducera de numeriska metoderna mer
utforligt och beskriva olika variansreducerande verktyg fér Monte Carlo-metoden.

2.1 Allmant om optioner

Antag att vi har en underliggande tillgdng med ett initialt virde S(0) och att virdet vid
tiden ¢ > 0 ges av

S(t) = S(0)e(r— 20t W (@) (2.1)

Har ar r den riskfria réntan, o tillgngens volatilitet och W (t) en Wiener process i det risk-
neutrala sannolikhetsmattet. Bade r och o antas konstanta i tiden. D& har en option, som
endast beror pa virdet av denna underliggande tillgang pa 16sendagen (time of maturity) T,
ett 16senvirde (pay-off) enligt

Y =g(5(T)),

dar g kallas l6senvéirdesfunktionen. Till exempel har den europeiska képoptionen (call option)
l6senviirdet (S(T') — K)4, medan séljoptionen (put option) har (K — S(T'))4. Héar fungerar
(- )+ som ett kortare sitt att beteckna max{ -, 0} och K &r optionens 18senpris (strike price).

Hédanefter i rapporten kommer vi alltid befinna oss i det risk-neutrala sannolikhetsmat-
tet, om inget annat anges. Black-Scholes-priset fér optionen med 16senvérdet Y ar da

Iy (t) = e "TOR[Y | Fs(t)], te0,T). (2.2)

Om vi later Iy (¢) = v(t,S(t)) har vi Black-Scholes partiella differentialekvation (PDE) for
prisfunktionen v(t, x):

(T, z) = g(x). (2:3)

Med denna kan vi, for vissa typer av optioner, hirleda en exakt losningsformel for Iy ().

Till exempel har vi formeln for priset av en europeisk képoption med lésenvirdet EK =
(S(T) — K)4 enligt

{atv + %023:2831) +redyv—rv=0, 0<t<T, >0

Hpk(t) = SE)D(d) — Ke " T (dy), (2.4)
dar

log (52) + (r — $o?)(T — 1)
do = , di=do+oVvVT—t
’ oVT—1 e
och ®(-) dr den kumulativa fordelningsfunktionen for en standardiserad normalférdelning.
Aven prisformeln fér den europeiska séljoptionen kan hérledas fran Black-Scholes PDE.
Givet identiska parametrar leder denna och (2.4) till sélj-kop-pariteten (put-call-parity) for
europeiska optioner:

Mpx(t) —Tgs(t) = S(t) — Ke "7,

Pariteten implicerar i praktiken att viardet av en silj- eller kopoption direkt kan héarledas
utifran sin motpart. Om relationen inte skulle uppfyllas innebér det att en arbitrage mojlighet
existerar.

Standardoptioner (vanilla options) &r exempel pa optioner som endast beror pa S(T). I
denna rapport studerar vi tre typer av exotiska optioner (exotic options) vars losenvirden
beror pé alla tillgdngens viirden under tidsintervallet [0, T']. For en exotisk options prisfunk-
tion finns séllan en anvéndbar exakt formel och i vissa fall finns det ingen alls, till exempel
nér volatiliteten dr en stokastisk process. Darfor behéver numeriska metoder appliceras for
att berdkna priset.



2.2 Numeriska metoder for prissattning av optioner

For att prissédtta optioner kommer i huvudsak tva metoder, av olika karaktédr, att underso-
kas och anvéndas. Dessa ar Crank-Nicolson- och Monte Carlo-metoden. Har presenteras det
som giller genomgaende for samtliga optioner, medan mer specifika egenskaper presenteras i
vardera optionsavsnitt. I denna rapport studeras bara konstanta volatiliteter, men de nume-
riska metoderna fungerar &ven om man later o vara en stokastisk process. Alltsa kan samma
implementeringar som presenteras i Appendix C anvindas med en slumpgenerering av o.

Monte Carlo-metoden

Den forsta metoden att anvdndas &r Monte Carlo-metoden. Metoden bygger pa ett upprepat
obundet slumpmassigt urval for att erhalla numeriska resultat.

For prissdattning av optioner anvinds metoden genom att upprepade ganger simulera en
mojlig vardeutveckling hos den underliggande tillgangen S(t). Detta gors genom att dela in
intervallet [0,7] 1 n stycken delintervall och simulera ett framtida virde genom (2.1) och
berékna losenviirdet for det simulerade virdet. Ett approximativt pris berdknas genom (2.2),
dar vantevirdet uppskattas med det aritmetiska medelvirdet av N simulerade 16senvérden.
I figur 1 presenteras en visualisering av metoden.

Simulationer av en tillgangs vardeutveckling Monte Carlo-metoden

120

Figur 1: Till vinster har vi virdeutvecklingar och till hoger 16senvérdet (med skalfaktor) for
europeiska standard képoptioner givet dessa utvecklingar samt priset enligt Monte Carlo-
metoden. Parametrar: S(0) = 100, o = 0.5, r = 0.02, K = 100, T'= 0.5, n = 100, N = 20.

Utifran samtliga simulerade véirden kan ett fel, i form av standardavvikelse, beréiknas och
ett konfidensintervall for priset bestdmmas. Felet bor inte vara storre dn att det i verkligheten
motsvarar ett fatal cent. I ett forsdk att astadkomma detta kommer tva variansreducerande
tekniker att anvindas; antitetiskt variat och kontrollvariat. Antitetiskt variat anvinds genom-
gaende, da det dr kopplat till simuleringen av S(t) och inte optionsspecifikt. Kontrollvariat
ar dock mer kopplat till optionstyp och i de fall det anvinds specificeras det i respektive
avsnitt. En mer detaljerad beskrivning av metoden och de variansreducerande teknikerna
finns i Appendix B.1.

Finita differensmetoden; Crank-Nicolson

Crank-Nicolson-metoden, vilken &r den andra metoden som kommer att anvindas, &r en finit
differensmetod for att 16sa Black-Scholes partiella differentialekvation (2.3) med tillhérande
rand- och slutvillkor. Detta gors genom att invertera ekvationen i tiden och lata rumsderiva-
torna vara centrerade medan tidsderivatan dels uppskattas framéat och dels bakat. Metoden
ar alltsd ett mellanting av Eulers framét- och bakadtmetod och 16sningen v(z,t 4+ At) bestams
enligt:

1 1
v(z, t + At) = ivb(x,t—k At) + ivf(x,t—k At)



dér vy(z, t+ At) och vy (x, t+ At) berdknas enligt Eulers bakéat- och framéatmetod respektive.
Tidsintervallet, [0,T], delas in i n delintervall enligt ¢ = 0,...,t, = T med stegldngd
At = Z Rumsintervallet, & € [0, 4], delas pa liknande sitt in i m delintervall: zp =

0,. ..,J;m = Tmar med steglingd Az = #mez. Om nu v; betecknar vektorn innehallandes
elementen {v(t;, z;)}7" leder Crank-Nicolson-metoden till ekvationssystemet
AviJrl = B’Ui (25)

dar A och B ar tridiagonala matriser av storlek m + 1 x m + 1. Dessutom &r matriselementen
endast beroende av rumsvariabeln, x;. Hur dessa ser ut i mer detalj, tillsammans med en
mer detaljerad beskrivning av metoden, presenteras i Appendix B.2. Denna metod illustreras
i figur 2.
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Figur 2: Crank-Nicolson-metoden med m = 5 tillsammans med den exakta formeln &ver olika
startvirden S(0). Parametrar: o = 0.5, r = 0.02, K = 30, T =1, n = 500.

Tidskomplexitet

Metodernas asymptotiska tidskomplexiteter ar olika. Att jamfora dessa fungerar som en fors-
ta analys av hur de presterar tidsméssigt och varfér den ena kan komma att foredras 6ver den
andra. En enkel analys av Monte Carlo-metoden, med antagandet att generering av slumptal
sker i konstant tid, ger en tidskomplexitet enligt O(N x n). Detta antagande ar rimligt, men
i praktiken ar denna tid inte férsumbar, utan innebér en vésentlig méngd processortid. Tids-
komplexiteten for Crank-Nicolson-metoden ar O(m + n). Berdkningen av matriselementen i
A sker i O(m), likasd inverseringen av denna tridiagonala m + 1 X m + 1-matris [4]. Vidare
ar den tidsoberoende och gors dérfor bara en gang. Slutligen berédknas priset i n + 1 stycken
tidssteg. Alltsd kommer komplexiteten bero pa den dominanta storheten av m och n.

2.3 Greeks

Greeks méter hur parameterkinsligt priset for en option &r. De &r partiella derivator av
prisfunktionen v(¢, x) med avseende pd parametrarna z, o, ¢ och r.
Delta och gamma &r derivator med avseende pa x enligt

A:=09,v och T :=0d.

A anses vanligtvis vara den viktigaste av Greeks:en, eftersom tillgAngens pris oftast 16per
storre risk for stora forédndringar &n de andra parametrarna. Vidare bestdmmer A antalet
andelar (shares) hg(t) av den underliggande tillgdngen i en portfolj med hedgingstrategi
enligt hg(t) = A(t, S(¢)). I 6vrigt har vi vega, theta och rho enligt

v:=0,v, O©:=0w och p:=0w.

Vi kommer framforallt studera A och v, da dessa dr av storst intresse nar man jAmfor
optioner. De skillnader man kan observera ar ofta anledningen till varfor en viss typ av exotisk
option anvands.



3 Asiatiska optioner

3.1 Introduktion

Asiatiska optioner introducerades i slutet av 1970-talet som en ny typ av option passande
handel med exempelvis raolja. De fick sitt namn 1987 av Mark Standish och David Spaughton
nér dessa var pa affarsresa i Tokyo.

En asiatisk option har en lésenviardesfunktion som beror pa medelviardet av den under-
liggande tillgangens pris Gver tidsintervallet ¢ € [0,T]. Givet en medelvardesfunktion M (0,t)
har vi foljande 16senvérden vid 16sendagen:

Kop: AK = (M(0,T)-K)_, (3.1)

Silj: AS = (K —M(0,T)), . '
Det aritmetiska medelvardet dr det vanligaste, men &ven det geometriska anvinds. Bada tva
féorekommer i kontinuerliga och diskreta versioner, vilka presenteras i tabell 1. Vidare ger
alltid det geometriska medelvirdet upphov till ett lagre (eller lika stort) pris f6r en képoption

an vad det aritmetiska gor. For sidljoptioner &r det tvirtom. I Appendix A.1 hérleds bada
fallen.

Tabell 1: Medelvardesfunktioner.

Aritmetiskt Geometriskt

Kontinuerlig | £ fOT S(u)du | exp (% fOT In S(u)du)

Diskret | i1 SN, S(t) (vaz . S(ti)) R

Losenvérdena for asiatiska optioner ar inte lika kénsliga for plotsliga prisfluktuationer som
de for europeiska standardoptioner. For underliggande tillgangar med hog volatilitet, eller
som potentiellt kan prismanipuleras pé ett oférutsidgbart sitt, innebér alltsd anvdndningen
av asiatiska optioner en avsevérd riskreduktion [5].

Silj-kop-paritet
Asiatiska optioner har, likt de europeiska standardoptionerna, en silj-kop-paritet. Pariteten
for optioner med det aritmetiska medelvardet i kontinuerlig tid ges av

er(T—t) _ 1

1 t
5o (t) - 09 (1) = e 7T —/ S(u)d
ak () as(t)=e T J, (u)du + T

S(t) — K} , tel0,T]

och hérleds tillsammans med sin diskreta motsvarighet i Appendix A.2. Det fall som &r
intressant for prisséttningen av optioner i nutid &r dock da ¢ = 0. Salj-kop-pariteten ovan tar
da formen

er™ -1

——S(0) - K] .

A _r
(W (0) - (0) = m[

Det gar dven att hirleda en silj-kdp-paritet for asiatiska optioner med geometriska me-
delvirdesfunktioner [6]. Vi har till exempel, for det kontinuerliga fallet, pariteten enligt

Hf]@(t)_ﬂffs‘)(t)_
2 /7 —t\? r—02/2T -
G(O,t)%S(t)TTtexp((T—t){UG ( Tt) t— /2 Tt}—Kﬂ,

med G(0,t) = exp (% fot In S(u)du).

e—r(T—t)




3.2 Numerisk implementering

De numeriska metoderna har valts att uteslutet implementeras fér den asiatiska optionen med
det aritmetiska medelviardet. Detta dels for att den handlas i hégre utstrickning, men fram-
forallt eftersom dess exakta prissattningsformel kréver upp till sju timmar av berdkningstid
och saledes inte &r anvindbar i praktiken [7].

Monte Carlo-metoden

Implementeringen av Monte Carlo-metoden for asiatiska optioner ar relativt réttfram oav-
sett om det dr geometriskt eller aritmetiskt medelvirde som &r av intresse. Virdet av den
underliggande tillgangen finns tillgéngligt for varje tidssteg, vilket innebér att dess diskreta
medelviarde kan bestdmmas. Dérefter kan dven 16senvérdet och pa sa sdtt priset berdknas.

Eftersom fokus ligger pa optionen med det aritmetiska medelvirdet kan optionen med
det diskreta geometriska medelviardet anvindas som kontrollvariat. Detta eftersom den har
en exakt och relativt enkel prissdttningformel

HEAGIQ(O) —e T (edls(O)(I)(dQ) — K(I)(dg - CT\/?)) (32)

med parametrarna dy och dy enligt

1 2 1og$+%(r+%2)T

o
dy = 5(7” - E)Tv dy = -
NG
En hérledning av denna aterfinns i Appendix A.3.
I de kommande resultatavsnitten har detta kontrollvariat genomgaende anvénts, da det
minskar standardavvikelsen kraftigt. Att sa dr fallet kommer att visas och styrkas i resultat-
delen.

Crank-Nicolson-metoden

Implementeringen av Crank-Nicolson-metoden for asiatiska optioner blir, till skillnad fran
Monte Carlo-implementeringen, nagot besvérligare. Grundprincipen &r densamma som tidi-
gare beskrivits, och systemet (2.5) dr det som behéver 16sas, men matriselementen i de bada
matriserna skiljer sig fran standardfallet. Framforallt eftersom Black-Scholes ekvation (2.3)
hér beskriver en 1 + 2-dimensionell PDE.

Vi later Y (t) = fot S(u)du och dimensionsreducerar ekvationen till en 1 + 1-dimensionell
PDE genom I14(t) = v(t,S(t),Y(t)) och v(t,z,y) = zg(t, ), dir

1 e_T(T_t) Y K
= — 1 — _T(T_t) 7 _ —T‘(T—t) .
‘ rT( € )+ T oz © T
Vi far d& en annorlunda ekvation och darmed annorlunda matriselement. Den ekvation som

g satisfierar &r

1
Org + E(w(t) — 2)282257 =0, te€[0,T], zeR
1— efr(Tft) (33)

dar ~(t) = T

Grénsvérdena for g lyder: lim,, o g(t, 2) = lim,_, o (g(t, 2) — z) = 0, vilka hérleds till-
sammans med ekvationen av Shreve [8]. En fullstdndig hérledning av ekvationen genom va-
riabelsubstitution aterfinns i Appendix A.4.

Asymptotisk tidskomplexitet

Losningen av ekvation (3.3) med hjélp av Crank-Nicolsons metod leder till att matrisele-
menten ar tidsberoende och méaste uppdateras efter varje tidsiteration, vilket gér metoden



mer tidskridvande &n for andra optioner. En enkel tidskomplexitetsanalys leder till att Crank-
Nicolson-metoden for asiatiska optioner, till skillnad fran évriga, har komplexiteten O(m xn).
Monte Carlo-metoden, & andra sidan, har som vanligt komplexiteten O(N x n). Hur varje
matriselement ser ut gar att lasa om i Appendix B.2.

3.3 Resultat och diskussion

Exekveringen av de numeriska metoderna leder till diverse intressanta observationer angaen-
de hur dessa presterar. Darutéver gors olika jamforelser med teorin for optionen. Till exempel
kan vi testa om priset for den geometriska asiatiska kpoptionen faktiskt &r lagre &n den arit-
metiska. I figur 3 ser vi att fallet 4r sddant, men &ven att priset for bada asiatiska optionerna
ar lagre an det for den europeiska standardoptionen.

Pris for kopoptioner beroende pa startpris

T
— Europeisk
- - Aritmetiskt

12 H--Geometriskt B

30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
S(0)

Figur 3: Priset for den aritmetiska ar storre eller lika med priset for den geometriska, obero-
ende av S(0). Ovriga virden: r = 0.02, o = 0.5, K = 40, T = 0.5. Den europeiska optionen
och den geometriska asiatiska har simulerats med sina exakta formler, medan den aritmetiska
asiatiska har simulerats med Crank-Nicolson-metoden.

I avsnittet kommer vi upprepade ganger jamfora resultaten med exakta vérden tillgdngliga
i Andrew Lyasoffs artikel fran 2016 [7]. Lyasoff hérleder en exakt losningsformel, vilken han
sedan anvinder for att berdkna diverse priser givet olika parametrar. Artikelns berdkningar
gjordes med hjilp av numerisk integration.

Greeks

Hog volatilitet &r, som tidigare ndmnt, en anledning till att anvinda en asiatisk option.
Det dr darfor naturligt att studera v for att rattfardiga detta. Vi kan till exempel jamfora de
europeiska och asiatiska optionspriserna som funktioner av o. Da f6ljer alltsa v som kurvornas
lutningar.

I figur 4 ser vi att det europeiska kopoptionspriset konvergerar mot S(0) for hoga o,
vilket inses om vi later 0 — oo i Black-Scholes-priset fér en europeisk képoption (2.4).
Om vi gor samma sak i prisformeln for den geometriska asiatiska kdpoptionen (3.2) ser vi
att dess pris konvergerar mot 0, vilket stimmer &verens med figuren. Aven priset for den
aritmetiska asiatiska kopoptionen konvergerar. Denna konvergenslinje beror pa S(0), K och
T, och nérmar sig S(0) for stora T'.
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Figur 4: Till vinster har vi graferna for vildigt hoga o och till hoger ett fortydligande for mer
realistiska volatiliteter. Ovriga viirden: S(0) = 8, r = 0.02, K = 12, T = 1. Den europeiska
optionen och den geometriska asiatiska har simulerats med sina exakta formler, medan den
aritmetiska asiatiska har simulerats med Crank-Nicolson-metoden.

Fran figuren kan vi dven konstatera att vy > v, for realistiska o och ju hogre volatili-
tet desto storre potentiell forlust for koparen av en europeisk option jamfort med kdparen
av en asiatisk. Allts& innebér anvéandningen av asiatiska optioner en riskreduktion nér den
underliggande tillgangen har en hog volatilitet.

Monte Carlo-metodens anvindbarhet

For att direkt kunna avgdra om Monte Carlo-metoden gar att tillampa for asiatiska optioner
testas hur priset konvergerar fér 6kande n. I figur 5 syns det att konfidensintervallen verkar
técka det verkliga priset for n > 100 med de valda parametrarna, och i fortséttningen kommer
dérmed n = 126 att anvindas for T = 1/2.

Konfidensintervall for olika n
0.0234 T o. dens te. atto o'a T T
- - Exakt pris

0.0232 - b

0.023 - b

0.0228 - b

1O

0.0226

0.0224

0.0222f"

0.022 I I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400

n - Antal delinterval av [0,T]

Figur 5: Det 95-procentiga konfidensintervallet for olika val av n erhallet med Monte Carlo-
metoden. Parametrar: S(0) = 1, r = 1/40, ¢ = 1/3, K = 11/10, T = 1/2, N = 10000.
Lyasoffs exakta pris: 0.02222765943.

Det exakta priset for en geometrisk asiatisk option fungerar utmérkt som kontrollvariat
vid Monte Carlo-simulering av priset for en aritmetisk asiatisk option. Kemna och Vorst
visade detta redan i slutet av 80-talet och presenterade sina jaimforelser i tabellformat [5].
Vi reproducerar darfor liknande resultat med andra parametrar och presenterar dessa i mer
talande grafer. I figur 6 syns det tydligt att anvidndandet av ett kontrollvariat har stor inverkan
pa konfidensintervallen for priset.



Med kontrollvariat Utan kontrollvariat

0.0235 0.031
0.023 @
0.025
0.0225
S S
= = 0.02
0.022 0
: 0.015
0.0215 :
é :
6
0.021 . \ . \ ) 0.01 . ) \ . )
200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
N - Antal simuleringar N - Antal simuleringar
0.0227 0.025
00226  © 0.024
: 0.023
0.0225 -
= EFODQQ»
=0.0224 =
= = 0.021
0.0223 :
0.02 - =
é o
00222 0019F 4
0.0221 : - . . . 0.018 . : - . .
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
N - Antal simuleringar N - Antal simuleringar

Figur 6: Priset av en asiatisk kdpoption berdknat med Monte Carlo-metoden for olika an-
tal simuleringar (V) tillsammans med ett konfidensintervall pa 95%. I de tva figurerna till
vénster anvindes kontrollvariat, men inte i de till hoger. Notera storleksordningen pa axlar-
na! Parametrar: S(0) = 1, r = 1/40, 0 = 1/3, K = 11/10, T = 1/2. Lyasoffs exakta pris:
0.02222765943.

Jamforelser metoder och programsprak emellan

Detta avsnitt pabdrjas med att presentera figur 7 for att visa att de tva implementerade
metoderna ger lika resultat vid prissattning av optionen.

Asiatisk kopoption med aritmetiskt medelvarde
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Figur 7: Priset av en asiatisk kopoption, som funktion av S(0), bestdmt med tva skilda
metoder. Ovriga virden: r = 0.02, 0 = 0.5, K =40, T = 1/2.

Det har tidigare reflekterats kring att Crank-Nicolson-metoden och Monte Carlo-metoden
har liknande asymptotiska tidskomplexiteter for asiatiska optioner. Aven om detta &r fallet sa
ar inte den faktiska tidsatgangen sérskilt lik metoderna emellan. I tabell 2 och 3 presenteras
relativa fel som implementeringarna producerat, tiden som kravdes samt standardavvikelser



for Monte Carlo-metoden. Som tidigare har parametrarna S(0) = 1, r = 1/40, 0 = 1/3,
K = 11/10 och T = 1/2 anvénts, vilka gav det exakta priset 0.02222765943. Det relativa
felet &r skillnaden mellan det exakta och det simulerade priset uttryckt i procent av det
senare, sa att det enkelt kan jamforas med standardavvikelsen.

Tabell 2: Standardavvikelser och relativa fel som Monte Carlo-algoritmen producerat for
olika N uttryckt i procent av I1(0) samt tiden det tog for MATLAB respektive C++ att utfora
berdkningarna.

N Std (%) | Relativt fel (%) | MATLAB (s) | C++ (s)

1 000 | 0.476881 0.469412 0.020869 | 0.004439

10 000 | 0.140131 0.195894 0.139913 | 0.040559
100 000 | 0.044839 0.073961 1.648927 | 0.380492

1 000 000 | 0.014167 0.063732 76.156223 | 3.755683

Tabell 3: Jamforelse av olika antal delinterval av rummet (m) vid anvéndning av Crank-
Nicolson-metoden for en asiatisk kdpoption.! Aterigen presenteras det relativa felet uttryckt
i procent av II(0) och tiden berdkningen tog for respektive programsprak.

(m,n) Relativt fel (%) | MATLAB (s) | C++ (s)
(30,126) 0.405130 0.020166 | 0.001150
(100, 126) 0.007771 0.041482 | 0.033144
(500, 126) 0.002619 0.327330 | 0.467065

(2000, 126) 0.001536 6.015739 | 20.898224

Vad giller metoderna &r det tydligt att Crank-Nicolson &r att foredra. Den ar Gverlédgsen
Monte Carlo-metoden vad géller bade noggrannhet och tidsatgang. En ytterligare observation
ar att Monte Carlo-metodens konfidensintervall pa 95% inte innehéller det exakta priset for
N =1 000 000. Detta beror med stérsta sannolikhet pa att n inte &r tillrickligt stort for att
priset ska ha hunnit konvergera exakt. Tillsammans med att konfidensintervallet adr valdigt
litet ger detta upphov till att priset hamnar utanfor.

Valet av programsprak dr dven det enkelt. C++ slar MATLAB for alla storlekar pa N i
Monte Carlo-metoden och f6r snabba och relativt bra approximationer med Crank-Nicolson-
metoden. Eftersoks en mer exakt approximation bér MATLAB anvindas. Detta foljer fran
den simpla anledningen att MATLAB &r optimerat for matrisberdkningar och dérfoér presterar
béttre &n C++ for stora matriser.

3.4 Slutsats

Det gar, utifran presenterade resultat, att dra ett antal slutsatser. Till att borja med kan
vi bekrifta att den asiatiska optionen inte &r lika kénslig fér plotsliga prisvariationer som
den europeiska standardoptionen. Den ar dérfor med réatta en riskreducerande option for
underliggande tillgangar med hog volatilitet.

Dessutom har det visats att Monte Carlo-metoden é&r stabil for att simulera priset av en
asiatisk option. Vidare kan konfidensintervallen minskas drastiskt med hjélp av Kemna och
Vorsts kontrollvariat. Metoden slar dock &nda inte Crank-Nicolson-metoden, vilken presterar
mycket béttre bade i noggrannhet och tidsatgang.

Slutligen konstateras att C++ &r programspraket att foredra fér en snabb och relativt
noggrann prissiattning. Eftersoks ett &nnu mer noggrant resultat bér MATLAB anvéndas.

1 m 6kas i Crank-Nicolsons-metod eftersom detta, efter experimenterande med parametrar, visat sig ef-

fektivt for att forbdttra resultaten. Priset konvergerar nir uppdelningen av tidsintervallet blivit tillracklig
noggrann och en ytterligare forfining ger inte ett méarkbart battre resultat i férhallande till tidsatgangen.
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4 Lookback-optioner

En lookback-option ar en exotisk option vars losenviardesfunktion beror pa det lagsta eller
hogsta véarde den underliggande tillgangen antagit fram till I6sendagen. Detta gor det mojligt
for investerare att analysera historiska optionspriser fér diverse underliggande tillgangar och
dérefter fatta beslut baserat pa tillgangens optimala virde oavsett tidpunkt [9)].

4.1 Introduktion

Att behalla eller sdlja en tillgang dr det eviga dilemmat for en investerare. Salj for tidigt och
ga miste om vinst eller for sent och g& med forlust. Lookback-optioner ar en 16sning pé detta
dilemma. De ger investeraren mojlighet att kopa eller sélja den underliggande tillgangen till
det mest fordelaktiga priset denna har antagit under intervallet [0,T]. Detta innebér att
prisséttning av lookback-optioner kraver stor traffsikerhet for att inte leda till stora forluster
for utstéllaren.

Det finns tva olika typer av lookback-optioner; de med fast l6senpris och de med rorligt
16senpris. Nedanstaende 16senvérdesfunktioner i tabell 4 beskriver hur l6senvirdet berdknas
for samtliga optioner [10].

Tabell 4: Lookback-optioner.

Kopoption

Séljoption

Fast 16senpris

LKfast = (OTLZ&Z‘T S(t) — K)+

LSjast = (K = min_ (1))

Rorligt 16senpris

LK o111 = (S(T) = min_ S(t))

0<t<T LSrsriig = (maz S(t) = S(I)+

<T

4.2 Numerisk implementering

Under detta arbete kommer priset pa lookback-optioner med roérligt 16senpris att implemen-
teras med bade Monte Carlo- och Crank-Nicolson-metoden. De med fast 16senpris kommer
dock endast att implementeras med den férstndmnde. Det finns exakta formler fér samtliga
typer i tabell 4, vilka kommer anvindas for jamforelser av simulerade priser. For de med fast
16senpris anvinds Conze-Viswanathan-modellen [11] och f6r de med rorligt 16senpris anvéinds
en exakt formel beskriven i Appendix A.5.

Monte Carlo-metoden

Implementeringen av Monte Carlo-metoden for lookback-optionerna &ar relativt enkel. En
simulerad viardeutveckling av den underliggande tillgdngen ger ett maximalt, minimalt och
slutvirde, vilka anvinds for att bestdmma simuleringens 16senvérde.

Lookback-optionen beror starkt pa volatiliteten, vilket visas i kommande avsnitt. Det-
ta motiverar valet att anvinda ett kontrollvariat. Det valda kontrollvariatet for lookback-
optionen med fast 16senpris &r en standard europeisk kop eller sdlj-option med samma 16-
senpris. For rorligt 1osenpris anvinds den underliggande tillgdngens startvirde, S(0), som
16senpris for kontrollvariatet. Implementeringen av kontrollvariatet, tillsammans med ytter-
ligare mojliga varianter, finns att ldsa om i mer detalj i Appendix B.1.

Ett problem som kan uppsta vid implementeringen av Monte Carlo-metoden &r att pre-
cisionen minskar vid diskretiseringen av en kontinuerlig lookback-option. Maximum och mi-
nimum kommer alltid vara storre respektive mindre for det kontinuerliga fallet &n for det
diskreta. Metoden undervirderar respektive verviarderar darfor optionens véirde. Detta finns
mer utforligt att lasa om i Appendix B.3.
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Crank-Nicolson-metoden

Med utgangspunkt i Black-Scholes-ekvationen bestdms aktiepriset samt dess storsta virde.
Lat Y (t) vara det maximala virdet for den underliggande tillgdngen enligt
Y (t) = maz S(\) = S(0)eMP, 0<t<T,
0<A<t
o
r— —

dir M(t) = maz, << s "W“)> ’

och I s(t) = v(t, S(t),Y(t)). Funktionen v(t, z,y) uppfyller dd PDE:n
1
O + rrdyv + 502x28mv =rv, 0<t<T, 0<zxz<y (4.1)
For att 16sa det hér problemet med Crank-Nicolson-metoden behdver vi dimensionsredu-

cera ovanstaende ekvation fran en 1+2 till en 1+1 dimensionell PDE. Vi utfor substitutionen
v(t,x,y) = yu(t, z), dir z = x/y. Vi erhaller da

Ou + rz0,u + %02z2822u = ru, 0<t<T, 0<z<1,
u(t,0) = e 7T (1) =u,(t,1), 0<t<T, (4.2)
u(T,z)=1-z, 0<z<1.

Det ar pa denna PDE Crank-Nicolson-metoden appliceras. En utforligare beskrivning finns
i Appendix B.2.

4.3 Resultat och diskussion
Greeks

Vid en osiéker marknad med hog volatilitet kan effekterna av ett felaktigt sélj- eller kopbeslut
bli véldigt stora. Darfor ar det av intresse att underscka v for lookback-optioner.

I figur 8 ser vi att lookback-optionens pris, givet ett rorligt 16senpris, paverkas i storre
grad av en 6kad volatilitet &n vad en europeisk standardoption gor. Vi ser att vy, > vg, vilket
foljer fran att lookback-optionen innebér storre potentiella vinster for stora o.

Volatilitetsberoende
180

— Lookback saljoption
- - Europeisk standard képoption

160

1401

120

100

60

40t

20

! I I I I I I I I )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
o

Figur 8: Optionspriser som funktioner av o berdknat med exakta formler. Ovriga viirden:
S(0) =100 r =0.02, T =1/2.
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Vidare kan vi till vénster i figur 9 se hur priset for en lookback-séljoption med fast 16-
senpris konvergerar mot l6senpriset da o Okar. Detta for att den underliggande tillgangens
virde svinger mer for stora o och termen ming<;<p S(t) gar da mot 0. Noterbart &r att kor-
responderande képoption inte konvergerar, eftersom termen maxo<;<7 S(t) inte har nagon
ovre begransning.

Med fast 16senpris Med rorligt I6senpris
1400 1400
——Kd&poption ——Kdpoption 0
1200 | |- — Saljoption 1200 | |- — Saljoption 1 7
1000 - 1000 | e
Ve
800 800 - e
s g e
= 600 = 600t -7
g
-
-
400 400 -7
-~
_-
200 e — = 200 F _-7
0 0
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Figur 9: Till vanster: Priset av lookback-optioner med fast 16senfunktion som funktion av o.
Ovriga parametrar: S(0) = 100, r = 0.02, K = 200, T' = 1. Till hoger: Priset av lookback-
optioner med rorligt 16senfunktion som funktion av o. Ovriga parametrar: S(0) = 100, r =
0.02, T = 1.

Liknande observationer kan goras till hoger i figur 9 som illustrerar hur lookback-optioner
med rorligt 16senviarde beter sig. Har ar det kopoptionen som konvergerar mot den under-
liggande tillgdngens startvirde, vilket enkelt inses fran losenvardesfunktionen i tabell 4. En
mer intuitiv forklaring ar att ¢ — oo gor det mer vart att kopa den underliggande tillgangen
direkt istéllet for en kpoption med rorligt 16senvérde.

Prestationen hos implementeringarna

Vi borjar detta avsnittet med att, till vinster i figur 10, illustera hur implementeringen
av Monte Carlo- och Crank-Nicolson-metoden fér lookback-optioner med rorligt 16senpris
forhaller sig till den exakta formeln for olika S(0). Till héger ser vi hur implementeringen av
Monte Carlo-metoden for lookback-optionen med fast 16senpris forhaller sig till det exakta
priset.

25 Lookback-saljoption med rorligt 16senpris 80 - Lookback-képoption med fast I6senpris
O Exakt formel O Exakt formel Q 9
30| 4+ Monte Carlo + Monte Carlo 9 Q
—— Crank-Nicolson 60} 9_ Q
25} 0 Q Q
_20 _ 0 ?
g Sao} Q¢
15 Q@ Q o}
I ¢
10 b ¢
5|
hG; . . . L ) 0 L . H ) H H ] |
0 20 40 60 80 100 80 85 90 95 100 105 110 115 120
S(0) S(0)

Figur 10: Till vénster: Lookback-séljoptionens virde med rorligt K med avseende pa start-
virde S(0). Anvinda parametrar: » = 0.02, 0 = 0.5, T = 0.5, n = 252, N = 10000. Till
hoger: Lookback képoptionens virde med fast K med avseende pé startvirde S(0). Anvinda
parametrar: r = 0.02, 0 = 0.5, K =100, T =1, n = 252, N = 100000.
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Det ar tydligt att Monte Carlo-implementeringen avviker fran det exakta virdet nér S(0)
Okar, medan Crank-Nicolson-implementeringen f6ljer den exakta formeln. Den raka lutningen
i figuren forklaras av att 10sningen av den reducerade PDE:n (4.2) ger att priset {6r en
lookback-option med rorligt 16senpris bestdms som en procentsats av startvérdet.

Vidare noteras att priset fran Monte Carlo-metoden alltid tycks vara nagot lagre &n det
exakta priset, oavsett om lésenpriset ar rorligt eller fast. Detta forstirks ytterligare i tabell
5, dér vi kan se optionspriser fér olika antal simuleringar. Oavsett antal simuleringar &ar det
relativa felet i princip oférdndrat samtidigt som standardavvikelsen minskar.

Tabell 5: Lookback-siljoption med rérligt 16senpris for olika N i Monte Carlo-metoden. Ov-
riga parametrar S(0) = 100, » = 0.02, 0 = 0.5, T = 1/2, n = 126 . Exakta priset ar 30.8306.

N Monte Carlo-pris | Std (%) | Relativt fel (%)

10 000 28.4118 0.3339 8.5132
100 000 28.3977 0.1053 8.5672

1 000 000 28.4125 0.0333 8.5108

I figur 11 ser vi hur Monte Carlo-metoden presterar nér man okar antalet diskreta tids-
punkter, n 4+ 1, i Monte Carlo-simuleringarna av optioner med rorligt l6senpris. Metoden
tycks krava vildigt stora n for att ndrma sig det exakta vérdet, vilket i praktiken ar ett stort
problem da det ar enormt tidkrévande. Detta foljer fran problematiken kring diskretiseringen,
vilken ndmndes i tidigare avsnitt.

Konfidensintervall for olika n
T T T

31 T T T T T
M- - Exaktprisp===-==-=-==-==-==--=------------oooooo oo

30.5
30 4
295
= 291 b
2850 b

281

27.5F b

| | | | | | | | |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
n - Antal delinterval av [0,T]

Figur 11: Det 95-procentiga konfidensintervallet for olika val av n erhallet med Monte Carlo-
metoden. Parametrar: S(0) = 100, »r = 0.02, 0 = 0.5, T = 1/2, N = 10000.

Till f6ljd av detta kan vi konstatera att var implementering av Monte Carlo-metoden
inte &r tillrdckligt bra. Om vi dock antar att vi kan 16sa detta diskretiseringsproblem visar
figur 12 den positiva effekten av att anvinda ett kontrollvariat fér bade lookback-optionen
med rorligt och med fast 16senpris. Vi ser tydligt att implementeringen med kontrollvariat
genererar ett mindre konfidensintervall &n den utan, oavsett antalet iterationer N. Liknande
effekter fas av att introducera ett kontrollvariat for lookback-optionen med fast 16senpris.
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Figur 12: Priset av en lookback-kdpoption IT(0) med rorligt K (6verst) samt med fast K
(nederst) berdknat med Monte Carlo-metoden for olika antal simuleringar (N) tillsammans
med ett konfidensintervall pa 95%. Ovriga parametrar &r S(0) = 100, » = 0.02, ¢ = 0.5,
K =100, T =1, n = 252.

Programspraken

D& Monte Carlo-metoden tenderar att avvika fran exakta varden valjer vi att forkasta denna
till f6rman fér Crank-Nicolson-metoden nar det géller lookback-optioner med rorligt K. I ta-
bell 6 presenteras hur Crank-Nicolson-metoden presterar bade precisions- och tidsmaéssigt. Vi
ser att det relativa felet &r mycket mindre &n vad Monte Carlo-metoden gav, men framforallt
att det konvergerar mot 0 vid en férfinad tids- och rumsindelning. Dessutom konstateras att
C++ presterar béattre &n MATLAB tidsméssigt for en approximativ prisséttning, medan det
omvéanda géller for vildigt exakta priser. Det relativa felet dr definierat pa liknande sétt som
for asiatiska optioner.

Tabell 6: Jam{orelse av olika m vid anvidndning av Crank-Nicolson-metoden fo6r en lookback-
kopoption med rorligt 16senpris. Parametrar: S(0) = 50, » = 0.02, 0 = 0.5, T' = 0.5. Det
exakta priset ar 15.4153.

(m,n) Relativt fel (%) | MATLAB (s) | C++ (s)
(100, 126) 1.877736 0.004057 | 0.002006
(500, 126) 0.192702 0.042035 0.051078

(1000, 126) 0.019591 0.217531 0.216000
(5000, 500) 0.016020 17.450126 | 19.130068

For lookback med fast 16senpris har vi ingen PDE-16sning att tillga utan far forlita oss
pa Monte Carlo-metoden. Det &r da viktigt att anvdnda sig av ett kontrollvariat, vilket vi
illusterade i figur 12, och att ha tillrdckligt stora n och N. I tabell 7 kan vi se hur de olika
programspraken presterade tidsméssigt for Monte Carlo-implementeringen for olika val av N.
Det &r tydligt att C++ &r att foredra eftersom det r snabbare &n MATLAB for stora varden
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pa N, da det dr nédvéndigt for att astadkomma ett litet konfidensintervall. Vart att notera
ar ocksa att MATLAB borjar fa problem med N > 1 000 000 medan C++ klarar de stora IV
som kravs for att fa véildigt precis resultat.

Tabell 7: Standardavvikelser och relativa fel som Monte Carlo-algoritmen producerat for
olika N uttryckt i procent av I1(0) samt tiden det tog for MATLAB respektive C++ att utfora
berikningarna for lookback-képoption med fast 16senpris. Ovriga parametrar: S (0) = 50,
r=0.02, c =0.5, K =55, T = 1. Exakt pris: 19.1201.

N Std (%) | Relativt fel (%) | MATLAB (s) | C++ (s)
1 000 | 1.429442 6.164043 0.034061 0.026267
10 000 | 0.443192 7.674175 0.214506 0.250483
100 000 | 0.142145 7.339910 3.187360 2.492441
1 000 000 | 0.044951 7.243420 330.156259 | 24.984999

4.4 Slutsats

For att sammanfatta vart resultat kan vi faststélla att en lookback-option, oavsett 16sentyp,
beror starkt pa volatiliteten. Vi kan vidare sla fast att Monte Carlo-implementeringen for
bada typerna av lookback-optioner tenderar att avvika fran den exakta formeln, vilket &ar
speciellt tydligt for optionerna med rorligt 16senpris. Resultat visar d&ven att Crank-Nicolson-
metoden ar att foredra nér det giller prissdttning av lookback-optioner med rorligt 16senpris,
da den ger ett mer precist resultat &n vad Monte Carlo-metoden gor utan att krava ndmnvart
mer tid.

Anledningen till att Monte Carlo-implementeringen avviker fran den exakta formeln beror
med storsta sannolikhet pa diskretiseringen. Vi ser tydligt att Monte Carlo-metoden under-
varderar optioners viarde nar de beror p4 maximum och pa samma sétt évervarderar optioner
som beror pa minimum. Det ar alltsa inte sjalvklart att den diskreta lookback-optionen kom-
mer konvergera mot den kontinuerliga versionen nar vi 6kar antalet Monte Carlo-simuleringar.
En djupare diskussion kring detta presenteras i Appendix B.3.

Vidare noterar vi att valet av programsprak ar C++ vid implementeringen av bade Monte
Carlo- och Crank-Nicolson-metoden, men av olika anledningar. Fér Monte Carlo-metoden
handlar det om att minska konfidensintervallet och kéra méanga simuleringar, vilket C++
visade sig prestera bést for. Vid anvindning av Crank-Nicolson-metoden fas istéllet ett litet
relativt fel med fa simuleringar, och &ven hér visade det sig att C++ presterade béttre &n vad
MATLAB gjorde.

5 Barriaroptioner

5.1 Introduktion

Barridroptionen (barrier option) kom till anvéindning under sent 60-tal och hénvisades till
som en specialoption (special option) rent initialt av Gerard L. Snyder 1969 [12]. Forst fyra
ar senare, 1973, presenterades en analytisk formel for berdkningen av den hér nya optionen
av Robert C. Merton [13].

Optionen, for vilken Merton hérledde en formel, fungerade véldigt likartat den europeiska
standardoptionen. Den véasentliga skillnaden hér &r att optionerna &r villkorade med en bar-
ridrsniva. Barridroptionen ar aktiv fram till eller fran och med att barridrnivan &r nadd for
S(t) fram till 16sendagen, beroende pa om det &r en Ut-option (Knock-Out option) eller en
In-option (Knock-In option). De hér tva varianterna i kombination med utgéngsliagen S(0),
antingen Over eller under barridrens véirde B, bildar fyra olika optioner.
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Optionsvarianterna

De fyra olika optionerna definieras som f6ljer:
e Upp-Ut-optionen: S(0) < B och optionen blir utslagen om 3t € [0,7] : S(¢) > B.
>

e Upp-In-optionen: S(0) < B och optionen aktiveras om 3t € [0,7]: S(t) > B

e Ner-Ut-optionen: S(0) > B och optionen blir utslagen om 3t € [0,7T] : S(t) < B.
<

e Ner-In-optionen: S(0) > B och optionen aktiveras om 3¢t € [0,T] : S(t) < B.

Precis som for de europeiska standardoptionerna berdknas l6senvirdena, forutsatt att optio-
nen i fraga ér aktiv, enligt (S(7T) — K)4 och (K —S(T))4 for kop- respektive séljoptionerna.
For enkelhetens skull fokuserar vi i det hir avsnittet pa Upp-optionerna, da Ner-optionerna
kan behandlas analogt.

Anvandningsomraden

Forhallandet mellan barridren B och l6senpriset K &r av hogsta relevans f6r hur optionen
ar avsedd att anvindas. Exempelvis finns det fall da valet av barriér i relation till 16senpris
orsakar att optionens virde aldrig kommer 6verstiga 0. Det hér géller bland annat f6r Upp-
Ut-optionen da barridren ar satt under losenpriset.

Anvéndningsomraden i mer konkreta fall for barridroptioner &r oftast i hedgingsamman-
hang. En &gare till en viss tillgang skulle som exempel kunna vara orolig fér en temporar
nedgang i varde och d& kunna ha anvindning av att forslagsvis képa en Ner-In-séljoption.

In-Ut-Pariteten

For att dra en parallell till den asiatiska optionen, dar en silj-kép-paritet géller i en ar-
bitragefri marknad, kan man hér tala om en sé kallad In-Ut-Paritet. Utifran tidigare ndmnda
l6senvérdesfunktioner ser vi att en kombination av en Ut- och en In-option, med samma
16senpris K och barridrniva B, perfekt avspeglar den europeiska standardoptionen. Detta ef-
tersom In-optionen blir aktiv i samma stund som Ut-optionen blir utslagen. In-Ut-Pariteten
kan alltsa beskrivas enligt:

My— i () + Mk (t) = Mek () (5.1)
My—s(t) + Mpp—s(t) = Mgs(t) .

5.2 Numerisk implementering

Den implementering som gors for den hér optionen ar, precis som for tidigare ndmnda optio-
ner: Monte Carlo-metoden och Crank-Nicolson-metoden.

Monte Carlo

Monte Carlo-simuleringarna gors pa samma sitt som for den europeiska standardoptionen
med enda skillnaden att barridren tas i beaktning. Detta genom att sétta l6senvardet till
noll ifall optionen inte blivit aktiverad eller om den har blivit utslagen. Till skillnad fran den
asiatiska och lookback-optionen anvénds hér inget kontrollvariat, utan endast ett antitetisk
variat. Metoden och variansreduceringen tas upp i mer detalj i Appendix B.1.

Implementeringen av Monte Carlo-metoden kan orsaka felavvikelser for prisséttningen
av en del optioner. Detta kan bero pa den diskretisering som gors av den kontinuerliga
barridroptionen. Risken finns da att metoden undervérderar eller Gverviarderar optionens
varde. Detta finns mer utforligt att 1dsa om i Appendix B.3.
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Crank-Nicolson

Den finita differensmetoden Crank-Nicolson-metoden som tidigare tagits upp i bakgrunden
(2.2) anvinds &ven for denna option. Det som gors annorlunda &r att randvillkoren héir
tvingar exempelvis Upp-Ut-optionens pris att séttas till noll fér startvirden ovanfor barridren.
Metoden baserar sin 16sning pa Black-Scholes-ekvationen (2.3), dér v(t, S(¢)) dr priset for
optionen vid tidpunkt ¢. Gransviardena som géller for den hér ekvationen med en Upp-Ut-
option hérleds av Shreve [8] och ér:

v(t,0) =0, Yt € [0,T]
v(t, B) =0, Vit e [0,7) (5.2)
o(T,z) = (z - K),, Vrel0,B).

Utifran dessa kan de tva matriserna i Crank-Nicolson-metoden hérledas, vilket gor att
optionspriset kan simuleras med givna parametrar. Fran det har berdknade priset kan &dven
priset for Upp-In-optionen berdknas med hjilp av In-Ut-Pariteten (5.1).

Exakt formel

Metoderna som ndmnts ovan ar i sjilva verket inte alltid nédvéndiga. Detta eftersom det finns
en exakt formel for att berdkna vérdet for Upp-Ut-optionen som finns beskriven i Appendix
A.5. Dock &r detta under andra antaganden inte nédvandigtvis fallet.

5.3 Resultat och diskussion

Det hér resultatavsnittet kommer att paborjas med en presentation av optionens direkta
beroende av ett par olika Greeks. Darefter &r det av intresse att visa hur In-Ut-Pariteten
forhaller sig till diverse parametrar. Utéver detta dr det av intresse att jamfora precision
och relativa fel hos de tva numeriska metoderna. Slutligen kommer det undersékas vilket
programsprak som dr att foredra for de olika metoderna.

For att sdkerstélla figurerna och tabellernas precision anviands den exakta formeln fort-
séttningsvis om inte annat anges. Genom det hér avsnittet kommer den riskfria réntan hallas
fix till » = 0.02.

In-Ut-Pariteten

Fran figur 13 ses att Upp-Ut-optionens pris gar mot 0 och att optionen alltid kommer att vara
utslagen da S(0) > 105. Upp-In-optionens pris gar hir mot den europeiska standardoptionens
pris nér vi later S(0) g& mot barridrens virde pa 105. Optionen blir d& konstant aktiverad
och péa sé satt definierad precis som den europeiska standardoptionen.

In-Ut-Pariten
70

—Europeisk standard kapoption| T T ;
60 [L==Upp-Ut |
50 |
40+ |
S
=
30+ |
20+ |
10} |
0 ‘ i I e [ | |
30 40 50 60 = " | |

S(0)

Figur 13: In-Ut-Pariteten illustrerad over priset pa optionerna med avseende pa startpriset
S(0). Parametrar som anvands hér ar i vrigt: o = 0.5, K =40, B =105 och T = 1.
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Greeks

Nar barridroptionens beroende av variablerna underscks kan det urskiljas att bade volati-
liteten och 16sendagen dr av hogsta relevans for huruvida In- eller Ut-optionen dr den som
kommer vara aktiv. Denna anledningen leder till valet att nedan illustrera hur priset for
optionerna beréknas fér stigande volatilitet och 16sendag.

I figur 14 urskiljs tydligt hur Upp-Ut-optionens berdknade virde konvergerar mot 0 nér
volatiliteten stiger. Upp-In-optionen konvergerar dédremot mot den europeiska képoptionen
pa grund av In-Ut-Pariteten som tidigare tagits upp.

Jamférelse av beroendet pa volatiliteten
T T T

60 T T T T
—Upp-Ut
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50| -
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0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figur 14: Optionspriset beriiknat med avseende pa volatilitetsvirden mellan 0 och 2. Ovriga
parametrar hir ar: S(0) = 100, K =100, B =150 och T = 1.

Precis som for den volatilitetsberoende figuren ser vi i figur 15 att ett senare l6sendatum
ger en hogre sannolikhet for att Upp-Ut-optionen ska bli utslagen. Likasa kommer In-optionen

att konvergera mot den europeiska standardoptionen.

Jamférelse av beroendet pa I6sendagen
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Figur 15: Optionspriset mot 16sendagen mellan 0 och 2.5. Ovriga parametrar hir #r: S(0) =
100, ¢ = 0.5, K = 100 och B = 150.
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Numeriska simuleringar och programsprak

Den hér delen av resulatsavsnittet kommer behandla hur vara implementeringar av de nu-
meriska metoderna forhaller sig till varandra tids- och precisionsméssigt.

Det som tydligast gar att urskilja direkt fran figur 16 d&r hur Monte Carlo-metoden suc-
cessivt tappar precision i samband med att viirdet pa S(0) ndrmare sig barridren. Crank-
Nicolson-metoden haller sig ddremot mer intakt till den exakta losningsformeln.

Upp-Ut-kdpoption

20 T T
O Exakt formel
18 H + Monte Carlo i
—Crank-Nicolson *
16 +
14+ 4
12 B
. +
S0t B
8r o+ 4
6k
s ¢
2r 4
({ /\D \dul $H—b 1 1 1 1 1 1 Il 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figur 16: Upp-Ut-kopoptionens virde, med avseende pa startpriset S(0), for tillgdngen vid
tid t9 = 0. Parametrar som anvinds hér &r i 6vrigt: 0 = 0.5, K =40, B =105 och T'= 0.5.

For att jamfora programssprakens effektivitet for de olika metoderna har upprepade ite-
rationer for olika precisionsnivaer genomforts. I tabell 8 presenteras resultaten for Monte
Carlo-metoden. Vid dessa simuleringar anvinds féljande virden: S(0) = 70, 0 = 0.5, K = 40,
B =105 och T = 0.5.

Tabell 8: Har presenteras de standardavvikelser som Monte Carlo-algoritmen producerat for
olika N uttryckt i procent av II(0) samt ett relativt fel. Dessutom presenteras tiden det tog
for MATLAB respektive C++ for simuleringarna.

N Std (%) | Relativt fel (%) | MATLAB (s) | C++ (s)

1 000 | 2.018876 6.943140 0.020898 | 0.004006

10 000 | 0.648449 6.096618 0.130358 | 0.035010
100 000 | 0.208405 4.699859 1.506163 | 0.330011

1 000 000 | 0.065977 4.673220 66.228936 | 3.334956

Vid Monte Carlo-simuleringarna urskiljs tydligt att C++ &r att foredra vid férsék att
minimera standardavvikelsen, da berdkningstiden kan bli avsevért mindre for stora N. Det
gar dven notera att det relativa felet verkar konvergera mot ett betydande fel. Vid dessa
simuleringar anvinds en parameter n = 126 som representerar antalet delintervall fér Monte
Carlo-iterationerna. For att undersdka konvergensen nidrmare later vi N = 10 000 vara fixt
och later n ga mot 1000 i figur 17.
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Konfidensintervall for olika n
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Figur 17: Optionspriset med konﬁdeng'intervall pa 95% mot antalet delintervall av [0, T] upp
till 1000 med Monte Carlo-metoden. Ovriga parametrar har ar: S(0) = 70, o = 0.5, K = 40,
B =105 och T = 0.5.

Fran denna figur kan det urskiljas att det som kravs for att f& Monte Carlo-metoden
att konvergera mot det exakta priset ar véldigt hoga n och N. Detta gér metoden valdigt
langsam och opraktisk i det hér avseendet. Resultatet visar pa bristerna hos den har imple-
menteringen av Monte Carlo-metoden och forstarker intresset for en mer avancerad modell,
med anvindning av s& kallade Brownska broar (Brownian bridges), som beskrivs kortfattat i
Appendix B.3.

I tabell 9 presenteras de viarden som erholls med Crank-Nicolson-metoden. Det gar enkelt
observera att metoden snabbt konvergerar mot det exakta priset. Simuleringarna visar &ven
att tidsskillnaden mellan programspraken, fér en precision med dessa val av antal delintervall
(m,n), ar ndstan obefintlig.

Tabell 9: Jamforelse av olika antal rumsdelintervall m och tidsdelintervall n vid anvéndning
av Crank-Nicolson-metoden fér en Upp-Ut-képoption.

(m,n) Relativt fel (%) | MATLAB (s) | C++ (s)
(15, 15) 0.424446 0.000540 | 0.000086
(210, 210) 0.000810 0.016837 | 0.011236
(1050, 1050) 0.000032 1.441715 | 1.320856

5.4 Slutsats

Som sammanfattning av barridroptionen gar det konstatera att det hér instrumentet &r
starkt beroende av volatiliteten och 16sendagen. Bland annat urskiljs det att hog volatilitet,
eller stort T, far Upp-In-optionen att aktiveras med hoég sannolikhet och da bli prissatt
som den europeiska standardoptionen. Fran dessa resultat gar det i hog grad specificera
parametrarna hos optionen for anpassning till det behov som den underliggande tillgangen
skapar for savél optionsutstédllaren som optionsédgaren. Resultatet som presenterats fér de
numeriska metoderna visar att Crank-Nicolson-metoden ger en betydligt hogre precision,
och kortare berékningstider, &n vad Monte Carlo-metoden gor.

Det gar dven sédga att Monte Carlo-metoden &r for ineffektiv for att fa ut vérden for
optionen med tillrackligt sma relativa fel pa rimliga berdkningstider. Metoden behdver en
mer avancerad uppbyggnad, forslagsvis med Brownska broar, for att klara av prissdttningar
for den hér optionen. Sammanfattningsvis gar det dven siga att C++ &r programspraket att
foredra for de bada numeriska metoderna.
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6 Slutsats

Syftet med denna rapport var att redogora fér hur Monte Carlo- och Crank-Nicolson-metoden
fungerar och presterar for asiatiska, lookback- och barridroptioner. Det var &ven av intres-
se att jamfora de olika optionernas beroende pa olika parametrar. Metoderna skulle &ven
implementeras i de tva programmeringsspraken MATLAB och C++.

Fran undersokningen av utvalda Greeks gar det att urskilja separata anvindningsomra-
den for de olika optionerna. Vi kan dra slutsatsen att en asiatisk option &r att féredra nér
den underliggande tillgdngen har en hog volatilitet och riskminimering &r efterfragat. Vidare
kan vi sla fast att de andra optionerna &r mer kénsliga for volatiliteten och implicerar en
storre risk for savéil optionsutstéllare som for optionségare. I fallet fér en barridgroption med
stigande volatilitet konvergerar In-optionerna mot den europeiska standardoptionen och for-
lorar da indirekt sitt syfte, medan Ut-optionen konvergerar mot 0. Det hér &ar &ven fallet for
barridroptionen d& tiden till 16sendagen forlangs. For lookback-optioner kan vi konstatera
att dessa beror starkt pa volatiliteten, vilket speglas i hur priset for dessa optioner foréndras
med en 6kande volatilitet.

Nér de numeriska metoderna jamfordes for de olika optionerna framgick det att Crank-
Nicolson-metoden dr att foredra i samtliga fall. Detta eftersom den ger ett mindre relativt
fel, tillsammans med en kortare berdkningstid, i jaimforelse med Monte Carlo-metoden. Vid
implementering av Monte Carlo-metoden konstaterades ett betydande fel hos bade lookback-
och barridroptionen. Detta fel beror med storsta sannolikhet pa diskretiseringen av de kon-
tinuerliga fallen, dér eventuella extremvarden mellan tidspunkterna inte tas i beaktning. For
att motverka detta hade en Monte Carlo-metod som &#ven modellerat en Brownsk bro ( Brow-
nian bridge) mellan tidspunkterna varit att féredra. Den hér metoden hade da genererat ett
mycket mer sannolikt virde for varje tidsintervall och pa sa sétt gjort metoden mer exakt
och forhindrat diskretiseringsfelet. Diskretiseringen far inte lika stora konsekvenser for ett
medelvirde, varfor metoden blir stabil vid simulering av den asiatiska optionens vérde.

Vidare har vi, for Monte Carlo-implementeringen, observerat en betydande effekt av kon-
trollvariat. Framforallt for asiatiska optioner, dar anvindandet av ett kontrollvariat genererar
véldigt sma konfidensintervall. Trots detta &r Crank-Nicolson-metoden att féredra dven for
den asiatiska optionen.

Vid jamforelse av programspraken konstaterades att C++ var att foredra i de flesta avse-
enden. Detta berodde pa att berdkningstiden kunde férkortas avsevért vid stora berdkningar.
Ett undantagsfall kan exempelvis vara nar hog noggrannhet efterfragas for Crank-Nicolson-
metoden, detta eftersom MATLAB ar béttre pa att hantera stora matrisoperationer. Den héar
extrema sortens noggrannhet behovs daremot véaldigt séllan och av denna anledning blir C++
det allmént bésta valet utifran de hiar numeriska metoderna.

Vart att ndmna ar att koden vi tagit fram for optionerna &ven ar applicerbar for fallet da
volatiliteten &r en stokastisk process. For sadana fall gar det inte att ta fram en exakt formel,
utan numeriska approximationer ar ett maste. Hér har sadledes de undersokta metoderna
storre relevans.

Avslutningsvis konstaterar vi att ett intressant omrade for framtida studier ar att imple-
mentera den metod som ndmnts kring anvindning av Brownska broar for att korrigera Monte
Carlo-metoden. For lookback-optioner kan &ven ett multipelt kontrollvariat vara av intresse
for att minimera standardavvikelsen. Nar det kommer till att 16sa de partiella differentia-
lekvationerna numeriskt kan &ven finita elementmetoden vara intressant att implementera
och jamféra med Crank-Nicolson-metoden.
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A Bevis och harledningar

A.1 Asiatiska optioners pris vid geometriskt kontra aritmetiskt me-
delvarde

I detta avsnitt visar vi att det geometriska medelvirdet ger upphov till ett ldgre pris for en
asiatisk kopoption (och ett hogre pris for en séljoption) dn vad det aritmetiska medelvérdet
gor. Notera att priset for en asiatisk option vid t = 0 &r

Kop: Iax(0) = e*TTIE[[M(O,T, S(t)) — K]+],
Salj: Tag(0) = e*TTIE[[K — M(0,T, S(t))] J ,

for ¢ € [0,T] och nagon funktion M som ger ett visst typ av medelvirde av S(¢) pa detta
interval. Vi har foljande definitioner fér de olika medelvardena

N
Aritmetiskt:  A(0,T,S(¢)) = ! S(ts),
N+1 +1 =
N Nh—l
Geometriskt:  G(0,7,5(t)) = (H ) .

och borjar med en nédvindig sats.

Sats 1. Det geometriska medelvirdet av en virdemdingd {m; > 0} dr alltid mindre eller
lika med mdngdens aritmetiska medelvirde.

Bewvis. Vi kommer bevisa satsen genom induktion. Om vi later

mo +my + -+ my
N +1

N+1

vill vi alltsé visa « > momq - Mp.

Basfall: For N = 0 har vi en likhet och olikheten ovan ar saledes sann.
Hypotes: Antag att olikheten haller for alla icke-negativa heltal 0 till V.

Induktionssteg: Antag att vi har viirdemingden {m; > 0} 5! med ett aritmetiskt me-
delvirde o som uppfyller (N + 2)a =mg+m1 + -+ + my41.

Om m; =aVi=0,1,...,N + 1 har vi en likhet mellan de olika medelvardena och satsen
ar bevisad. Annars kan vi hitta ett virde i mdngden som &r mindre &n « och ett som &r
storre, sig my > a och myy1 < a. Da har vi

(my —a)(a—mp41) > 0. (A1)
Betrakta nu méngden mg, mq, ..., my_1,m med
m:=my+mnyi1 —a>my—a>0.
Eftersom
(N+lDa=mog+---+my_1+my+myi1 —a=mg+--+my_1+m
ar o medelvardet for mg, mq, ..., my—_1,m och enligt hypotesen har vi
a2 = oVl > memy - - my_1ma. (A.2)

Enligt (A.1) har vi

(mn +mpyy1 — @)a—mymyy1 = (my —a)(a—myg1) >0,
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alltsa
ma > mymyi1 (A.3)

och a > 0. Detta innebér att om nagot av viardena mg, mq,...,my—_1 &ar lika med 0 har vi
en strikt olikhet i (A.2). Om fallet inte &r sadant har vi i och med (A.3) en Gvre gréns for
hogerledet i (A.2), vilket innebér att olikheten

N2 > memy -+ myg

haller for bada fallen och satsen &r séledes bevisad.

Vi ar nu redo att bevisa satsen vi ar intresserade av!

Sats 2. Det geometriska medelvdrdet ger upphov till ett ldgre pris fér en asiatisk képoption
(och ett hogre pris for en sdaljoption) dn vad det aritmetiska medelvdrdet gor.

Bewis. Vi har foljande implikation for tva stokastiska variabler X och Y:

X <Y = E[X]<E[Y]. (A.4)
Om vi later X = e 7"T[G — K| och Y = e "T[A — K], har vi alltsi visat satsen, s& linge
X <Y stiammer. Det gor det enligt foljande ekvivalenta uttryck, dir Sats 1 och det faktum

att maximumfunktionen inte stor olikheter har anvénts:

G<A«— G-K<A-K << [G-K|; <[A-K]; <
— e G- K]y <eT[A- K]y

e TE[[G(0,T,5(t) - K], | < e TE[[A(0, T, S() - K] |.

Beviset for parentesen gillande séljoptioner foljer fran samma typ av resonemang som
ovan, vilket inses l4tt genom att multiplicera den forsta olikheten med —1.
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A.2 Aritmetiska asiatiska optioners salj-kop-paritet

Nedan hérleds silj-kop-pariteten for asiatiska optioner med aritmetiska medelvardesfunktio-
ner, bade kontinuerliga och diskreta, presenterade i Tabell 1.

Sats 3. Antag att vi som vanligt har en finansiell tillging med ett initialt pris S(0) och priset
S(t) vid tiden t > 0 enligt

S(t) = S(0)elr—2o)t+oW (D) (A.5)
Da gdller den kontinuerliga sdlj-kép-pariteten

1 t er(T—t) -1
_ — —r(T—t) [ — _
Mok (t) —as(t) =e (T /0 S(u)du + T S(t) K)

och den diskreta

(T S(t) 1— eI+
- — r(T—t) ) _
Mag(t) - Mas(t) = e <N+1 ?:0 Sttt w1 1o K

I den senare dr N antalet delinterval pa [0,T], t; olika tider med to =0, t, =t ochty =T
samt t; = z% (intervallet likformigt uppdelat).

Bewis. Vi har foljande definitioner for de asiatiska optionernas lésenvarde vid 16sendagen:
Hax(T) = [M(O,T) — K]+ och Iux5(T) = [K — M(O,T)]+. (A.6)
Notera att
g (T) = Mag(T) = [M(0,T) - K|, — [K = M(0,T)], = M(0,T) - K

ar ett simplare sétt att skriva losenvéirdet for portféljen ovan. Vi har priset vid ¢ = 0 for ett
derivat med 16senviirde Y = g(S(T')) enligt [Ty (0) = e "TE[g(S(T))]. D4 foljer att

Mar(0) —Mas(0) = e "TE[M(0,T) — K].

Givet att vi befinner oss i en tidpunkt ¢ € [0,7] har vi informationen Fg(t) om tillgdngens
virdeutveckling &ver [0, ¢]. D& har vi

Makc(t) — Was(t) = e T DEM(0,T) - K | Fs(t)] (A7)

Med (A.7) kan vi ta oss an de enskilda fallen och vi borjar med det kontinuerliga. Vi har

HAK(t) — HAs(t) = e_T(T_t)IE

T
% / S(u)du — K | ]—"S(t)]

/s du—l——/ S(u du—K|fs()]
—etr0( 3 [ st 1 [ el i),

Vi skriver om S(u), u € [t,T], med hjilp av (A.5) enligt

_ —T(T t)E

S(U) = S(t)e(Tf—gz)(u t)+g\/7w(“ 4

och noterar att W(u —t)/v/u—t ~ N(0,1). Lat oss kalla denna stokastiska process for X,
alltsa har vi S(u) = h(X). Da fOlJGI‘ enligt

EICO] = [ ) fxlelds odh fxa) = 8(a) = e 3
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att
E[S(U>] :/S(t>e(r—%02)(u—t)+gmx_%xzLdm

V2r
_ S(t)er(uft)/e L (z—ovu—t)? ——dx = S(t )er(uft),
R

\/ﬁ

dér den sista likheten inses genom fR z)dz = 1.
Vi kan nu avsluta den forsta delen av bev1set genom

Mar(t) —Has(t) = e T(T—1) (T/ du+—/ o (u—t) duK)

1 r(T—t) _ 1
e Y (T/ S(u)du + 2 8(t) — K) .
0

rT

Det diskreta fallet foljer fran ett nastan identiskt resonemang, men vi behover ett uttryck
for E[S(t;)], i = n,..., N, likt det for E[S(u)] ovan. Om vi later

R L O e

har vi

HAK(t) — HAS(t) = e_T(T_t)E o

N+1<
1 (< N
-t L 4 -
e NI <§ S(t:) + i;ﬂE[S(u)]) K)
1 (< il
_ (r-ty| __*+ . s ) g
(NH(;S(MZ_%S(M ) )
_ R S(t) 1— er(T+)
-t L _ -
‘ <N+1§S(tl)+l\7+l —e K
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A.3 Hairledning av priset for geometriska asiatiska optioner

Det hér kommer vara en hirledning av det analytiska priset for en asiatisk option grundad
pé det geometriska medelvardet, kallad GA-option. Endast beviset for kopoptioner kommer
behandlas da séljoptioner foljer analogt.

Héamtade formler och satser kommer fran: Paul Glasserman - Monte Carlo Methods in
Financial Engineering [14].

Teori

For att kunna hérleda den analytiska formeln behover vi forst ta upp ett par kidnda satser.
Antagandet om virdeutvecklingen hos S(t), och formeln {6r priset av en europeisk standard
képoption, upprepas nedan som forsta sats av bekviamlighetskil. De aterfinns dessutom i sin
helhet i bakgrunden som formel (2.1) och (2.3).

Sats 4. Betrakta S(t), for vilken virdet beskrivs enligt:
02
S(t) = 5(0)elr—F oW (@), (A.9)

Priset for en europeisk standard képoption pé ovan underliggande tillging med lGsenpris
K och lésendag T ges av gk (0) =E [e7"(S(T) — K)|, vilket bestims till:

_ log¥+(r+"—;)T

Mgk (0) = S0)®(d) — e "TK®(d—oVT), d (A.10)
ovT
Sats 5. (Formel 2.23 fran Glasserman):
En lingar transformation av en normalférdelad vektor dr ocksd normalfordelad:
X ~ N(u,¥) = AX ~ N(Ap, ALAT). (A.11)

W dar en vector av ldngd d, ¥ kovariansmatrisen av storlek d x d och A en k X d-matris som
beskriver den linjdra transformationen.

Sats 6. (Formel 3.6 fran Glasserman):
Lat ¥ vara kovariansmatrisen for (W (t1),...,W(ty)), da har vi att

Zi,j = min (ti,tj). (A12)

Harledning av pris for GA kdpoptioner

Losenvéardet hos den sokta optionen vid l6sendagen &r

medan priset for optionen bestédms av

n 1/n
HAK(O) = G_TTE <H S(fl)) - K

+

Det diskreta geometriska medelvirdet av S(¢) ar ([];_, S (ti))l/ " och om vi beskriver S(t)
som i ekvation (A.9) kan vi uttrycka detta geometriska medelviirde som:

n 1/n 0_2 n o n
(H S(t¢)> = 5(0) exp <(7’ - 7)% Zt + ZW(t,;)) : (A.13)

i=1
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Nu kan vi med hjilp av ekvationerna (A.11) och (A.12) betrakta > . W (¢;) som en
linjér transformation av vektorn X = [W(ty),..., W(¢,)] genom att lata A = [1,...,1] vara
en 1 x n-vektor och kovariansmatrisen av storlek n x n beskrivas av:

t1 t1 1 . t

t1 1o o e to
C=|t t :

; : tnfl tnfl

t1 to tn—1 in

Detta ger att

Z W(t;) = AX ~ N (0, i(% - 1)tn+1_i> . (A.14)

Lat nu
2 n

i o 1
ti, &%= — 2 — Ditna1—q, T=1r—=(c2—52
; nQT; Ynt1 5 )

T:

S

. Om vi anvénder detta kan vi skriva om ekvation (A.13) ovan som

2

n 1/n -
S(T) = (H S(m)) = S(0) exp ((f -7+ aw@). (A.15)

Vi ser att detta beskriver en underliggande tillgang som i formel (A.9) med parametrarna:
T, 52, 7. Dessutom ser vi att det nu gar att uttrycka optionens pris som

Muc(0) = e TE {(S(T) - K)J . (A.16)

Detta vantevirde kan vi berdkna med hjélp av formel (A.10) for prisséttningen av stan-
dard europeiska kdpoptioner. Gor vi detta fas slutligen priset som

n 1/n
HAK(O) = "TE <H S(tz)> - K =

-
! +

=e T (J%(o@(d) ~K®(d - a—\/:?)) ,
déir d beskrivs enligt
~ G2\
log % +(F+%5)T
T

Om vi nu bestdmmer oss for att lata intervallet [0, 7] vara likformigt uppdelat, si att

d=

t; = (in_j)lT, kan vi bestdmma:
T =T/2, (A.17)
52 :%2(2 — %), (A.18)
fzr—%Q(lJr%). (A.19)

Det foljer att med dessa virden insatta och antagandet att m &r stort, sa att termerna
av ordning n~2 kan forsummas, fas formeln som anviinds i Kemna och Vorst artikel for att
variansreducera priset av en asiatisk option grundad pé det aritmetiska medelvérdet [15]. Det
vill sidga
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HAK(O) == S_TT <€d15(0)q)(d2) — K(I)(dg — U\/?)) s (AQO)

med parametrarna d; och ds enligt
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A.4 Att dimensionsreducera Black-Scholes ekvation for en asiatisk
option

Vi bevisar i detta avsnitt att man, via en variabelsubstitution, kan dimensionsreducera Black-
Scholes ekvation f6r en asiatisk option,

1
O + r20zc + x0yc + 502552830 —rc=0, 0<t<T, >0, y>0, (A.21)

vilken uppfylls av prisfunktionen c(t, z,y) med randvillkoret ¢(T, z,y) = (y/T — K) .

Sats 7. Den 1+2-dimensionella PDE:n (A.21) kan reduceras till en 1+1-dimensionell PDE.
Lat
efr(Tft)

1 K
e(tay) =aglt,2), 2= (- T )4 E Ym0 2

Da uppfyller g

1
atg"_i(’}/(t) _Z)2839207 te [O7T}7 < 6R7

. 11— m(T-1)
dir y(t) =
Bewis. Vi anvéinder oss av relationen mellan ¢ och g ovan {or att utveckla varje term i (A.21)

for sig. Till 6ljd av kedje- och produktregeln har vi

v — o (2900 0902 _
Oc =209 =1 <8t ot + 02 815) = (0w + 0:90:2),
redyc = rx0y(rg) = ro(g + 20.9) = rag + re’0.g0.z,
x0yc = xQByg = x28zg(9yz, (A.22)
%02552850 =.= %GQ$2(ZazgamZ + 20%9(0,2)* + £0,9022),
—rc = —rxg.

Vi tar nu fram nédvindiga uttryck for olika partiella derivator av z fér att kunna slutféra
beviset med en férenkling. Vi far

—r(t—t) K
0,z = — e - % + e—r(t—t)j’
T T
—r(t—t
8iz —2° - % 2¢ (1) Ii,
i (A.23)
e "\ 1
8yZ = T ;,
—r(t—t) —r(t—t) K
_° re Y _ pert—n2t
iz = rT + T =z ¢ x

Vi noterar att alla utvecklade termer i vinsterledet av (A.21) innehéaller ett « > 0 vilket vi
forkortar bort. Vidare innehéller den andra termen en delterm som tar ut den sista termen
(—rg). Vi far da

1 1
Ovg + 0,90,z + 0.9 (rxaxz + x0yz + 020z + 202x28§z> + 50%2339(83@)2 =0.

Vid inséttning av de partiella derivatorna (A.23) i parentesen ovan far vi att denna &r lika
med —d;2 och vi observerar att (z9,2)% = (y(t) — 2)%. Detta ger oss slutligen

1
Qg+ 5(v() = 2)?02g = 0

och beviset ar klart.
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A.5 Exakta losningsformler

Hér kommer de exakta l6sningsformlerna for de undersokta optionerna att presenteras utan
hérledning, men den finns beskriven av Shreve [16]. De exakta losningsformlerna anvinds i
figurer for att visa beteenden hos de olika optionerna och for att jamfora de l6sningar som
vara numeriska approximationer givit.

Formler

Uttrycken for priset hos de optioner som presenteras nedan &r besvirliga. For att de ska bli
mer Gverskadliga dr det lampligt att infora foljande funktioner:

5,(r.s) = log (s) Jra(\r/;r o /2)7'7
5_(r.5) = log () +0(\TE_ 02/2)7-.

Barrir Upp-Ut-képoption
Priset for en barridr Upp-Ut-Képoption beskrivs nér ¢ = 0 enligt:

Lookback-sdljoption med rorligt 16senvirde

Priset for en lookback-séljoption med rorligt 16senvérde beskrivs nér ¢ = 0 enligt:

L p.r(0) =S(0)(1 + (;

r

YO0, (T,1)) + e "Td(—6_(T, 1))

0.2

— ge_’"T(b(—é,(T, 1) — 1.
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B Utokad diskussion

B.1 Monte Carlo-metoden

Monte Carlo metoden for prissidttning av finansiella derivat presenterades for forsta gangen
i slutet av 70-talet av Phelim P. Boyle och har sedan dess varit ett virdefullt berdknings-
verktyg for prissdttningsproblem inom finansvérlden. Metoden innebér en processimulering
som genererar avkastningar for underliggande virdepapper och under antagandet av riskne-
utralitet harleder optionsvardet. Metoden inkluderar &ven tva olika reduktionstekniker for
varians som forbattrar dess effektivitet och resultatens noggrannhet. Detta gér Monte Carlo
till en viktig metod for finansvérlden da foretagens trovardighet baseras pa virdering av dess
skulder [17].

Metoden berdknar volymen av en mangd dér volymen kan tolkas som en sannolikhet. Man
genererar slumpmaéssigt de mojliga utfall och véljer ut en del av dem som faller inom en given
méngd som en uppskattning av dess volym. De stora talens lagen ser till att uppskattningen
konvergerar mot ett korrekt svar vid ékande antal kérningar.

Det &r klokt att borja diskussionen i form av vardering av en finit integral av en godtycklig
funktion f :[0,1] — R, enligt

| s (B.1)
0

Integralen kan approximeras med hjialp av en Riemann summa

| @ 23 )

Anta sedan att U &r en likformigt fordelad slumpvariabel 6ver [0,1]. D& kommer f(U) ocksa
vara slumpméssigt fordelad, med det forvintade vardet, som vi kan sdtta till I enligt foljande

E[f(U)) = / f(@)g()de =1 (B.2)

dér g(x) ar en téthetsfunktion for U som &r lika med 1 i omradet [0, 1] € R.
For att fa en uppskattning av I, ett antal slumpméssiga n-punkter jamt fordelade Gver
[0, 1] &r utvalda, for varje punkt U; berdknas f(U;) och dérifrén fas det uppskattade medel-

viirdet I och foljande integraluppskattning

/O fla)dz ~ %Zf(Ui) =7 (B.3)

i=1
dar integralen B.1 &r nu beriknad med hjalp av Monte Carlo metoden [20].

Monte Carlo metoden genererar noggranna approximationer, nédstintill precisa vérden
for komplicerade funktioner som saknar enkla numeriska l6sningar. De stora talens lagen
sékerstéller att summan I i ekvationen B.3 konvergerar mot det forvintade véirdet i B.2 for
integralen for stora n enligt

lin (5" (W) =1

n—o00
i=1

Under antagandet om att f ar en kvadratisk integrerbar funktion, dvs

|k <o

— 00

kan vi séitta variansen o2 av funktionen f till

o2 = /Ol(f(:c) e
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dar o ¢ representerar standardavvikelsen av den undersokta funktionen, vilket resulterar i att
felet for Monte Carlo berdkning blir normalférdelad enligt féljande

~ 0'2
T-TenN|o0 L
n

dér medelvirdet dr lika med O och variansen for tillrdckligt stora n kan approximeras till
GJ% /mn. Detta kan dven pévisas av den centrala gransvirdessatsen och ett okande n ger béttre
resultat for approximationen. D4 I &r en oként funktion blir &ven o oként, men med hjéilp av
standardavvikelsens definition fér uppskattningen av I, kan foljande uttryck for testvariansen
tas fram

Q>
SN
I

S ) — B (B.4)

Konfidensintervallet minimeras med 6kat n, d& standardavvikelsen av T har formen o £/,
vilket kidnnetecknar Monte Carlo metoden. Det finns ett antal olika tekniker for att astad-
komma minskningen av felet pé uppskattningen, vilka ska presenteras hérnést.

Antitetisk Variat

Metoden reducerar variansen genom att underscka den negativa korrelationen mellan de tva
uppskattningar och fungerar pa s& sétt att om de stokastiska slumpvariablerna definieras
enligt X ~ U(0,1) och Y =1 - X ~ U(0,1), dir U &r en likformigt fordelad slumpvariabel
inom omradet [0, 1] d& kan variansen skrivas om enligt

Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X, Y]

Lat sedan X; ha samma férdelning som X. D& definieras antitetisk variat, AV av foljande

= ZX +ZY ZX;Y) (B.5)

=1

dar AV ar medelvardet av n antal oberoende observationer

X1+Y1, Xo+Ys Xn + Y,
e

Inom prisséattningen av finansiella derivat kan vi betrakta det vanliga neutrala optionsvérde
med l6senpriset K och aktiekursen S, som ges av n- replikationer som ( i det hér fallet en
képoption som betecknas med C):

1 n 1 n
2 P p— R — 7TT -—
— nZCZ = - Ze maz {0,S(T) — K}
i=1 =1
dar slutliga aktiepriset under risk-neutralitet kan genereras av

S(T) = S(O)e(r—(l/Q)c;?)T-i-cfﬁZz:, i=1,..,n, (B.6)

dar S(0) ar dagens aktiepris, r dr den riskfria rdntan, o dr volatiliteten, T &ar 16sentiden och
Z; ar oberoende normalfordelade stickprov.

Antitetisk variat bygger pa observationer att om Z; dr normalfordelad, s &r d&ven —Z;
det. Darfor byts Z; i ekvationen B.6 for aktiepriset till —Z;. Pa liknande sétt, blir varje

Ci=e" max{O S(T) — }

till neutral estimator for optionspriset, darfor fas

~ 1 - Ci+Ci
CAV*ﬁ; 5 (B.7)
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Anledningen till varfor antitetisk variat ar att foredra vid variansredusering, &r att dess sa
kallade antitetiska par (Z;, —Z;) ar mer likformigt fordelade &n de 2n oberoende stickprov
i ekvationen (B.5). Detta resulterar i att medelvirdet éver (Z;, —Z;) &r alltid lika med 0,
medans medelviardet 6ver oberoende urval &r alltid skilt fran 0. Variansen for C; och 6’: blir
da

C; +C;

V.
ar 3

= %(Var[ci] + Cov[C;, (1))

Kopoptionens virde bestdmt med hjalp av antitetisk variat, C Ay anvinder sig av dubbelt sa
manga replikationer 4n C' s& man maste ta hénsyn till skillnader i berdkningskraven. Om

Ci—Féi

—~ 1
Cov[C;, C;] < 0 = Var| ] < §Var[Ci]

kommer detta att ge en béattre uppskattning av variansen én en oberoende uppskattning och
ddrmed ar variansen reducerad, vilket dven &r ett villkor for antitetisk variat. [21]

kontrollvariat

I Monte Carlo simulationerna vill vi estimera II = E[X (¢)] dér X &r en stokastisk variabel.
Den huvudsakliga idéen med ett kontrollvariat, control variate, &r nu att anta att vi har
en annan stokastisk variabel Y dér E[Y] = py &r ként. Vi kan da konstruera ett annat
oberoende estimat for II igenom att istéllet simulera féljande i en Monte Carlo metod|[18]:

X+cY —py) (B.8)
Det inses liatt att (B.8) kan anvindas for att uppskatta IT d& vi har att
ELX +c(Y — py)] = BIX] + c(E[Y] — py) = 11
Vidare vill vi vélja c s& att variansen f6r (B.8) minimeras.

Cov(X,Y)

Var(Y) minimerar variansen till kontrollvariatet B.S.

Lemma 1. ¢* = —

Bewvis. Vi har att

Var(X +c(Y — py)) = Var(X +cY) = Var(X) + *Var(Y) + 2cCov(X,Y)

=> %(Var(X +c(Y — py)) =2(cVar(Y) + Cov(X,Y))

Vi har d& att
~ —Cov(X,Y)
N Var(Y)
med

O WVar(X + (Y — py))) = Var(¥) > 0

oc?
]
Variansen for (B.8) blir darav
Cov(X,Y)?
Var(X +¢e(Y — py)) = Var(X) — V(ET(Y)) (B.9)

I praktiken kommer X och Y bestdmmas genom medelvéirdet av Monte Carlo-simulationerna
och vi erhaller da kontrollvariat

X+ (Y — uy) (B.10)

36



Variansen for (B.10) erhalls da igenom

N N N
1 1 1 .
i=1 i=1 i=1

~ Cou(X,Y)?

1
- N(VM(X) Var(Y) )

Termen Cov(X,Y) samt Var(Y) kan i de flesta fallen inte berdknas analytiskt utan méaste
estimeras pa nagot sitt. Ett sitt att gora detta péa ar att anvinda stickprovs kovariansen for
ens Monte Carlo simuleringar

1 N
Cov(X,Y)" = = S (X = X)(¥; - V)

Utvidgning till multipla kontrollvariat

kontrollvariatet (B.8) kan utvidgas till att innehalla n stycken kontrollvariat pa foljande sitt
X+ AT(Y — py) (B.11)

Dér Y &r en vektor med n stycken kontrollvariat, uy &r en vektor bestaende av korrespon-
derande analytiska véntevéirden for elementen i Y och A &r en viktningsvektor [19]. Vi véljer
att sitta Z =Y — py for ldttare notation.

Sats 8. Om matrisen Xz dr positivt definit minimeras variansen for (B.11) av
A=—(2z2) 'Sx 2 (B.12)

ddr Z dr vektorn Z =Y — u,, Xz dr kovariansmatrisen for Z och ¥.x z dr en vektor vars
element defineras som Xx z, = Cov(X, Z;). For detta specifika A gdller dven att

B E§7ZEZ712X,Z

Var(X + A(Y — py)) =Var(X)(1 - R),R = Var(X) (B.13)

Beuwvis.
g(A) =Var(X + AT(Y — py)) = Var(X) + 2Cov(X, AT(Y — puy)) + E[AT(Y — py)]

Vi deriverar nu med avseende pa a;

dg "
9, = 2Cou(X, (Vi — py;)) + > a; B[(Y; — py) (Y5 — 1))
1 j:l
_— i dg .y . - .
Vi sdtter nu Z; =Y — py och soker =0, for ¢ = 1...n, vilket ger oss fo6ljande matrisekva-
Qa;

tion

Yx,z + ATy, =0
=> A= (Ez)_IEX’Z

For att forsikra oss om att detta &r ett minimum noterar vi att Hessianen av g(A) &r

Hyay = Xz, vilket vi antagit &r positivt definit.
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Multipla kontrollvariat for lookback

Det multipla kontrollvariatet (B.11) lampar sig bra for lookback-optioner. Motiveringen for
att anvinda detta pa Lookback med fast 16senpris ar att dessa kan modelleras som maximum
av en mangd europeiska kop eller sdljoptioner, alla med samma 16senpris men med olika
losendagar fordelade over intervallet [0, 7] dér T &r losendagen for lookback optionen. Detta
kontrollvariat &r dven anvéndbart i fallet med rorligt 16senpris. Vi behover nu férsékra som
om att kovariansmatrisen ar positivt definit.

En kovariansmatris, ¥z, ar alltid positivt semidefinit. Antag nu att matrisen ar singuldr
och icke-inverterbar, det vill siga Ja : a’¥za = 0 dir minst ett element i a &r nollskilt.
Notera att

Var(aZ) = Z(aiZi + ZaiajCov(Zi, Z;)) =a’Sza
i=1 j=1

Vilket ger att Var(a(Y — py)) = Var(aZ) = 0 for nagot a, aY &r da konstant lika med apy .
Detta ar inte fallet for den valda kontrollvariat vektorn bestaende av europeiska standard
optioner d& denna beror pa en underliggande tillgang som modelleras som en brownsk rorelse.
Yz ar alltsa positivt definit for vart val av Y.

Vi kommer inte anvinda oss av (B.11) i denna rapport. Detta pa grund utav valet av
implementation for den algoritm som simulerar den underliggande tillgdngens vig gor att
det mutlipla kontrollvariatet endast fungerar for tillgangar vars startvirde &ar sa kallat in
the money eller close to the money, det vill siga startvirdet &r forhallandevis néara eller
storre dn losenpriset. Om nu lésenvirdet dr mycket storre én startvirdet riskerar matrisen
Y.z att bli illa konditionerad. En 16sning pa detta kan vara att implementera fordelningen av
kontrollvariaten pa ett annat sétt, ej likformigt, detta har inte gjorts i rapporten utan kan
vara ett &mne for vidare studier.
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B.2 Tillampning av Crank-Nicolson-metoden pa Black-Scholes ek-
vation

En finit differensmetod (FDM) &r en numeriska metod for att 16sa en partiella differenti-
alekvation (PDE). Detta gors genom att approximera PDE:n med differensekvationer, dér
man later finita differenser approximerar derivatorna. Crank-Nicolson-metoden, en FDM som
ar numeriskt stabil och implicit i tiden, utvecklades av John Crank och Phyllis Nicolson och
publicerades 1947. Dess anvdndning f6r prissédttning av optioner blev aktuell férst nér Black-
Scholes-modellen introducerades 1973.

Approximation av derivator

Crank-Nicolson-metoden dr ett mellanting av Eulers framét- och bakatmetod, vilket leder
till en hégre noggrannhet. Tidsderivatan approximeras bade framat och bakat i tiden, medan
rumsderivator halls centrerade. Crank-Nicolson-metoden beskrivs enligt

v(z, t + At) = %vb(x,tJrAt) + %vf(z,tJrAt), (B.14)

dér vy (z,t+ At) och vg(x,t+ At) beréknas enligt Eulers bakat- och framéatmetod respektive.
Den centrerade approximationen av rumsderivator r densamma fér bada Eulers metoder.
Forsta ordningens rumsderivator approximeras enligt

(t,z + Az) —v(t,x — Ax)

v
0,0 = ,
v 27z

(B.15)

och andra ordningens enligt
v(t,x + Az) — 2u(t,x) + v(t,x — Ax)
Ax?

Det &r for tidsderivatan metoderna skiljer sig at. I Eulers framatmetod approximeras
tidsderivatan enligt

820 ~ . (B.16)

v(t + At,x) —v(t,x)

O =~ B.17
tV At ) ( )
medan den i Eulers bakdtmetod approximeras enligt
- - A
oo ~ YT Z 0t = At T) (B.18)

At

Crank-Nicolson-metoden kommer hér att appliceras fér en 1 + 1-dimensionell PDE. Det
vill séiga en rumsvariabel x och en tidsvariabel ¢, gillande i ett omrade (0, T') x (0, X), med
tillhérande slut- och randvillkor. Vi kan d& diskretisera tidsintervallet i n + 1 tidspunkter
enligt

T
{ti}?:() dar ti =i—. (Blg)
n
P4 liknande sétt diskretiserar vi rumsintervallet
m .. X
{w;}y dérz; =j—. (B.20)
m
Da fas foljaktligen att At =¢;41 —t; och Ax = x;41 — ;.

Applicering pa Black-Scholes ekvation

Den PDE som hér undersoks &ar Black-Scholes ekvation, vilken finns beskriven tidigare i
rapporten, men som upprepas hir av bekviamlighetsskiil. Funktionen u(x,t) representerar
prissdttningsfunktionen for efterstkt option och uppfyller Black-Scholes ekvation:

_ 12292, T X
{8tu+7‘.1381u+ 0w dgu=ru t€(0,7), z € (0,X) (B.21)

U(Tv ‘T) = g(l’) HAS (OaX)a
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dér g(x) ar losenvirdesfunktionen hos optionen. Priset for optionen bestéms enligt Iy (¢) =
u(t, S(t)), dar Y = g(S(T")) ar 16senvérdet.

Genom att omdefiniera prissdttningsfunktionen som v(t, 2) = u(T — t,x), och pa sa sétt
invertera tiden i (B.21), fas istéllet motsvarande PDE med begynnelsevillkor:

(B.22)

—0 + rzdyv + 20222020 =rv t€(0,T), z € (0,X)
v(0,2) = g(z) z € (0,X).

Med uppdelningen av tids- och rumsintervallen enligt (B.19) och (B.20) kan vi i de diskreta
punkterna (¢;, x;) benfimna l8sningen v; ; = v(t;, x;). vo; = g(z;) fas fran begynnelsevill-
koret. Eulers framatmetod ger fér PDE:n (B.22), med approximationerna fér rumsderivatan
(B.15)-(B.16) och for tidsderivatan (B.17), f6ljande:

1
Vit1,j = U@j(l — TAt) + id [racj(vmﬂ — Ui7j_1)AJ) + O'Ql‘?(vid‘_i_l — 2Ui7j + ’Ui7j_1)] . (B23)
Eulers bakidtmetod ger for motsvarande, med tidsderivatan enligt (B.18), istéllet:

1
Vitl,j = Vij + id[rxj(viﬂ,jﬂ = Vit1,j-1)Ar+ (B.24)

2.2
+ 0725 (Uit 41 — ig15 + Vig1,j-1)] — TAWI .

Har har d = AAJQ introducerats for enkelhetens skull.

Med dessa resultat insatta i (B.14) fas efter algebraiska omskrivningar att

1 1
vipr (14 5rAt) = 2d [re; (vie1 g1 = vig1-1) AT + 025 (Vi g1 = i+ vigr1)] =

1 1
= Ui,j<1 — 57‘At> =+ Zd [mcj(vmﬂ — U,‘J‘,l)AZE + sz?(vi7j+1 — 2Ui7j + 'Uz}jfl)] R
vilket enklare beskrivs pa matrisform

V3,0
Vi,1

s

Aviy1 = By, dérv; = . (B.25)
Vi,m
A och B ar hdar (m + 1) x (m + 1) tridiagonala matriser. A har elementen

Ak,k =1+ %’I‘At + %d0'21‘i
Ap kg1 = f%drxkAz - %dazxi k=1, ... m—1 (B.26)
Ap -1 = idrxkAx — idogxi.

B’s element &r snarlika, men skiljer sig nagot. De ar

Brpr=1- %rAt — lda%:i

2
By k41 = %draskAz + %da%i k=1,... m—1 (B.27)
By p—1 = f%drmkAx + %da2x%.

Den forsta och sista raden i dessa matriser kan specificeras for att uppfylla eventuel-
la randvillkor. Alltsa da © = 0 och = X. Detta kommer vara tydligt nir appliceringar
for de undersokta optionerna presenteras. Vi ser dessutom att systemet, tillsammans med
randvillkoren, kommer gé att 16sa eftersom vektorn vy ar kiind fran begynnelsevillkoret.

Applicering for europeiska optioner

For de europeiska standardoptionerna har vi en option vars prissidttningsfunktion v(¢, )
uppfyller (B.22). Randvillkoren fér képoptionen ér:

v(t,0) =0
v(t,r) =2 — Ke ", daz — oo,
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och begynnelsevérdet: v(0,z) = g(x) = (x — K)4. For séljoptionen blir de istéllet:

{v(t, 0) = Ke "t

v(t,z) =0, daz— oo,

med begynnelsevirdet: v(0,2) = g(z) = (K — ).

Vid implementering av metoden &r det viktigt att lata X vara tillrackligt stort for att
representera oo for valda parametrar. For att senare uppratthalla dessa randvillkor for varje
tidssteg maste rad 0 och rad m i bade matris A och B specifieras. Hir later vi

AO,O = BO,O =1 Am,m = Bm,m = 17

och uppdaterar randvillkoret for v(t,0) efter varje tidsiteration.

Applicering fér barridroptioner

For Barridr Upp-Ut-kdpoption dr appliceringen véldigt lik den europeiska képoptionen. Skill-
naden blir i randvillkoren, dér pa grund av barridren, optionen blir utslagen. Ekvationen
betraktas ddrmed endast da « € (0, B). Randvillkoren blir siledes:

v(t,0) =0
v(t,B) = 0.
For att upprétthalla dessa randvillkor for varje tidssteg maste &ven hér rad 0 och rad m
i bade matris A och B specifieras. Har later vi

AO,O = BO,O =1 Am,m = Bm7m = 17

Hér behover det dock inte korrigeras for randvillkoren, da dessa automatiskt uppfylls i
varje tidsiteration.

Applicering fér lookback-optioner

For lookback-optionerna fungerar inte samma tankesétt som anvénts for de europeiska och

barridr-optionerna. Detta eftersom prissdttningsfunktionen har beror pa ytterligare en varia-

bel. PDE:n som behéver 16sas &r alltsa 1+2-dimensionell. Med Y (t) = OrgaictS (u) visar Shreve
_u_

att PDE:n kan dimensionsreduceras genom II(¢) = v(¢,S(¢),Y (¢)) och v(t,z,y) = yg(t, 2),
dér z = ¢ [22]. Den 1 4 1-dimensionella PDE:n som erhalls lyder:

O+ r20.9 + 20222029 =rg t€(0,T), z€ (0,1)
9g(T,z2)=1—=z z€(0,1).

Randvillkoren i detta fall ar:

u(t,0) = e~ T
u(t, 1) = dwu(t,1).
Pa liknande sétt som for appliceringen hos europeiska standardoptioner kan matrisele-

menten i (B.26) och (B.27) hérledas, men med rumsvariabeln z istéllet. Det som behover
korrigeras for dr randvillkoren, vilket innebar rad 0 och m i de bada matriserna. Hér far vi:

1

A = —rat B =1 Am m—1 = — 7 A >
0,0 € 0,0 s 1 1— Az

och ingen korrigering behovs for att uppratthalla randvillkoren i varje tidsiteration.
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Applicering for asiatiska optioner

For de asiatiska optionerna, likt lookback-optioner, kréivs ett storre arbete jamfort med de
tidigare optionerna. Detta aterigen eftersom PDE:n som behover 16sas ar 1 4 2-dimensionell.
Om vi hér later Y (¢) = fot S(u)du och dimensionsreducerar till en 1 4 1-dimensionell PDE
genom I 4(t) = v(t, S(t), Y (¢t)) och v(t,z,y) = xg(t, z), dér

1 —r(T—t)

5= 7(1 _ efr(Tft)) +

- ¢ Yy rr-nkK B.28
rT ¢ (B-28)

T = x’
fas en annorlunda ekvation och dédrmed annorlunda matriselement. Den ekvation g da satis-
fierar lyder:

{(’)tg + Z(Y(t) = 2)20.. =0, te[0,T], z€R
9(T,z) = (2)+, (B.29)

1— —r(T—t)
dir y(t) = ——————

Denna ekvation hérleds i Appendix A.4 genom variabelsubstitutionen (B.28).

Randvillkor fér denna ekvation kan specificeras enligt: lim,_, o, (¢, 2) = lim, o (g(¢, 2)—
z) = 0. Dessa hérleds tillsammans med ekvationen av Shreve. [22]

Hir genomgés samma steg som for Black-Scholes ekvation. Invertera tiden i (B.29) och
applicera sedan Eulers framat- och bakdtmetod pa PDE:n som erhalls. Ur detta erhalls fran
Eulers framatmetod

o2 At
gi+1, = 9ij + 7@@(%’) — 2j)%(gij+1 — 2945 + Gij—1)s (B.30)
och fran Eulers bakadtmetod
o2 At
Git1, =9ij + ?E(V(ti) — 2))%(Gi41,j41 — 20i+1,5 + Git1,j-1)- (B.31)

Om vi anvinder (B.30) och (B.31) i (B.14) och sedan f6ljer motsvarande resonemang som
for appliceringen pa Black-Scholes ekvation fas systemet

9i,0
. 9,1

Agit1 = Bg;, darg;= | .
9i,m

Likt d& &r dven dessa matriser tridiagonala. A’s element &r

2
Apr =1+ G 25 (y(tiv1) — 2)?

2
Ak,k+1 :_%%(V(ti+1)_zj)2 k= 1, ,m—l (B32)
App—1 = —F 55 (V(ti1) — 25)%,

Brr=1 *207 AAZt2 (v(t:) — ZJ)2
Bi i1 = %Aﬁt (y(t:) —2)?  k=1,... ,m—1 (B.33)
Bii-1 =% 55 (v(t:) — 2)?

Har ar det aterigen viktigt att lata dndarna pa intervallet for z € (zZmin, Zmaz) vara
tillrackligt stora for att zm,i, och 2,4, 1 sammanhanget ska kunna representera +oo. For att
uppfylla randvillkoren sétts dessutom féljande:

AO,O = Am,m =1 BO,O = Bm,m =1

Inte heller har behover randvillkoren korrigeras, eftersom de uppfylls automatiskt.
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B.3 Monte Carlo-metodens feldiskussion

I rapporten har ett aterkommande fel upptéckts fér implementationen av Monte Carlo gél-
lande barridr- och lookback-optioner. Denna appendixdel técker en utforligare diskussion av
felet och som inte ar central for rapporten men kan vara av intresse for ldsaren.

Implementeringen

Grundtanken med var Monte Carlo-implementation &r att Monte Carlo-approximationen
konvergerar mot det verkliga vardet nar vi later antalet simuleringar g4 mot odndligheten

.
lim N;Mi(n,t)zﬂ(t) (B.34)

N —oc0

dér M;(n,t) dr den i:th Monte Carlo-simuleringen med n antal tidspunkter och II(¢) &r
det verkliga vérdet. Grénsvéirdet (B.34) géller for asiatiska optioner men fér barridr- och
lookback-optioner tycks detta inte alltid gélla i respektive resultatsdel. Detta grundar sig i
att dessa optioner ar starkt beroende av extremvérden.

Nar vi approximerar en Brownsk rérelse diskret gér vi miste av precision da vi alltid har ett
andligt antal tidspunkter. For ett interval mellan tva tidspunkter (¢;,¢; + 1] dr sannolikheten
att den Brownska rorelsen antagit ett lokalt extremvéirde i &ndpunkterna 0. Monte Carlo-
metoden kommer déarfor aldrig kunna fa med det faktiska extremvéardet. Vardet som metoden
konvergerar mot blir alltsd konsekvent mindre eller storre dn det verkliga vardet beroende
pé optionens losenvardesfunktion.

max(S(ti), S(tit1)) < maxy, <i<t, ,S(t) (B.35)

i+1

Det inses da att skillnaden mellan Monte Carlo-extremvérdet och det faktiska extremvér-
det dr omvéntproptionell mot antalet tidspunkter, n. Kravet pa implementeringen av Monte
Carlo-metoden blir da betydligt mer krédvande. Bade antalet simuleringar N och antalet
tidspunkter n maste ga mot oéndligheten for att det diskreta l6senvérdet fér optionen skall
konvergera mot det faktiska kontinuerliga virdet(B.36). Detta dr icke nskvért da tidskom-
plexiteten for algoritmen &r O(Nn).

| XN
Jim lim 2 M;(n,t) = II(t) (B.36)

Dessa teoretiska observationer har bekréftats i resultatsdelarna for lookback- och barrié-
roptionen. Framftrallt har vi sett att de relativa felen hos bada optionerna ar for stora for att
anvindas om berdkningstiderna ska begrinsas rimligt. Berdkningskapaciteten konstateras bli
alldeles for begransande da den hér implementeringen ska berdkna ett tillrdackligt exakt pris.
Vanligtvis talas det om ett fel pa ett par cent vid den hér typen av approximativ prisséttning.

Korrigerande tillagg

Den implementering som har gjorts har alltsa stora brister utifran ovanndmnda observationer
som bade pavisats i resultatdelarna och diskuterats teoretiskt. Ett forslag pa tillvigagang-
sitt for att 16sa detta problem presenteras har nedan med en Brownsk bro, dar vi hdmtat
definitionerna fran Steven E .Shreves bok Stochastic Calculus for finance II [22].

Definition 1. Antag att W (t) dr en Brownsk rorelse. For en fix tidpunkt T definierar vi en
Brownsk bro, X(t), fran 0 till 0 pd tidsintervallet [0,T] som

XO-0(4) = W(t) — %W(T). (B.37)

Vidare anvénder vi definition 1 for att definera foljande
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Definition 2. Ldt a,b € R vi definierar dé en Brownsk bro fran a till b pd intervallet [0, T]
pa foljande sdtt

(b—a)t

Xt =+ + XO70¢). (B.38)

Ddiir X°7(t) dr en Brownsk bro fran 0 till 0 pa intervallet [0, T)

Samplingen av den underliggande aktien S(t) ger diskreta punkter S(¢;) med Monte Carlo-
metoden. Den Brownska rorelsen som metoden simulerat reduceras till Brownska broar mellan
de diskreta tidspunkterna t;. Vidare introducerar vi foljande stokastiska variabel

X0 (t) (B.39)

Mia_w = MATt;<t<t;4,
Staende pa Shreves axlar noterar vi att tdthetsfunktionen f6r (B.39) kan uttryckas pa féljande
satt [22]

22z —a-b) 2e-gen

Saga—o () = T ,x > mazx(a,b) (B.40)

Den kumulativa sannolikhetsfunktion kan d& enkelt tas fram till att bli

_ 2(a—y)(b=y)
T

Frass(y)=1—c¢ (B.41)

Istéllet for att anvinda maximum fran den diskreta mingden {S(¢;)}74) kan nu maximum
fran {Mf(t")ﬁs(t”l)}?zo anvindas. En méngd {Mis(t")_“g(t“’l)}?:0 kan till exempel generas
i en Monte Carlo-implementation med hjélp av en invers-transformmetod pa (B.41).

Vi har att maac({M{g(ti)_)S(t”l)}?:O) > max({S(t;)}74)). Férdelen med detta #r att en

K3
implementation skulle modellera det faktiska extremvirdet med en mycket hogre precision.
For resultat och vidare ldsning se Basileios Papatheodorous rapport [23].

Notera att for den stokastiska variabeln
m?ﬂb = minti<t§ti+1 Xa*}b(t) (B42)
har vi istéllet att tdthetsfunktionen ser ut pa foljande satt

2(a+b—2z) _2a-0)0-n
Aatb—zz) )

fmg_’b(x) = T

,x < min(a,b). (B.43)

En implementation baserat pa ovanstaende hade varit av intresse om mer tid funnits till
projektet. Detta kan vara ett &mne for vidare studier.
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C Programkod - Matlab

Har presenteras delar av den kod som har producerats under projektets gang for att prissétta
de undersokta optionerna. Endast koden i MATLAB kommer presenteras, eftersom motsva-
rande i C++ &r snarlik och enkelt kan reproduceras utifran denna kod.

C.1 Monte Carlo-metoden
Underliggande tillgangens vardeutveckling

% StockPath.m

%

% Function for simulating stock paths. Returns a matriz, where the columns
% consist of simulated stock paths. Yields twice the number of requested
% simulations , since Antithetic variates are used.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — T >= 0. Time to maturity.

%— n > 0, Integer. Number of subintervals with respect to time.

%— N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function Path = StockPath(S0,sig,r,T,n,N)
h=T/n;
w=randn (N,n);
W=[—w;w];
g=ones (2xN,n);
Path=S0*exp ((r—sig ~2/2)xh.xcumsum(q’)+ sig*sqrt (h)+cumsum(W’));
Path = [SOxones(1,2xN); Path];
end

Europeisk standard képoption

% MonteCarlo EC.m

%

% Computes the price of an European wvanilla call option using Monte Carlo
% simulations. Returns a vector consisting of the price as its first
% element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K>= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation] = MonteCarlo EC(S0,sig ,r ,K,T,n,N)
stockPath=StockPath (S0, sig ,r,T,n,N);
payOff=max(0,stockPath (end,:) —-K);
price = exp(—r*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt (2«N);

end

Europeisk standard siljoption
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% MonteCarlo_EP.m
%

% Computes the price of an European wvanilla put option using Monte Carlo

% simulations. Returns a vector consisting of the price as its first
% element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation]| = MonteCarlo EP(S0,sig ,r,K,T,n,N)
stockPath=StockPath (S0, sig ,r,T,n,N);
payOff=max(0 ,K—stockPath (end,:));
price = exp(—r*T)+*mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);
end

Asiatisk k6poption - Aritmetiskt medelvirde; Utan kontrollvariat

% MonteCarlo AC crude.m

%

% Computes the price of an Asian call option using Monte Carlo

% simulations. Returns a vector consisting of the price as its first
% element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation]| = MonteCarlo AC_ crude(SO0,sig ,r ,K,T,n,N)
stockPath=StockPath (S0, sig ,r,T,n,N);
payOff=max (0 ,mean(stockPath)-K);
price = exp(—r*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt (2«N);

end

Asiatisk kopoption - Aritmetiskt medelvirde; Med kontrollvariat
% MonteCarlo_AC.m

Computes the price of an Asian call option using Monte Carlo
simulations. Here the price of the geometric Asian call is used as a

element, and the standard deviation as its second.
Variables :

— S0 >= 0. Initial stock price.
— sig >= 0. Volatility.

N NN N NN KKK
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% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation]| = MonteCarlo AC(S0,sig ,r,K,T,n,N)
% Deterministic value for control wvariate
detValueCV = ClosedFormula AC geo(S0,sig,r ,K,T);

stockPath=StockPath (S0, sig ,r,T,n,N);
payOff=max (0 ,mean(stockPath)-K);
payOffCV = max(geomean (stockPath)—K,0); %Pay—off control wvariate
price = exp(—r*T)*(mean(payOff)—mean(payOffCV) + detValueCV);
deviation = std(payOff—payOffCV+detValueCV)/sqrt (2xN);

end

Asiatisk siljoption - Aritmetiskt medelvirde; Utan kontrollvariat

% MonteCarlo AP _crude.m

%

% Computes the price of an Asian put option wusing Monte Carlo

% simulations. Returns a vector consisting of the price as its first
% element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
% — N > 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation]| = MonteCarlo AP crude(S0,sig ,r ,K,T,n,N)
stockPath = StockPath(S0,sig ,r,T,n,N);
payOff = max(0,K—mean(stockPath));
price = exp(—rx*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt (2«N);
end

Asiatisk siljoption - Aritmetiskt medelvirde; Med kontrollvariat
% MonteCarlo AP.m

Computes the price of an Asian put option wusing Monte Carlo
simulations. Here the price of the geometric Asian put is used as a

element, and the standard deviation as its second.

Variables :

— S0 >= 0. Initial stock price.

— sig >= 0. Volatility.

— r >= 0. Risk—free interest rate.

» — K >= 0. Strike price.

v — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

N
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function [price, deviation]| = MonteCarlo AP (S0,sig ,r,K,T,n,N)
% Deterministic value for control wvariate
detValueCV = ClosedFormula AP geo(S0,sig ,r ,K,T);

stockPath=StockPath(S0,sig ,r,T,n,N);
payOff=max (0 ,K—mean(stockPath));
payOffCV = max(K—geomean (stockPath) ,0); %Pay—off control wvariate
price = exp(—r*T)*(mean(payOff—payOffCV) + detValueCV);
deviation = std(payOff—payOffCV + detValueCV)/sqrt(2«N);

end

Lookback-képoption - Fast 16senpris; Utan kontrollvariat

% MonteCarlo LC _fized crude.m

%

% Computes the price of an Lookback call option with fized strike wusing
% Monte Carlo simulations. Returns a vector consisting of the price as its
% first element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
%— N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation]| = MonteCarlo LC fixed crude(S0,sig ,r,K,T,n,N)
stockPath = StockPath(S0,sig ,r,T,n,N);
payOff = max(0 ,max(stockPath)-K);
price = exp(—r*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);
end

Lookback-képoption - Fast 16senpris; Med kontrollvariat

% MonteCarlo LC _fized.m

%

% Computes the price of an Lookback call option with fized strike wusing
% Monte Carlo simulations. Here the price of the European vanilla call 1is
% used as a control wvariate. Returns a wvector consisting of the price as
% its first element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
%— N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function |[price, deviation]| = MonteCarlo LC _fixed(S0,sig ,r ,K,T,n,N)

% Deterministic value for control wvariate
detValueCV = blsprice (S0,K,r,T,sig);
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stockPath = StockPath(S0,sig,r,T,n,N);
payOffCV = max(stockPath(end,:) —K,0); % Pay—off control wvariate
payOff = max(0 ,max(stockPath)-K);

coVar = cov (payOffCV , payOff);
payOff = payOff—(coVar(1,2)/var (payOffCV))x(payOffCV—detValueCV);
price = exp(—r*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);
end

Lookback-siljoption - Fast 16senpris; Utan kontrollvariat

% MonteCarlo LP_fized_ crude.m

%

% Computes the price of an Lookback put option with fized strike using
% Monte Carlo simulations. Returns a vector consisting of the price as its
% first element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function |[price, deviation]| = MonteCarlo LP fixed crude(S0,sig,r ,K,T,n,N)
stockPath = StockPath(S0,sig,r,T,n,N);
payOff = max(0,K—min(stockPath));
price = exp(—r*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);
end

Lookback-siljoption - Fast 16senpris; Med kontrollvariat

% MonteCarlo_LP_ fized.m

%

% Computes the price of an Lookback put option with fized strike using
% Monte Carlo simulations. Here the price of the European vanilla put is
% used as a control wvariate. Returns a vector comnsisting of the price as
% its first element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
%— N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation| = MonteCarlo LP fixed(S0,sig ,r ,K,T,n,N)
% Deterministic value for control wvariate

[T, detValueCV]| = blsprice (S0,K,r,T,sig);

stockPath = StockPath(SO,sig ,r,T,n,N);
payOffCV = max(K—stockPath(end,:) ,0); % Pay—off control wvariate
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end

payOff = max(0,K—min(stockPath));

coVar = cov (payOffCV , payOff);

payOff = payOff—(coVar(1,2)/var(payOffCV))x*(payOffCV—detValueCV);
price = exp(—r*T)+mean(payOff);

deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);

Lookback-képoption - Rorligt 16senpris; Utan kontrollvariat

% MonteCarlo LC_floating crude.m

%

% Computes the price of an Lookback call option with floating strike using
% Monte Carlo simulations. Returns a vector consisting of the price as its
% first element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

9% —
9% —
9% —

S0 >= 0. Initial stock price.
sig >= 0. Volatility.
r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

9% —
9% —
% —

T >= 0. Time to maturity.
n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
N > 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation] = MonteCarlo LC floating crude(S0,sig,r,T,n,N)

end

stockPath = StockPath(S0,sig ,r,T,n,N);

payOff = max(0,stockPath(n+1,:)—min(stockPath));
price = exp(—r«T)+mean(payOff);

deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);

Lookback-képoption - Rorligt 16senpris; Med kontrollvariat

% MonteCarlo LC_floating.m

%

% Computes the price of an Lookback call option with floating strike wusing
% Monte Carlo simulations. Here the price of the FEuropean wvanilla call,

% with K=S0, is used as a control wvariate. Returns a vector comnsisting of

% the price as its first element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables :

9% —
9% —
9% —

S0 >= 0. Initial stock price.
sig >= 0. Volatility.
r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

9% —
9% —
9% —

T >= 0. Time to maturity.
n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
N > 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation]| = MonteCarlo LC _floating(S0,sig ,r,T,n,N)

% Deterministic value for control wvariate

detValueCV = blsprice (S0,S0,r,T,sig);
stockPath = StockPath(S0,sig,r,T,n,N);

payOffCV = max(stockPath (end,:)—S0,0); % Pay—off control wvariate
payOff = max(0,stockPath(end,:) —min(stockPath));
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coVar = cov(payOffCV  payOff);
payOff = payOff—(coVar(1,2)/var (payOffCV))x(payOffCV—detValueCV );
price = exp(—r*T)+*mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);
end

Lookback-siljoption - Rorligt 16senpris; Utan kontrollvariat

% MonteCarlo LP_floating crude.m

%

% Computes the price of an Lookback put option with floating strike using
% Monte Carlo simulations. Returns a vector consisting of the price as its
% first element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].

% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function [price, deviation]| = MonteCarlo LP floating crude(S0,sig ,r,T,n,N)
stockPath = StockPath (SO, sig ,r,T,n,N);
payOff = max(0 ,max(stockPath)—stockPath(end,:));
price = exp(—rx*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt (2«N);
end

Lookback-siljoption - Rorligt 16senpris; Med kontrollvariat

% MonteCarlo_LP_ floating.m

%

% Computes the price of an Lookback put option with floating strike wusing
% Monte Carlo simulations. Here the price of the European vanilla put, with
% K=S0, is used as a control wvariate. Returns a vector comnsisting of the
% price as its first element, and the standard deviation as its second.
%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K>= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.

% — N> 0, Integer. Number of simulated paths.

function |[price, deviation| = MonteCarlo LP floating(S0,sig ,r,T,n,N)
% Deterministic value for control wvariate
[T, detValueCV] = blsprice(S0,S0,r,T,sig);
stockPath = StockPath(SO,sig ,r,T,n,N);
payOffCV = max(SO—stockPath(end,:) ,0); % Pay—off control wvariate
payOff = max(0 ,max(stockPath)—stockPath(end,:));

coVar = cov(payOffCV , payOff);

payOff = payOff—(coVar(1,2)/var(payOffCV))x*(payOffCV—detValueCV);
price = exp(—r*T)+mean(payOff);
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deviation = std(payOff)/sqrt (2«N);
end

Barridr Upp-Ut-képoption

% MonteCarlo_ BUOC.m

%

% Computes the price of an Barrier Up—and—QOut call option wusing Monte Carlo
% simulations. Returns a vector consisting of the price as its first
% element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

— S0 >= 0. Initial stock price.

— sig >= 0. Volatility.

r >= 0. Risk—free interest rate.

K >= 0. Strike price.

T >= 0. Time to maturity.

n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
N > 0, Integer. Number of simulated paths.

B > S0. Barrier level.

RN N N NN XN KX
I

function |[price, deviation| = MonteCarlo BUOC(SO0,sig ,r ,K,T,n,N,B)
stockPath=StockPath (S0, sig ,r,T,n,N);
for i=1:2xN
if any(stockPath(:,1i
stockPath (n+1,1)
end
end
payOff=max(0,stockPath (n+1,:)-K);
price = exp(—r*T)+mean(payOff);
deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);
end

) >— B)

Barriir Upp-In-képoption

% MonteCarlo_BUIC.m

%

% Computes the price of an Barrier Up—and—In call option wusing Monte Carlo
% simulations. Returns a vector consisting of the price as its first
% element, and the standard deviation as its second.

%

% Variables:

S0 >= 0. Initial stock price.

sig >= 0. Volatility.

r >= 0. Risk—free interest rate.

K >= 0. Strike price.

T >= 0. Time to maturity.

n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
N > 0, Integer. Number of simulated paths.

B > S0. Barrier level.

NN RN NN KX
I

function [price, deviation]| = MonteCarlo BUIC(S0,sig ,r ,K,T,n,N,B)
stockPath = StockPath(S0,sig ,r,T,n,N);
for i=1:2xN
if all(stockPath(:,i) < B)
stockPath (n+1,1)=0;
end

93



end

payOff = max(0,stockPath(n+1,:)-K);

price = exp(—r*T)+*mean(payOff);

deviation = std(payOff)/sqrt(2«N);
end

C.2 Crank-Nicolson-metoden

Europeisk standard képoption

CrankNicolson EC.m

method: Crank—Nicolson. Returns a vector consisting of four elements.
The first omne is the requested price. The second one is the solution
matriz. Fach row represent a time step, where t=T is the first row and
t=0 the last. The third and fourth elements are the partitions of the
space and time respectively.

Variables:

— S0 >= 0. Initial stock price.

sig >= 0. Volatility.

r >= 0. Risk—free interest rate.

K >= 0. Strike price.

T >= 0. Time to maturity.

n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
m > 0, Integer. Number of partitions of the stock price.

X >> S0. Quantity sufficiently large to represent S=’inf .
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o For price of exact input SO0: X mod m = 0.

function [price,sol,space,time] = CrankNicolson EC(S0,sig ,r,K,T,n,m,X)
% Define deltas (steps) and initiate solution matriz.
pricelndex = round ((m/X)*S0+1);
dt=T/n;
dx=X/m;
d=dt/dx "~ 2;
sol=zeros(n+1m+1);
time = 0:dt:T;
space = 0:dx:X;

A = zeros(m+1m+1);
B = zeros(mt1m+1);

% To satisfy uw_ (i+1,1)=u_(i,1),

% u_ (i+1, end) T u(i, end) (updated in solution—loop ezact)
A(1,1) = 1;

(m+1 m+1) = 1;

B(1,1) = 1;

(m+1 m+1) = 1;

% Boundary Conditions, solution

sol (1,:) = max(space-K,0); % Pay—off

sol(:,1)=0; % C(t,0) = 0, S(t)=0

sol (: ,mt1)=XKxexp(—r=time); % C(t, inf’), S(t) =~ ’Zinf’

% Standard elements in matrices, row (2) to (end—1)
alpha = @(x) (1/4)xdxsig~2«space(x)"2;

o4
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beta = @Q(x) (1/4)xd*rxspace(x)*dx;

for k=2m
A(k,k—1)= beta(k)—alpha(k);
A(k,k)= 1+r=*dt/2+2«alpha(k);
A(k,k+1)= —beta(k)—alpha(k);
B(k,k—1)= —beta(k)+alpha(k);
B(k,k)= 1-rxdt/2—2xalpha(k);
B(k,k+1)= beta(k)+alpha(k);

end
invA = inv(A);
transB = transpose (B);
transinvA = transpose (invA);
for i=2:n+1
sol(i,:) = sol(i—1,:)xtransBxtransinvA;
sol (i ,mt1)=XKxexp(—rx*time(i)); % Updating, ezxact B.C.
end
price = sol(end, pricelndex);

end

Europeisk standard siljoption

% CrankNicolson_EP.m

Computes the price of an Furopean put option using the finite difference
method: Crank—Nicolson. Returns a vector consisting of four elements.
The first one is the requested price. The second one is the solution
matriz. FEach row represent a time step, where t=T is the first row and
t=0 the last. The third and fourth elements are the partitions of the
space and time respectively.

Variables :

— S0 >= 0. Initial stock price.

— sig >= 0. Volatility.

— r >= 0. Risk—free interest rate.

» — K >= 0. Strike price.

v — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
% — m > 0, Integer. Number of partitions of the stock price.
% — X >> 80. Quantity sufficiently large to represent S=’inf .
%

% For price of exact input SO0: X mod m = 0.
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function |[price,sol , space,time]| = CrankNicolson EP(S0,sig ,r ,K,T,n,m,X)
% Define deltas (steps) and initiate solution matriz.
priceIndex = round ((m/X)*S0+1);
dt=T/n;
dx=X/m;
d=dt/dx "~ 2;
sol=zeros(n+1,m+1);
time = 0:dt:T;
space = 0:dx:X;

A = zeros(m+1lm+1);
B = zeros(mt1m+1);

% To satisfy uw (i+1,1) ~u_(i,1) (updated in solution—loop ezxact),
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end

% u_ (i+1, end):u(i, end )
A(L,1) = 1;
A(m+1 m+1) = 1;
B(1,1) = 1;

(m+1 m+1) = 1;

% Boundary Conditions, solution

sol (1,:) = max(K—space ,0); % Pay—off

sol (:,1)=Kxexp(—rx*time); % P(t,0), S(t) =
sol (: ,m+1)=0;  %P(t,’inf’) = 0, S(t) = ’inf’

% Standard elements in matrices, row (2) to (end—1)
alpha = @(x) (1/4)xdxsig"2«space(x)"2;
beta = Q(x) (1/4)xd*r*xspace(x)*dx;

for k=2m
A(k,k—1)= beta(k)—alpha(k);
A(k,k)= 1+rxdt/2+2xalpha(k);
A(k,k+1)= —beta(k)—alpha(k);
B(k,k—1)= —beta(k)+alpha(k);
B(k,k)= 1-rxdt/2—2xalpha(k);
B(k,k+1)= beta(k)+alpha(k);

end
invA = inv(A);
transB = transpose(B);
transinvA = transpose (invA);
for i=2:n+1
sol(i,:) = sol(i—1,:)«xtransBxtransinvA ;

sol(i,1)=Kxexp(—rxtime(i)); % Updating, ezact B.C.
end
price = sol(end, pricelndex);

Asiatisk kopoption - Aritmetiskt medelvirde

% CrankNicolson AC.m

14
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Computes the price of an Asian call option using the finite difference
method: Crank—Nicolson. Returns a wvector consisting of four elements.
The first one is the requested price. The second one is the solution

matriz. Fach row represent a time step, where t=T is the first row and
=0 the last. The third and fourth elements are the partitions of the
space and time respectively.

Variables :

S0 >= 0. Initial stock price.
sig >= 0. Volatility.
r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
%— m > 0, Integer. Number of partitions of the stock price.
function [price,sol,space,time] = CrankNicolson AC(S0,sig,r,K,T,n,m)

% Define deltas (steps) and initiate solution matric.
%Zmar=1;
70 = (1—exp(—1+T))/(r+T) — Kxexp(—1xT)/S0;
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dt=T/n;

dz=2x(abs(Z0)+1)/m

%dz=2%Zmazx,/m;

d = dt/dz"2;

%70 = (1—exp(—r+T))/(r+«T) — Kxexp(—r*T)/S0;
sol=zeros(n+1,m+1);

time = 0:dt:T;

space = —(abs(Z0)+1):dz:(abs(Z0)+1);
[7,Z0index]| = min(abs(space—7Z0));

space = space—space (Z0index)+Z0; %Adjust vector so space(ZOindex) =

A = zeros(m+1m+1);
B = zeros(mt1m+1);

% To satisfy w (i+1,1)=u_(i,1),

% u_ (i+1, end) “wu(i, end) (updated in solution—loop exact)

A(L,1) = 1;
A(m+1 m+1) = 1;
B(1,1) = 1;
B(m+1 m+1) = 1;
% Boundary Conditions, solution
sol(1,:) = max(space ,0); % Pay—off
sol(:,1)=0; % C(t,0) = 0, S(t)=0
sol (: ,mt+1)=space(end); % C(t, inf’), S(t) = ’inf’

% Standard elements in matrices, row (2) to (end—1)

Q = (1—exp(—rxtime))/(r*T);
alpha = @Q(h,j) dxsig~2x(Q(h)—space(j))"~2/4;

for i=2:n+1
for k=2m
A(k,k—1)= —alpha(i,k);
A(k,k)= 1+2«alpha(i,k)
A(k,k+1)=—alpha (i, k);

)

B(k,k—1)= alpha(i—1,k);
B(k,k)=1—2xalpha(i—1,k);
B(k,k+1)= alpha(i—1,k);

end
sol(i,:)=A\(Bxsol(i—1,:)");
end
price = SO0xsol(end, Z0index );

end

Asiatisk siljoption - Aritmetiskt medelvirde

% CrankNicolson AP.m

Computes the price of an Asian put option wusing the finite

space and time respectively.

v Variables:
» — S0 >= 0. Initial stock price.
— sig >= 0. Volatility.
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difference

method: Crank—Nicolson. Returns a wvector consisting of four elements.
The first one is the requested price. The second one is the solution
matriz. FEach row represent a time step, where t=T is the first row and
t=0 the last. The third and fourth elements are the partitions of the



%

% — K >= 0. Strike price.
% — T >= 0. Time to maturity.
% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
% — m > 0, Integer. Number of partitions of the stock price.
function |[price ,sol,space,time] = CrankNicolson AP(S0,sig ,r ,K,T,n,m)
% Define deltas (steps) and initiate solution matriz.
%Zmazr=1;
20 = —(1—exp(—r*T))/(r+T) + Kxexp(—1rxT)/S0;
dt=T/n;
dz=2x(abs(Z0)+1)/m
%dz=2%Zmazx,/m;
d = dt/dz"2;
%70 = (1—exp(—r+T))/(r+«T) — Kxexp(—r*T)/S0;
sol=zeros(n+1,m+1);
time = 0:dt:T;
space = —(abs(Z0)+1):dz:(abs(Z0)+1);
[7,Z0index]| = min(abs(space—720));
space = space—space (Z0index)+Z0; %Adjust vector so space(ZOindex) =
A = zeros(m+1m+1);
B = zeros(mt1m+1);
% To satisfy uw_(i+1,1)=u_(i,1),
% u (i+1,end) ~ u(i, end) (updated in solution—loop exact)
A(1,1) = 14
A(m+1 m+1) = 1;
B(1,1) = 1;
B(m+1 m+l) = 1;
% Boundary Conditions, solution
sol(1,:) = max(space,0); % Pay—off
sol(:,1)=0; % C(t,0) = 0, S(t)=0
sol (: ,mt1)=space(end); % C(t, inf’), S(t) = Zinf’
% Standard elements in matrices, row (2) to (end—1)
Q = (1—exp(—rxtime))/(r*T);
alpha = @(h,j) dxsig "2x(Q(h)—space(j))"~2/4;
for i=2:n+1
for k=2m
A(k,k—1)= —alpha(i,k);
A(k,k)= 1+42xalpha(i,k);
A(k,k+1)=—alpha(i,k);
B(k,k—1)= alpha(i—-1,k);
B(k,k)=1—2%alpha(i—1,k);
B(k,k+1)= alpha(i—1,k);
end
sol(i,:)=A\(Bxsol(i—1,:)");
end
price = SO0xsol(end, Z0index);
end

— r >= 0. Risk—free interest rate.

Lookback-siljoption - Rorligt 16senpris

% CrankNicolson_ LP_floating.m

%
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Computes the price of an Lookback put option with floating strike wusing
the finite difference method: Crank—Nicolson. Returns a vector consisting
of four elements. The first one is the requested price. The second one is
the solution matriz. Fach row represent a time step, where t=T is the
first row and t=0 the last. The third and fourth elements are the
partitions of the space and time respectively.

Variables:

— S50 >= 0. Initial stock price.

— sig >= 0. Volatility.

— r >= 0. Risk—free interest rate.
— T >= 0. Time to maturity.

% — n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 TJ.
% — m > 0, Integer. Number of partitions of the stock price.
function |[price,sol,space,time] = CrankNicolson LP floating(S0,sig ,r,T,n,m)
% Define deltas (steps) and initiate solution matriz.
dt=T/n;
dz=1/m;
d=dt/dz "~ 2;

sol=zeros(n+1,m+1);
time = 0:dt:T;
space = 0:dz:1;

A = zeros(m+1m+1);
B = zeros(mt1m+1);

% To satisfy u_ (i+1,1)=exp(—rxdt)xu_(i,1),
% u_(i+1,end)=u(i+1, end) dz
A(1,1) = exp(—rxdt);

Am+lm+l) = 1;
B(1,1)= 1;
B(m+1lm+l) = 0
A(m+1m) = /(1—dz)
%BC

sol(1,:) = l-space; % u(0,z)
sol (:,1)=exp(—r*time); % u(t,0)

% Standard elements in matrices, row (2) to (end—1)
alpha = @Q(x) (1/4)*dxsig ~2xspace(x)"2;
beta = @Q(x) (1/4)xd*rxspace(x)*dz;

for k=2m
A(k,k—1)= beta(k)—alpha(k);
A(k,k)= 1+rxdt/2+2xalpha(k);
A(k,k+1)= —beta(k)—alpha(k);
B(k,k—1)= —beta(k)+alpha(k);
B(k,k)= 1-rxdt/2—2xalpha(k);
B(k,k+1)= beta(k)+alpha(k);

end
invA = inv(A);
transB = transpose(B);
transinvA = transpose (invA);
for i=2:n+1
sol(i,:) = sol(i—1,:)xtransB*transinvA ;
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end
price = SOxsol(end,end);
end

Barridr Upp-Ut-képoption
CrankNicolson  BUOC.m

Computes the price of an Barrier Up—and—Out call option wusing the finite
difference method: Crank—Nicolson. Returns a vector consisting of four
elements. The first one is the requested price. The second one is the
solution matriz. Fach row represent a time step, where t=T is the first
row and t=0 the last. The third and fourth elements are the partitions of
the space and time respectively.

v Variables:

— S50 >= 0. Initial stock price.

— sig >= 0. Volatility.

r >= 0. Risk—free interest rate.

K >= 0. Strike price.

T >= 0. Time to maturity.

n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
m > 0, Integer. Number of partitions of the stock price.

B > S0. Barrier level.
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% For price of exact input SO0: B mod m = 0.

function |[price,sol ,space,time] = CrankNicolson BUOC (S0, sig ,r ,K,T,n,m,B)
% Define deltas (steps) and initiate solution matriz.
pricelndex = round((m/B)*S0+1)
dt=T/n;
dx=B/m;
d=dt/dx "~ 2;
sol=zeros(n+1,m+1);
time = 0:dt:T;
space = 0:dx:B;

A = zeros(m+1m+1);
B = zeros(mt1m+1);

% To satisfy uw_(i+1,1)=u_(i,1),
% u (i1+1,end) = u(i, end)
A(1,1) = 1;

Am+1lm+l) = 1;

% Boundary Conditions, solution

sol(1,:) = max(space-K,0); % Pay—off
sol(:,1)=0; % C(t,0) = 0, S(t)=0

sol (:,m+1)=0; % C(t,Barrier), S(t) = Barrier

% Standard elements in matrices, row (2) to (end—1)
alpha = @Q(x) (1/4)*dxsig ~2xspace(x)"2;
beta = @Q(x) (1/4)xd*rxspace(x)*dx;

for k=2m
A(k,k—1)= beta(k)—alpha(k);
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A(k,k)= I1+rxdt/2+2xalpha(k);
A(k,k+1)= —beta(k)—alpha(k);

B(k,k—1)= —beta(k)+alpha (k);
B(k,k)= 1-rxdt/2—2xalpha(k);
B(k,k+1)= beta(k)+alpha(k);

end
invA = inv(A);
transB = transpose(B);
transinvA = transpose (invA);
for i=2:n+1
sol(i,:) = sol(i—1,:)xtransBxtransinvA ;
end
price = sol(end, pricelndex);

end

Barridr Upp-In-képoption

0
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CrankNicolson _BUIC.m

Computes the price of an Barrier Up—and—Out call option wusing the finite
difference method: Crank—Nicolson. Returns a vector consisting of four
elements. The first one is the requested price. The second one is the
solution matriz. FEach row represent a time step, where t=T is the first
row and t=0 the last. The third and fourth elements are the partitions of
the space and time respectively.

Variables:

— S0 >= 0. Initial stock price.

— sig >= 0. Volatility.

r >= 0. Risk—free interest rate.

K >= 0. Strike price.

T >= 0. Time to maturity.

n > 0, Integer. Number of partitions of the time interval [0 T].
m > 0, Integer. Number of partitions of the stock price.

B > S0. Barrier level.

For price of exact input SO0: B mod m = 0.

function [price,sol,space,time] = CrankNicolson BUIC(S0,sig ,r ,K,T,n,m,B)

dx=B/m;

pricelndex = round((m/B)*S0+1);

m_hat = floor (Bar/dx);

[T, 7, tmpsol] = BSCrankUpOutCall(T,X,n,m_hat,r,sig ,K,Bar);
[time, space, sol] = BSCrankEUCall(T,X,n,m,r,sig ,K);

sol (:,1:m_ hat+1) = sol (:,1:m_ hat+1)—tmpsol;

price = sol(end, pricelndex);

end
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C.3 Exakta formler

Asiatisk kopoption - Geometriskt medelvirde

% ClosedFormula_AC _geo.m

%

% Function that returns the exact price of an geometric Asian call option.
%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

function price = ClosedFormula AC geo(S0,sig,r ,K,T)

dStar = (T/2)*(r—sig.~2/6);

d = (log(S0/K) + (T/2)x(r+sig.~2/6))/(sigesart(T/3));

price = exp(dStar)*SOxnormedf(d)—Ksnormedf(d—sigxsqrt(T/3));
end

Asiatisk siljoption - Geometriskt medelvirde

% ClosedFormula_AC _geo.m

%

% Function that returns the exact price of an geometric Asian call option.
%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.

% — K>= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

function price = ClosedFormula_ AP geo(S0,sig,r,K,T)

dStar = (T/2)*(r—sig.~2/6);

d = (log(80/K) + (T/2)%(rtsig."2/6))/(sigssqrt(T/3));

price = —exp(dStar)*S0xnormcdf(—d)+Ksnormecdf(—d+sig*sqrt(T/3));
end

Lookback-siljoption - Rorligt 16senpris

% ClosedFormula_LP_gloating.m

%

% Function that returns the exact price of an Lookback put option with
% floating strike.

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.
% — T >= 0. Time to maturity.

function price = ClosedFormula LP floating(S0,sig ,r,T)
dP = @Q(tau,s) (log(s)+(r+sig~2/2)xtau)/(sig*sqrt(tau)); %deltaPlus
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dM = Q(tau,s) (log(s)+(r—sig~2/2)xtau)/(sig*sqrt(tau)); %deltaMinus

price = SO0x*((1+sig~2/(2+r))*normedf(dP(T,1))...
+ exp(—r+T)*xnormedf(—dM(T,1))...
. — (sig~2/(2xr))xexp(—r+T)*1"(1—2xr/sig ~2)*«normecdf(—dM(T,1)) —1);

Barriar Upp-Ut-képoption

% ClosedFormula_ BUOC.m

%

% Function that returns the exact price of an Barrier Up—and—QOut call
% option .

%

% Variables:

% — S0 >= 0. Initial stock price.

% — sig >= 0. Volatility.

% — r >= 0. Risk—free interest rate.
% — K >= 0. Strike price.

% — T >= 0. Time to maturity.

% — B > S0. Barrier level.

function price = ClosedFormula_ BUOC(S0,sig ,r ,K,T,B)
dP = @(tau,s) (log(s)+(r+sig~2/2)xtau)/(sig*sqrt(tau)); %deltaPlus
dM = Q(tau,s) (log(s)+(r—sig~2/2)*xtau)/(sig*sqrt(tau)); %deltaMinus

price = SO0x*(normecdf(dP(T,S0/K))—normedf(dP(T,S0/B)))...
— exp(—r*T)*Kx*(normedf (dM(T, S0/K))—normedf (dM(T,S0/B)))...
— B*(S0/B)~(—2*r/sig ~2)...
* (normedf(dP(T,B~2/(K«S0))) —normcdf(dP(T,B/S0)))...
+ exp(—r+T)*K«*(S0/B)~(—2x*r/sig "2+1)...
* (normedf(dM(T,B~2/(K%S0))) —normedf (dM(T,B/S0)));
end
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