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Konduktiviteten hos ett starkt kopplat 2D-material
Leo Andersson, Linus Hagedorn, Albin Ledell,

Carl Lov, Gustav Nilsson, Christian Russberg
Institutionen for fysik

Chalmers tekniska hogskola

Sammanfattning

En aktiv forskningsfront inom materialfysik &r studierna av olika 2D-material och dess unika egenskaper jamfort
med 3D-material. Partikel-partikel-interaktionerna i dessa material uppvisar som regel starkt kopplat beteende
och &r saledes svara att modellera, analytiskt liksom numeriskt. Med hjilp av den holografiska principen i
form av AdS/CFT-dualiteten kan den tvidimensionella materialfysiken betraktas som en randprojektion av
en hogredimensionell, svagt kopplad gravitationsteori i AdSs-metrik. Syftet med projektet &r att berdkna den
optiska konduktiviteten hos ett sadant starkt kopplat material med hjélp av den holografiska principen.

Berdkningar utan metriksvar ger en konstant konduktivitet, men genom att inkludera metriksvar erhalls ett
frekvensberoende resultat. Realdelen gar asymptotiskt mot ett konstant virde, medan imaginidrdelen har en pol
for laga frekvenser och forsvinner for hoga frekvenser. Liknande beteenden har tidigare pavisats experimentellt i
det tvaddimensionella materialet grafen. Aven om modellen kan utvecklas ytterligare dskadliggor projektet den
holografiska principens anvindbarhet vid 16sning av féltteoretiska problem samt ett mojligt tillvigagangssétt att
modellera starkt kopplade 2D-material i praktisk tillimpning.

Nyckelord: starkt kopplade material, 2D-material, optisk konduktivitet, holografiska principen, AdS/CFT-
dualitet, allmén relativitet, svarta hal, anti-de Sitter-rumtid, kvantfdltteori.
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Conductivity of a strongly coupled 2D material.
Leo Andersson, Linus Hagedorn, Albin Ledell,
Carl Lov, Gustav Nilsson, Christian Russberg
Department of Physics

Chalmers University of Technology

Abstract

An active research frontier within material physics concerns the investigations of various 2D materials and their
unique properties compared to 3D materials. Particle-particle interactions in these materials typically exhibit
strongly coupled behavior and are thus difficult to model, analytically as well as numerically. By employing the
holographic principle in the form of the AdS/CFT duality, two-dimensional material physics can be regarded
as a boundary projection of a higher-dimensional, weakly coupled gravitational theory in AdS,; metric. The
purpose of this project is to calculate the optical conductivity of such a strongly coupled material using the
aforementioned holographic principle.

Calculations without metric response yields a constant conductivity, but including metric response results in a
frequency-dependent outcome. The real part asymptotically approaches a constant value, while the imaginary
part exhibites a pole for low frequencies and vanishes for high frequencies. Similar behaviors have previously
been observed experimentally in the two-dimensional material graphene. Although the model can be further
developed, the project demonstrates the utility of the holographic principle in solving problems in field theory
and a potential approach to modeling strongly coupled 2D materials in practical applications.

Keywords: strongly coupled materials, 2D materials, optical conductivity, holographic principle, AdS/CFT-
duality, general relativity, black holes, anti-de Sitter spacetime, quantum field theory.
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Viktiga storheter och ekvationer

Nedan ges en sammanstéillning av beteckningarna for de mest centrala storheterna som férekommer i rapporten.
Dessutom presenteras de viktigaste ekvationerna som anvinds i berdkningar och hérledningar.
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1. Inledning

Ett forskningsfalt som fatt mycket uppmérksamhet un-
der 2000-talet &r det som beror 2D-material: material
bestdende av enstaka atomlager. De uppvisar unika
materialegenskaper och det &ar foljaktligen av intresse
att kunna modellera dem teoretiskt. Detta visar sig
vara ett svarlost problem pa grund av de starka kvant-
mekaniska partikelinteraktionerna i materialen, varfor
nya modelleringsmetoder ar av behov. En kandidat,
som vixte fram ungefar samtidigt som studierna av
2D-material, &r den holografiska principen som model-
lerar en kvantfaltteori som en randprojektion av en
hogredimensionell gravitationsteori.

Kontraintuitiv som den holografiska principen ma la-
ta, visar den sig ha stora berédkningstekniska fordelar
gentemot att bara betrakta en kvantfiltteori i sig, och
kan vara anviandbar i materialmodellering. Detta &r
ocksa syftet med projektet: att utféra berdkningar av
ett materials optiska konduktivitet i en kvantfaltteori
med hjilp av den holografiska principen. Samtidigt
behover ocksa den nodviandiga bakomliggande teorin
presenteras pa ett pedagogiskt siatt. Vi inleder ddrmed
rapporten med att ge en vetenskapshistorisk bakgrund,
innan vi gar vidare till sjalva teorin, och slutligen till
berdkningen och slutsatserna.

1.1 Gravitation och kvantfysik

I ett brev till Franska vetenskapsakademin 1905 re-
dogjorde Henri Poincaré for de fullstandiga lorentz-
transformationerna, det vill siga byten av inertialsy-
stem under vilka Maxwells ekvationer ar fullkomligt
invarianta [1]. Detta brev hade stort inflytande pa
Albert Einstein som arbetade pa en egen teori om rela-
tivitet (det vill siga en teori om fysikens lagar i olika
inertialsystem). Tack vare matematiken i Poincarés
brev kunde han fardigstéilla och publicera sin speciella
relativitetsteori redan samma host [2]. Den speciella
relativitetsteorin beskriver relationen mellan rum och
tid pa sa satt att alla fysiklagar samt ljushastigheten
férblir invarianta under lorentztransformationerna.

I samma brev lade Poincaré &ven fram hypotesen om
gravitationsvagor, det vill sdga att effekten av gravita-
tion inte upplevs omedelbart 6ver ett avstand som i
Newtons klassiska gravitationsteori. Det var en revo-
lutionerande idé som baserade sig pa samma hypotes
som Einstein anvinde i sin speciella relativitetsteori:
att ljushastigheten &r den Gvre gransen for hastigheten
varmed information kan fardas. Einstein blev varse om
detta och paboérjade kort darefter en néstan tio ar lang
jakt efter ett sitt att forena sin speciella relativitetste-
ori med denna nya idé om gravitation. Resultatet, som
publicerades i fyra delar 1915, var den allmdnna relati-

vitetsteorin som beskriver gravitation som en egenskap
av universums geometri, och ersatte dirmed Newtons
teori [3-6]. Teorins forutsigelseformaga var stark och
ledde till s& méanga revolutionerande upptéackter inom
astronomi och kosmologi att den idag anses vara en
av de viktigaste teorierna inom modern fysik.

Parallellt med Einsteins allminna relativitetsteori
vixte en helt ny gren inom fysik fram: kvantfysiken.
Dess fundament ar kvantmekaniken, som efter ménga
artionden av experimentella upptackter och misslyc-
kade teorier till slut lyckades formuleras pa mitten
av 1920-talet [7, kap. 15]. Kvantmekaniken beskri-
ver naturlagarna pa atomér och subatomér niva och
behandlar koncept sasom vag-partikeldualitet, osdker-
hetsprincipen och kvantsammanflédtning [8].

Med syfte att forena kvantmekaniken med klassisk
faltteori och Einsteins speciella relativitetsteori fod-
des kvantfdltteorin. Arbetet med att formulera teorin
paborjades redan pa 1920-talet, men det tog storre
delen av resten av 1900-talet innan den blev konsistent
med resten av kvantfysiken och standardmodellen
[9]. Kvantféltteorin behandlar partikel- och kvasi-
partikelfysik och beskriver partiklar som exciterade
tillstand av ett underliggande kvantfilt [10, kap. 0][11].

Bédde den allménna relativitetsteorin och kvantfiltteo-
rin anses vara robusta teorier med stark forutsigelsefor-
maga i sin respektive gren av teoretisk fysik. Att bada
ocksd bygger pa Einsteins speciella relativitetsteori
har naturligt lett till manga forsok att forena dem i en
gemensam teori som beskriver alla kinda naturlagar
pa bade mikro- och makroniva. Denna hypotetiska te-
ori brukar ofta kallas for teorin om allt. Alla forsok till
detta har dock, pa ett eller annat sdtt, misslyckats pa
grund av fundamentala inkompatibiliteter i teorierna
sa som de dr formulerade i nuldget.

Det finns visserligen ett matematiskt séitt att kombine-
ra kvantfiltteori med allmén relativitet, vilket uppkom
fran strdngteori: en av kandidaterna till teorin om allt.
Metoden beror ett specialfall inom kvantféltteorin: den
sé kallade konforma filtteorin (ofta forkortat CFT).
Konform féltteori &r den kvantfdltteori som ar inva-
riant under konforma transformationer, det vill sdga
transformationer dér vinklar bevaras lokalt. Det visar
sig att den konforma féltteorin kan beskrivas av den
allménna relativiteten genom den holografiska princi-
pen.

1.2 Den holografiska principen

En ‘brygga’ mellan allmén relativitet och kvantmeka-
nik har kunnat byggas med hjélp av den holografiska



1. Inledning

principen, aven kallad holografisk dualitet (framover
kommer bada dessa, samt holografisk metod, anvindas
omvéxlande). Idén om holografi tillskrivs Gerard ’t
Hooft, som foreslog att sammankopplingen mellan
kvantmekanik och gravitation 16ses genom att infor-
mation om en tredimensionell rymd kan projiceras
pa en tvadimensionell yta [12]. 't Hooft menade att
den tvadimensionella rymden, likt en holografisk bild,
maste innehélla all information om den tredimensio-
nella rymden: didrav namnet holografisk dualitet, som
dven syftar pa att de tva teorierna vid djupare anblick
ar ekvivalenta beskrivningar av samma fysik. 1994
publicerade Leonard Susskind ett papper som byggde
vidare pa dessa idéer, framst tack vare det ett ar
tidigare publicerade pappret av 't Hooft m.fl., genom
att visa likheterna mellan holografin och strangteori.

Detta projekt anvinder den holografiska principen i
form av den sa kallade AdS/CFT-dualiteten for att
sammanbinda kvantfysiken med gravitationsteorin.
AdS ar en forkortning av anti-de Sitter-rumtid och ar
ett satt att beskriva en hyperbolisk rumtidsgeometri i
vilken parallella linjer divergerar i konstant takt mot
odndligheten, medan CFT som tidigare ndmnts syftar
pa en kvantfiltteori med konform symmetri. Denna
dualitet, som introducerades av Juan Maldacena 1997,
sammankopplar alltsa en gravitationsteori i AdS med
CFT genom att lata faltteorin vara den holografiska
projiceringen av AdS [13]. AdS/CFT-dualiteten &r
det mest vildokumenterade fallet av holografi och
Maldacenas artikel dr den mest citerade publikationen
inom teoretisk fysik, foljt av bland andra en vidareut-
veckling av d&mnet av Edward Witten 1998 [14].

Dualitetens praktiska innebord &r mojligheten att rak-
na péa kvantmekaniska system av partiklar genom att
projicera gravitationsteorin i en ldgre dimension. Egen-
skaper hos systemet kan pa sa satt berdknas med hjilp
av gravitationsteorins mer hanterbara matematik. I
detta projekt kommer specifikt partikelsystem kallade
starkt kopplade material undersokas, och deras optiska
konduktivitet berdknas.

1.3 Optisk konduktivitet och starkt
kopplade material

Det existerar manga olika materialmodeller for att
forklara olika typer av fenomen som till exempel
materialstyrka och elasticitet. Manga av dem &ar struk-
turmaéssigt komplexa och kraver tunga berdkningar for
att 1osas. Ett exempel pa en komplex modell 4r den
for den optiska konduktiviteten hos ett starkt kopplat
material.

Den vilkénda elektriska DC-konduktiviteten beskri-
ver ett materials formaga att transportera elektriska
laddningar i det elektriska féltets riktning nér en sta-
tisk spdnning appliceras. Den optiska konduktiviteten
dr ddremot ett specialfall av den frekvensberoen-

de AC-konduktiviteten dar materialet bestralas av
elektromagnetisk stralning [15, kap. 2.6]. P4 grund av
den hoga frekvensen och att det elektriska féltet ar
ortogonalt mot propagationsriktningen kan (framfor
allt anisotropa) material ge en annan respons dn om
en vanlig AC-spanning applicerats. I teorin och for
materialen som undersdks i detta projekt upptrader
inga distinkta egenskaper unika for optisk konduktivi-
tet, och darfér kommer begreppen AC-konduktivitet,
frekvensberoende konduktivitet eller rentav bara kon-
duktivitet ocksd anvandas for att beskriva samma sak.

Starka kopplingar hos system gér dem komplexa, och
forsvarar ddrmed berdkningar av dess optiska konduk-
tivitet. I klassiska metaller kan partikelsystemet ses
som en uppsittning partiklar som vaxelverkar svagt
med varandra genom till exempel den elektromagnetis-
ka kraften. Effekten av svaga vixelverkningar paverkas
inte betydligt av antalet partiklar i modellen, det vill
sdga partiklarna interagerar i princip bara med sin
omedelbara omgivning. I starkt kopplade material ar
detta ej fallet: Partiklarna har en stark véxelverkan
vars effekt utanfér den lokala omgivningen inte kan
forsummas. Materialet kan inte ldngre ses som ett
system av unika partiklar utan maste beskrivas efter
deras kollektiva beteende [16]. Detta medfor att model-
ler for ett stort antal partiklar blir oerhért komplexa
och néstan omdjliga att rdkna pa.

Exempel pé starkt kopplade material dr bland annat
hoégtemperatursupraledare och Mott-isolatorer. Att be-
skriva deras fysikaliska egenskaper ar alltsa ett be-
rakningsmaéssigt problem. Det ar i dessa ldgen som
AdS/CFT-dualiteten blir anvandbar. Berdkningar for
det starkt kopplade systemet kan goras med hjilp av
en svagt kopplad gravitationsteori.

1.4 Konduktivitet i en svart hal-modell

Den holografiska principen gor det méjligt att beskriva
ett starkt kopplat material (beskrivet av en féltteori)
med hjilp av ett svart hal i AdS-rumtid (i den all-
ménna relativitetsteorin). Svarta hal dr 16sningar av
Einsteins faltekvationer, rorelseekvationerna i allmén
relativitet, och beskriver regioner i rymden dér gravi-
tationen ar sa stark att inte ens ljus kan ldmna dem.
De uppkommer i manga typer av rumtidsgeometri, till
exempel AdS-rumtiden, men deras exakta utseende
varierar. Fysikaliskt innebéar de alla i stort sett &nd&
samma sak: en matematisk singularitet som far alla
kdnda naturlagar att bryta ihop.

Det dr mojligt att berdkna den optiska konduktiviteten
hos ett starkt kopplat material genom att beskriva det
via holografisk dualitet i termer av en svart hal-modell
[17, kap. 1]. Storre delen av berdkningarna som utfors
ar alltsd pa storheter i svart hal-modellen, dir egenska-
per som optisk konduktivitet egentligen inte existerar,
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men genom AdS/CFT-dualiteten kan matematiken
relateras till materialmodellen i vilken konduktiviten
till slut berédknas.

1.5 Syfte

Maélet med arbetet &r att, med hjilp av AdS/CFT-
dualiteten, berdkna den optiska konduktiviteten hos
ett starkt kopplat 2D-material. Framst ar det av in-
tresse att studera dess frekvensberoende och jamféra
med den vedertagna men forenklande Drude-modellen
som istallet géller svagt kopplade material. Projektet
utgdr en introduktion till en aktiv forskningsfront
inom teoretisk fysik och demonstrerar hur till synes
helt abstrakta koncept som holografisk dualitet och
kvantfiltteori har praktisk tillampbarhet. Det pre-
senterar ocksa en alternativ metod foér att férenkla
berdkningar pa starkt kopplade material.

Projektet kommer, delvis genom den presenterade teo-
rin men fradmst genom den slutgiltiga berédkningen, an-
tingen bestyrka eller ifragasitta AdS/CFT-dualiteten
som en lamplig metod for att berdkna konduktiviteten
hos starkt kopplade 2D-material. Detta dr en form av
granskning som ar viktig for trovirdigheten av teorier
inom teoretisk fysik.

1.6 Upplagg

For att uppna syftet har denna rapport foljande upp-
lagg: I kapitel 2 introduceras nodvandiga matematiska
verktyg; principen om stationdr verkan, funktionalin-
tegration, och tensorer. Lasare som sedan tidigare har
kunskap om dessa omrdden kan ga direkt till kapitel 3.
I kapitel 3 — 6 presenteras den nédvéindiga fysiken som
anvinds for berdkningen av den optiska konduktiviten
i kapitel 7. Slutligen dedikeras kapitel 8 till diskussion
och slutsatser.

For att rapporten ska hélla fokus pa fysiken samt vara
lattlast dr den i stil mer lik ett kurskompendium &n
en teknisk rapport. Av ldsbarhetsskél kommer endast
nodvéndiga berdkningar och definitioner presenteras
och intresserade lidsare refereras till bilagor eller refe-
rensmaterial for vidare ldsning.

De flesta tekniska begrepp som rapporten introducerar
foljs av en forenklad forklaring for att ge ldsaren en
kénsla for termens betydelse, eftersom arbetet syftar
till att ge en pedagogisk genomgéng av den relevanta
teorin. Betydelsen av vissa begrepp och ord uteldmnas
dock. Kunskap om siddana detaljer gar utanfor projek-
tets huvudsakliga syfte och &r inte nodvéandig for att
forsta arbetet.

1.7 Avgransningar

Materialet vars konduktivitet ska berdknas ar tvadi-
mensionellt, men har &nda viss koppling till verkliga

material. Material av enstaka atomlager (som exempel-
vis grafen) beter sig approximativt tvadimensionellt da
atomkérnor och elektroner dr begréansade till ett enda
(platt eller krokt) plan. Modellen som tas fram kan allt-
s& anvandas for att beskriva atomlagerbaserade starkt
kopplade material sdsom hogtemperatursupraledare.
Eftersom den holografiska projektionen av gravita-
tionsteorin dr i en lagre dimension ar det av intresse att
modellera det svarta halet i en sa kallad AdS,-metrik
med tre rumsdimensioner och en tidsdimension, sa
att det starkt kopplade materialet pa randen har tva
rumsdimensioner. Dock har de flesta material i vart
universum tre rumsdimensioner, vilket skulle kréva
AdSs-metrik. En vidareutveckling av projektet vore
dérmed att dven studera 3D-material, men i och med
att AdSs-metriken dr mycket komplex &r den béttre
lampad for arbeten pa hogre nivaer. Projektet kom-
mer darfér avgransas till att undersoka AdS,-metriken.

En annan avgrinsning som gors ar att de elektris-
ka falt som kommer studeras saknar rumsberoende.
Dessutom anvinds fouriertransformer av filten med
vagtalet noll, det vill sédga att de endast har ett fre-
kvensberoende. Precis som i manga andra fall kommer
problemet hanteras som en linjéar respons, vilket in-
nebéar att modellen kommer stdmma Gverens med
verkligheten si ldnge storningarna ar sma. Vidare
beskrivs systemet endast med den elektromagnetiska
Maxwell-verkan, d&ven om generaliseringar kan goras
genom att inkludera ytterligare félt i verkan. De svarta
hal som kommer att betraktas &r elektriskt laddade
men saknar rorelseméngdsmoment.

Ett ordentligt forsék att modellera ett specifikt mate-
rials egenskaper skulle anpassa modellens parametrar
efter materialet. I detta arbete inskrénker sig ddremot
modellen som byggs upp till en enda egenskap och
modellens parametrar skraddarsys ej till ett specifikt
material. Arbetet kan darfor ses som en demonstration
av den holografiska principen och dess anvindningar
snarare dn en direkt, kvantitativ tillimpning av teorin.

Det &dr dessutom vért att papeka att AdS-metriken inte
heller ar en beskrivning av verkligheten: Vart univer-
sum har, sd vitt vi vet, platt geometri till skillnad fran
AdS-rumtidens hyperboliska geometri [18]. De svarta
halen som modelleras skiljer sig alltsd fran vart univer-
sums svarta hal. Podngen &ar att anvinda modeller av
svarta hal i AdS for att berdkna konduktiviteten av
ett starkt kopplat material. De introduceras alltsé inte
for att studera svarta hal i vart universum, utan som
ett verktyg for att gora berdkningen. Matematiken och
fysiken &r dock robust: en f6ljd av att teorierna dr mer
allminna &n att bara beskriva vad vi kan observera i
vart universum.



2. Matematiska verktyg

Innan fysiken som &ar relevant for projektet presenteras
ar det lampligt att forst etablera en konceptuell grund
som underldttar forstaelsen fér kommande berdkningar.
Detta kapitel kan ses som en verktygsldada med centrala
koncept som behovs for att kunna angripa elektromag-
netisk faltteori, allmén relativitet, kvantfdltteori och
holografisk dualitet.

2.1 Analytisk mekanik: Principen om
stationir verkan

Den mest grundldggande metoden som kommer an-
vandas for att beskriva ett system &r principen om
stationéar verkan. Metoden bygger pa att all forstaelse
for det fysiska system som betraktas kan beskrivas
av en funktion L, lagrangiandensiteten, som beror
pa de funktioner som beskriver systemet [19, kap. 2].
Exempel pa vad de senare funktionerna kan vara ar
det magnetiska B(Z, t)-filtet och positionen ¢(t) for en
partikel. Falten som L beror pa betecknas i allménhet

¢'(Tt).

Om lagrangiandensiteten integreras 6ver rum och tid
fas ett virde S kallat verkan. I och med att S = S[¢f]
beror pa hur ¢ utvecklas 6ver tid och rum &r verkan en
funktion av funktioner; en sa kallad funktional. Genom
att variera filten ¢ och dirigenom ocksd funktionalen
gar det att hitta de ¢*(Z,t) som ér stationdra punkter
till S, analogt med att hitta stationdra punkter till en
funktion. Det ar dessa félt som i klassisk mekanik foljer
fysikens lagar (entydigheten avgors av randvillkor),
men ocksa utanfor klassisk mekanik &r verkan av stor
vikt.

Att hitta villkor for nér verkan &r stationédr &r ett
matematiskt problem som kan losas med hjalp av vari-
ationskalkyl. Verkan for ett allmént system kan skrivas
pa formen

Sl = [ aPer(6.0,6),  (2)
M

ddr M ar en D-dimensionell mdngfald och 0, an-
vands som kortare notation for partialderivatan %
[20, kap. 1]. En mangfald &r ett topologiskt rum som
pa lokal niva beter sig euklidiskt och kan anvédndas
for att beskriva de krokta rumtider, eller universum,
som den allménna relativitetsteorin beskriver. I denna
rapport riacker det att tdnka pa en méangfald som ett
mojligen krokt n-dimensionellt rum, sasom ytan pa ett
klot eller en torus. Den sa kallade funktionalderivatan
av en funktional pad denna form ges av [20, kap. 1]

5S[4] oL a( oL )
) '

50i(z)  O0di(x 90,0 (x))

Det stationédra villkoret ar att alla funktionalderivator
ar lika med noll, vilket resulterar i Fuler-Lagranges

ekvationer
oL — 0, <3£> =0. (2.2)

0¢' (x) 9(0,0'(z))

Dessa ekvationer dr mycket centrala inom fysik. Ett
systems rorelseekvationer, som beskriver systemets ut-
fall, hittas genom att variera verkan vilket alltsa &r
ekvivalent med att 16sa Euler-Lagranges ekvationer.

2.2 Funktionalintegration

Med det nyintroducerade konceptet av funktionaler
introducerar vi har dven funktionalintegration, som ar
ett mycket anvindbart verktyg inom kvantféltteorin
som presenteras i kapitel 6. En funktionalintegral &r
en integral av en viss funktional G 6ver funktioner f i
vart funktionsrum och kan definieras som

1= [ Gram). 23)
dar m ar mattet vi integrerar med [21] [22]. Méttet,
som inte alltid skrivs ut explicit, méater hur stort bidrag
varje del av rummet ger till integralen. Ett exempel ar
integration med polira koordinater i R?; d& anvinds
inte drdf utan istéllet det med radien viktade mattet
dm(r,0) = rdrdf. Vi kan ocksd ha ett matt som lagger
all vikt i en enda punkt: dm(z) = §(z)dz, dar 6(x)
ar Diracs deltafunktion. I funktionalintegralen ovan
avgor m hur vi véiljer att méta vart, oftast odndligdi-
mensionella, funktionsrum.

Funktionalintegraler férekommer ofta inom teoretisk fy-
sik, men &r séllan méjliga att 16sa analytiskt och maste
istallet uppskattas med hjalp av perturbationsmetoder.
De gar ut pa att borja med den exakta losningen for
ett enklare problem och sedan approximera losningen
fér den mer komplexa integralen. Inom kvantfiltteo-
ri anvinds funktionalintegration for att generalisera
principen om stationér verkan fran klassisk mekanik.
Kvanteffekter tillater partiklar att ta fler 4n en given
vag mellan tva punkter, vilket sammanfattas i Feyn-
mans vagintegral som introduceras i kapitel 6.

2.3 Tensorer

Ett matematiskt objekt som kommer att vara centralt
i all kommande teori &r den sa kallade tensorn. Den
forvaxlas ofta med det konventionella konceptet av
vektorer och matriser inom linjar algebra pa grund
av de strukturella likheterna. Nodvéndiga definitioner,
tolkningar och rékneregler presenteras i detta avsnitt.



2.3. Tensorer

2.3.1 Fysikalisk tolkning

En tensor &r, likt en vektor, en tabell-liknande sam-
manstéillning av alla enskilda komponenter som re-
laterar till varandra i ett vektorrum [23, kap. 12]. 1
en vektor svarar varje element mot ett index p mot-
svarande en koordinat x,, medan de i en tensor av
rang D svarar mot en kombination av D stycken in-
dex pypio ... up, som var for sig motsvarar en av de
mojliga koordinaterna x,,. Didrmed 4r en tensor en
matematisk generalisering av vektorer. En tensor av
rang 1 kan ses som en typ av vektor medan en tensor
av rang 2 kan tolkas som en matris.

2.3.2 Metrik och index

Betrakta en tensor A* av rang 1 i fyra dimensioner,
som exempelvis kan utgoras av en tidsdimension och
tre rumsdimensioner. D& betecknar A° tidskomponen-
ten medan A', A2 och A3 betecknar rumskomponen-
terna (z, y och z). Notera positionen av index: Det
spelar stor roll om index ar upphdjt (kontravariant
form) eller nedsénkt (kovariant form) [24, kap. 1]. Det
gar ddremot alltid att transformera mellan kovariant
och kontravariant form med en sa kallad metrik g,
enligt

A, =g A", ¢g"A,

= A", (2.4)

Ekvation (2.4) anvinder, liksom resterande delar av
denna rapport, Finsteins summationskonvention. Om
ett index dyker upp tva ganger ar det underforstatt att
alla moéjliga kombinationer med detta index summeras.
Det saknar dérfér betydelse med vilken symbol ett
summationsindex betecknas. Exempelvis géller (i en
tidsdimension och tre rumsdimensioner) att

g,uuAH = gOVAO + gll/Al + gQVA2 + g3l/A3'

Metriken g, &r en tensor med inversen g"*,

L p=p

2.5
0, wFEp (25)

Guv g™ =0," = {

och den ar symmetrisk, vilket innebér att g, = g,,.
Metriken beskriver méngfaldens geometriska egenska-
per som stréckor, vinklar och volymer. Stréckor visar
sig vara ett bra sitt att visualisera metriken. I punkten
z i ett euklidiskt rum med dimension n, ges strickan
s till en narliggande punkt av Pythagoras sats

= i Azt Azt
i=1

I ett mer allmént, krokt rum generaliseras detta for
sma strackor till

ds® = g;;(w)da'da?, (2.6)
dér g;j(z) &r den symmetriska metriktensorn [24,
kap. 5]. Att metriken &r beroende av positionen z#
innebér att avstandet mellan tva punkter kan bero pa

positionen i rumtiden. Platta rum, exempelvis eukli-
diska rum (dér g;; = J;;), har ddremot inget sadant
rumsberoende. Ett annat exempel pa platt rum &r
det sa kallade Minkowski-rummet som beskriver platt
rumtid och definieras enligt

9ij(z) = n;; = diag(—1,1,1,1) (2.7)
i fyra rumtidsdimensioner. Minkowski-metriken 7;;
kommer att anvdndas for att beskriva den elektromag-
netiska faltteorin senare i kapitel 3.

2.3.3 Koordinattransformation och mate-
matisk definition

En punkt i rumtiden kan ocksa betraktas som en ten-
sor och betecknas z#. Vid ett koordinatbyte till y#
kommer tensorerna att transformera [25, kap. 6.2]. Re-
lationen mellan en kontravariant tensor A* och dess
representation A* i de nya koordinaterna ar

~ 8yl’
AV = T A, 2.8
Kovarianta tensorer transformerar istallet som
. ox*
A, =—A,. 2.9
ayy K ( )

Pa motsvarande sitt transformerar en allman tensor

A11131J2 som
oy’ 0xi
iK1 K. Al Tz
AT HH dali dyLi A5, (210)
Omvint géller
Ozl oyl
LI KK
AT 31J2 HH 8yK1 OxTs lL 2L2 (211)

En tensor kan helt enkelt definieras matematiskt som
ett objekt som transformerar enligt ovanstiende (ek-
vationer (2.8) — (2.11)) [24, kap. 3].



3. Elektromagnetism och Maxwells ekvationer

Med utgangspunkt i de grunder som lades i kapitel 2
presenteras hir fundamentala koncept och definitioner
inom den klassiska elektromagnetiska faltteorin. Malet
ar att omformulera denna som en filtteori i tensorno-
tation med principen om stationédr verkan. Den nya
beskrivningen av den elektromagnetiska filtteorin ar
mojlig att forena med den allménna relativitetsteorin,
som presenteras i kommande kapitel. Dessutom sam-
manfattas den klassiska Drude-modellen for elektrisk
ledningsformaga utifran vilken konduktiviteten som
berdknas med hjalp av den holografiska dualiteten i
kapitel 7 kan analyseras.

3.1 Konvention

Innan omformuleringen av elektromagnetismen gors
noteras nagra anmarkningar kring rapportens konven-
tioner. For att kunna skriva ekvationer pa kompakta
former maste lampliga enheter anvindas. Det férsta va-
let som gors &dr att anvinda Heaviside-Lorentz-enheter,
i vilka Maxwells ekvationer lyder

. L
V-B=0, VxEB+ 9B=0, (31)
. . L o1.

Hér betecknar p den elektriska laddningstédtheten, j
stromtétheten och E och B det elektriska respektive
magnetiska faltet. For att eliminera ytterligare faktorer
som gor ekvationer mindre eleganta anvinds dessutom
naturliga enheter, det vill sdga att ljushastigheten
och Plancks reducerade konstant ¢ = i = 1. Aven
Boltzmanns konstant kg satts till ett. I detta kapitel
kommer elektromagnetism for platt rumtid presente-
ras. Signaturen som anviands for Minkowski-metriken
ar (—, 4+, + ,+) och kallas mostly plus (det vill sidga
metriken enligt ekvation (2.7)). Teorin generaliseras
dock till godtyckliga rumtider i samband med att den
allmédnna relativitetsteorin introduceras i kapitel 4.

3.2 Den elektromagnetiska falttensorn
och Maxwells ekvationer

En storhet som visar sig vara central i den relativistiska
beskrivningen av elektromagnetism ar den sa kallade
elektromagnetiska potentialen

-,

At = (¢, 4), (3.3)

som &r en relativistisk 4-potential vars komponenter
utgors av skaldrpotentialen ¢ och vektorpotentialen A

[26, kap. 5.3]. De motsvarande elektriska och magne-
tiska falten definieras som

Ur detta definieras den elektromagnetiska félttensorn

Fo =0,A, — 0,A,. (3.4)

Det visar sig att alla permutationer av partialderivator
sammanfaller med olika komponenter av falten F och
B. Om de sammanstélls i matrisform fas

0 -E, —-E, —E.
s _|B. 0 B. -B,
w=\B, -B, 0 B,
E. B, -B., 0

Dérmed kan de elektriska och magnetiska filten sam-
manfattas i en enda tensor. Det &r mycket anviandbart
i allmén relativitet da det forenklar berdkningar.

F,, ér den kovarianta elektromagnetiska félttensorn,
men den kontravarianta formen kan erhéllas genom
transformation med metriken:

Fr = ghtg" 7 F,,.

For att kunna teckna Maxwells ekvationer uttryckt
i falttensorn behovs dven en 4-stromtéathet. Den be-
tecknas j# = (p,j) och bestar av den elektriska ladd-
ningstdtheten och stromtatheten [26, kap. 5.2]. Med
den nya notationen kan Maxwells tva inhomogena ek-

vationer (3.2) skrivas som

B, F™ = ji, (3.5)

vilket visas i bilaga A.1. I ndstkommande avsnitt illu-
streras hur de kan harledas med principen om stationér
verkan. Harnédst kan ocksa den sa kallade Bianchi-
identiteten for den elektromagnetiska filttensorn in-
troduceras [27, kap. 2.4]:

8/1,Fup + aVFPH + apr,V =0. (36)

Att sa ar fallet inses genom inséttning av sambandet
0pF,, = 0,0,A, — 0,0,A, och ar alltsd en direkt
foljd av falttensorns definition. Bilaga A.1 visar att
identiteten i sjalva verket &r Maxwells tva homogena
ekvationer (3.1).

3.3 Den elektromagnetiska verkan

Ett viktigt steg for att hantera de elektromagnetiska
falten &r att konstruera den elektromagnetiska ver-
kan S[A,]. Den ska vara simpel samt invariant under



3.4. Drude-modellen

lorentz- och gaugetransformationer [27, kap. 3.2]. De
senare andrar storheterna med vilka ett system be-
skrivs pa sa vis att verkan S ldmnas invariant, exem-
pelvis genom att &ndra en potential med en konstant:
V(z) = V(z) + V. I bilaga A.2 redogérs for invari-
ans under transformationen A, — A, +0,A for nagon
skaldr A. Verkan behéver dessutom normeras sa att det
elektromagnetiska féltet far rdtt energidensitet, som i
vakuum ges av (|E[? + |B|?)/2. Dessa villkor uppfylls
av foljande verkan for elektromagnetisk féltteori:

SP%J:ﬂ/aQE{_ifLVFW”+-AuﬂL- (3.7)
Att ekvation (3.7) resulterar i réatt energitéthet visas i
bilaga A.3. Verkan kan generaliseras genom att lagga
till en elektromagnetisk kopplingskonstant 1/g2,, som
avgor féltets styrka. For enkelhetens skull kommer det
antas att gem = 1.

Verkan anvands, i enlighet med avsnitt 2.1, for att
hitta systemets rorelseekvationer. Det kan goras direkt
med Euler-Lagranges ekvationer, men hir demonstre-
ras dven hur verkan kan varieras och goras stationér.
For elektromagnetiska félt géller att

68 = / d*x 7% (FuSF" + F*8F,,) 4+ 0A, j“]

1
= /d41: —2F“”5FW+5AHJ'“}

:/d4x
— /d4:c A, (0. + )],

dér det i sista steget har utférts en partiell integration.
Randtermen forsvinner eftersom variationen d A, antas
vara noll pa randen. Om det géller att 65 = 0 for alla
0A, maéste alltsa 0, F" +j¥ = 0, vilket stdémmer Sver-
ens med ekvation (3.5) eftersom F),, &r antisymmetrisk.
Rorelseekvationerna ar alltsa Maxwells ekvationer.

—%F’“’é (0,4, — 0,A,) + 6Auj”}

3.4 Drude-modellen

En enkel beskrivning av en metalls konduktivitet ges
av Drude-modellen [28][29]. Den anvénder klassisk me-
kanik och behandlar materialet som ett system med
fixerade joner och fria elektroner. Elektronerna antas
enbart véxelverka med andra partiklar genom kollisio-
ner med jonerna. Enligt Newtons rorelselagar beskrivs
rorelseméngden p for en elektron med massan m och
laddningen ¢ av rorelseekvationen

o _ = P

i qF — (3.8)
Den drivs alltsa av det elektriska faltet, men paverkas
ocksa av en bromsande kraft till f6ljd av vixelverkan
med jonerna. Relaxationstiden 7 motsvarar den genom-
snittliga tiden mellan kollisionerna. Partiklarnas rorel-
semiingd kan relateras till stromtétheten j = ngp/m,

dar n betecknar elektrontatheten. Ett oscillerande falt
E = E(w)e ™" ger upphov till en stromtéithet pa

formen j = j(w)e ™. Inséittning i ekvation (3.8) ger:

1\ m- -
—iw+ = ) 2jw) = ¢B(w).
(i + 1) 2w = aE@)
Det féljer dirfor av sambandet j(w) = o(w)E(w) att
Drude-konduktiviteten blir

o(w) = —2°

1 —dwr’ (39)
dir o9 = ng?7t/m ir konduktiviteten for statiska filt.
Detta frekvensberoende medfor att Re o(w) uppvisar
en sa kallad Drude-topp vid laga frekvenser, vilket
illustreras i figur 3.1. Dess form bestdms av 7; en
kort relaxationstid ger en lag och bred Drude-topp.
Konduktivitetens realdel kan tolkas som ett matt pa
dissipation av energi medan imaginérdelen beskriver
systemets respons pa det palagda filtet [26, kap. 7.6].
Figur 3.2 visar imaginédrdelens frekvensberoende, som
ar noll vid w = 0 samt f6r hoga frekvenser.
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Figur 3.1: Realdelen av Drude-konduktiviteten o som
funktion av frekvensen w.
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Figur 3.2: Imaginirdelen av Drude-konduktiviteten
o som funktion av frekvensen w.

Hur Drude-modellen jamfor sig med den kvantfaltte-
oretiska modellen for ett starkt kopplat material for-
klaras i kapitel 8. Innan den starkt kopplade modellen
kan tas fram maste dock teori inom allmén relativitet,
kvantfaltteori och holografisk dualitet gas igenom.



4. Allman relativitet: Introduktion

Allmén relativitet 4r den mest centrala teorin i projek-
tet och kommer saledes ocksa ha den mest utvecklade
och rigordsa presentationen. Teorin ar uppdelad i tva
kapitel: detta, som introducerar alla nédviandiga kon-
cept och berdkningstekniker, och nastkommande, som
presenterar relevanta tillimpningar och 16sningar. Det-
ta kapitel fokuserar alltsa huvudsakligen pa att bygga
en forstaelse for den allménna relativitetsteorin. Den
forklaras bade genom intuitiva fysikaliska tolkningar
och langre utrdkningar som é&r viktiga for forstaelsen.

4.1 Bakgrund

Allmén relativitet dr en teori som forklarar gravitation
med geometri; effekterna av vad som tidigare (i klassisk
mekanik) setts som gravitationskraft ar i sjialva verket
krokningar i rumtiden (se figur 4.1) [27, kap. 0]. Rum-
tidens krokning brukar visualiseras med en specifik
typ av geometrilinjer kallade geodeter. Dessa beskriver
banan som en partikel (som kan vara masslos) ror sig
givet ndgon initial rérelseméngd samt utan paverkan
av yttre (icke-fiktiva) krafter [27, kap. 1.2]. T platt
rumtid ar det helt enkelt ‘rakt fram’, men &ven en
krokt geodet kan ses som att rora sig ‘rakt fram’ da
det kravs en yttre kraft for att avvika fran den.

A

—( >—

>

Figur 4.1: Platt rumtid jamf{ért med krokt rumtid i
tva rumsdimensioner. En partikel med nagon rorelse-
méngd ror sig ldngs sin geodet i respektive rumtid. Pa
grund av den krokta rumtiden i det hogra fallet ser
rorelseméangdsvektorn for partikeln ut att forédndra sig
over tid, vilket upplevs som gravitation.

Teorin uppstod som ett sétt att forena gravitationen
med speciell relativitet och ersédtter dirmed Newtons
klassiska teori om gravitation. Enligt Newtons gravi-
tationsteori formedlas gravitationen omedelbart Gver
langa distanser, vilket enligt den speciella relativi-
tetsteorin bryter mot det grundlidggande postulatet
att ingen information kan rora sig snabbare dn lju-
set. Genom att bygga gravitationen pa faltteori, likt
elektromagnetisk faltteori som beror pa bade rum och
tid, fas den allménna relativitetsteorin ur den speciella
relativitetsteorin.

I de flesta fall &r korrektionerna inférda av allminn
relativitet extremt sma och kan férsummas, men det
finns viktiga undantagsfall. Vissa dr vardagliga situa-
tioner som till exempel att GPS-satelliter behover gora
korrigeringar av sin interna klocka pa grund av en
svagare upplevd gravitation (och ddrmed annorlunda
upplevd tid) dn vid jordytan. Andra ar mer exotiska,
som till exempel vid studier av svarta hal. Innan svar-
ta hal studeras beh6vs dock en mer rigoros fysikalisk
och matematisk grund presenteras, och en lamplig ut-
gangspunkt ar en kort sammanfattning av den mest
grundlaggande beskrivningen av rumtidens geometri:
metriken.

4.2 Metriken

I och med att rymden &r krokt dr metriken g, ()
positionsberoende och avstand beskrivs, som ndmnt i
ekvation (2.6), enligt generaliseringen av Pythagoras
sats:
ds? = g, (z)dz*da”.

Eftersom metriken dr symmetrisk dr den lokalt diago-
naliserbar, och eftersom egenvéirdena ar nollskilda har
den en invers, vilket beskrivs i ekvation (2.5).

De storre korrigeringarna i allmén relativitet kommer
att harstdmma fran detta positionsberoende; till exem-
pel kommer begrepp sasom derivata och volymelement
behdva justeras pa grund av detta.

4.3 Christoffel-symbolen

For att ta reda pa hur metriken paverkar falt i krokt
rumtid behover ett annat anvindbart objekt introdu-
ceras: Christoffel-symbolen, som definieras enligt [24,
kap. 7]

_ 1 . .
Mg = 59” (Okgit + O19i. — Oigrt) =T 1. (4.1)

Ett illustrerande exempel pa berdkning av Christoffel-
symbolen hittas i bilaga B.1, dar metriken pa en sfar
behandlas. Christoffel-symbolen &r inte en tensor, ty
den foljer annorlunda transformeringsregler. En tensor
transformerar, i enlighet med teorin i avsnitt 2.3.3,
som

-y Oy* 02 0z,

py a?aiyu oy” By
men det visar sig att Christoffel-symbolen far ytter-
ligare en term i sin transformation. Det &r ett direkt
resultat av insdttning av den transformerade metriken
i definitionen, vilket utfors i bilaga B.2. Christoffel-
symbolen transformeras istéllet enligt

f‘)‘ = @@@ o + 82733&@
m gre gy oy P T Gyrdyr oz

(4.2)

(4.3)
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Ett intressant specialfall &r nér tva av Christoffel-
symbolens index &r identiska summeringsindex: I'*,,,,.
Enligt definitionen i ekvation (4.1) géller det att

1
FH[LI/ = §gﬂp (3/Lgpl/ + augpu - 6pguu)

1 1 1
= "G + 59“"&,9,3“ — =" 8,0,

2 2
L ou L o L o
=359 apguu + -9 augup - 59 apg/u/
2 2 2
1
= égupaugu;r

I det nést sista steget bytte de tva summeringsindex-
en namn. Harnést anvinds identiteten In(det M) =
tr(ln M) for matriser M [20, kap. 1]. Derivering av
bada sidor ger

0, 1n | det M| = tr(d, (In M)) = tr(M’lﬁyM)

Med ett koordinatval som gor g,,, diagonal, med invers
enligt ekvation (2.5), erhélls

"0y 9up = 0y 1In | det gup| =0, In|g, (4.4)

dir g betecknar metrikens determinant. Resultatet gél-
ler &ven om metriken bara ar lokalt diagonaliserbar
ty bade spar och determinant ar invariant under kon-
jugering [27, kap. 3.2]. Rumtiderna som betraktas i
allmén relativitet ar lorentzianska, vilket i vart fall
innebar att ett av de diagonala elementen ar negativt
och medfor att g < 0 [30, kap. 2]. Ett enkelt exem-
pel dr Minkowski-metriken 7, = diag(—1,1,1,1) med
determinanten 7 = —1. Sammanfattningsvis blir

1
I, = 58,, In(—g) =0, In\/—g
1
——0,\V/—g.
V=g

Detta édr en anvandbar omskrivning som kommer att
utnyttjas i avsnitt 4.5.

(4.5)

4.4 Kovariant derivata

En beskrivning av hur filt fordndras i rum och tid i
allmén relativitet krdver en generalisering av den ‘kon-
ventionella’ derivatan 0, = %. Den konventionella
derivatan tar ndmligen inte hansyn till hur koordina-
terna fordndras i rum och tid. Losningen pa problemet
ar att infora den sa kallade kovarianta derivatan V.
Den definieras med den nyintroducerade Christoffel-

symbolen enligt [30, kap. 3.2]

VWA =0, A8 —T% AL
— D0 AT = TS AN

(4.6)
Detta val av definition kommer fran att en tensors
kovarianta derivata V,, AS;, ocksd ér en tensor. Det
visar sig ocksa att metriken ar kovariant konstant:

Vugvp =0. (4.7)

4.5 Integraler i allmin relativitet

I férra avsnittet definierades en typ av derivata som &r
anvindbar i allmén relativitet. Har undersoks istéllet
lampliga integralformuleringar. Volymelelementet i en
krokt D-dimensionell rymd ges av

AV = /lgi;| d", (4.8)

men for lorentzianska metriker skrivs det
dv = /=g dPz,
eftersom determinanten g dér ar negativ [30, Kap. 2.10].

Se figur 4.2 nedan for visualisering av volymelementet
i tva dimensioner.

_ |91 G12
g21 922

= +/|g|dz1 dzs

Figur 4.2: Visualisering av volymelementet for en
krokt yta. Metriktensorns element beskriver den lokala
krokningen och roten ur (beloppet av) dess determi-
nant agerar jacobian fér volymelementet.

Denna definition motiveras av att volymelement méaste
vara invariant under koordinatbytet da* = %dy“.
Att anvdnda kvadratroten av metrikens determinant
sdkerstéller att sa &r fallet, vilket visas ndrmare i bilaga
B.3. Nér volymelementet har definierats kan integraler
hanteras och tillhérande rdkneregler bestimmas. Det
finns manga satt att skriva om integraler fér att under-
latta berdkningar, men som regel lyder de viktigaste
integralsatserna som

/ dw:/ w,
M oM

dar w ar en differentialform [27, kap. 2.4]. P4 sa sétt
kan integraler 6ver en mangfald M konverteras till
randen M. Exempel dr bland annat Gauss och Sto-
kes satser samt analysens fundamentalsats. Det ar av
intresse att hitta en kovariant motsvarighet som éar
lamplig for integraler som uppstar i allmén relativitet.
Till hjalp anvidnds resultatet erhillet i ekvation (4.5)
for att visa foljande:

V=gV, X* = /=g [0, X" +T#,, X"]

1
=v—g |0, X"+ —0,v/—gX"
i V=
=v—-g90, X" +0,v/—g X"

=0y (\/TQXH) :

(4.9)
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Alltsa géller identiteten

VgV, X" = 8, (V=g XH) .

For en antisymmetrisk tensor X#¥ = —X"* kan detta
generaliseras till

VgVLXE =8, (V=g XY |

For att skriva den kovarianta formen av Stokes sats
antas metriken vara pa formen

Yij 0
G = [oj N2} '

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Med dessa beteckningar ar 7, metriken pa randen,
vars determinant ar . Vidare infors en utatriktad nor-
malvektor n, = (0,...,0,N). Observera att g = yN?
och att n,X* = NXP for en godtycklig tensor X*.
Denna notation, tillsammans med identiteten (4.10),
medfor att

/ de\/—gV“X“:/ dPz {@i (\/—gX“)}

M M

:/ dP=1y (,/ngD) :/ dP~lg\/—yN2 XP
oM oM

:/ dP-1g —yn, X"
oM

I det andra steget kunde divergenssatsen (ett fall av
den allménna integralsatsen, ekvation (4.9)) anvindas
for att Gverfora integralen till randen. Sammanfatt-
ningsvis géller att

/ de\/—gV“X“:/
M

oM

D-1
d" e/ =y n X

(4.13)
Detta ar den kovarianta motsvarigheten av Stokes sats
som forekommer i allmén relativitet. Den kan anvindas
for partiell integration med kovarianta derivator. Rand-
termen far da samma form som hogerledet i ekvation

(4.13).

4.6 Riemann-, Ricci- och Einstein-

tensorn

Med hjélp av den tidigare introducerade Christoffel-
symbolen definieras nu dven en rad anvidndbara tenso-
rer som innehaller information om rumtiden i hanter-
bara format.

4.6.1 Riemann-tensorn

Krokning av rumtid innebédr kortfattat att andra
ordningens kovarianta derivata i allménhet inte kom-
muterar: V,V, # V, V. Att sitta ett matt pa denna
icke-kommutativitet kommer att bli vildigt anvand-
bart. I differentialgeometri anvinds den sa kallade
Riemann-tensorn for detta dndamal, och likval ar
denna tensor ocksa anviandbar i allmén relativitet.
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Med Christoffel-symbolerna definieras Riemann-
tensorn enligt [27, kap. 3.4]
o o o A o A o
Ry = 0,1, = 0,17, + 17,070 = 7,1\
(4.14)

De enskilda komponenterna i Riemann-tensorn inne-
héller information om hur vektorer férandras under
parallelltransportation genom en sluten kurva i mang-
falden (se figur 4.3 nedan) [30, kap. 3.6].

Figur 4.3: Parallelltransport av vektor pa en sfirisk
yta. Under forflyttningen forblir vektorns vinkel mot
véigen konstant, men i och med ytans krékning kommer
den inte langre peka &t samma hall efter att ha gatt
ett helt varv. Riemann-tensorn beskriver hur denna
férandring sker.

Forutom den uppenbara antisymmetrin R%,, =
—R?,,,, finns ett antal symmetriegenskaper som fram-

trader da det kontravarianta indexet sidnks

Rgp/“/ = = Ruuopa

Ro’puu + Ro’;u/p + Ro’upp, =0.

I avsnitt 3.2 betraktades Bianchi-identiteten fér F,, .
Nu kan den analoga identiteten for Riemann-tensorn
formuleras [27, kap. 3.4]:

VaBopur + ViRopau +VuRopva = 0.

I berdkningar med kovarianta derivator, sasom i hérled-
ningen av ekvation (4.16), kan Christoffel-symbolerna
bli 6vervaldigande manga. Det visar sig att givet en
(lorentzisk) mangfald M och en punkt p € M finns
alltid koordinater s& att [27, kap. 3.3]

_RO' v — -R oY
per pok (4.15)

(4.16)

g;w(p) = Nuv och 6pguu(p) =0.

Dylika koordinater kallas normala koordinater. I syn-
nerhet géller att Christoffel-symbolerna for denna
punkt och med detta koordinatval &r noll. Vid anvénd-
ning av normala koordinater tar termerna i ekvation
(4.16) formen

VaRgp,w = 8O¢R0'p/,l,l/
1

=3 (&X@Vapg(w + 000,05 9up
— 000,059pp — Baauﬁpgm,),

och analogt fér andra index. Eftersom partialderivator-
na kommuterar foljer att addition av de tre termerna
resulterar i noll.



4.7. Einsteins faltekvationer

4.6.2 Ricci-tensorn och Ricci-skalaren

Givet Riemann-tensorn kan en ny, mer kompakt tensor
kallad Ricci-tensorn skapas. Denna tensor innehaller
precis som Riemann-tensorn information om krékning-
en i rumtiden, men rent geometriskt handlar det nu
om forandringen av rumtidsvolymen (se figur 4.4) i
olika riktningar som resultat av denna krokning [31].
Explicit formuleras Ricci-tensorn av kontraktion av det
ovre indexet med ett av de tva deriverande indexen i
Riemann-tensorn [27, kap. 3.4]

Ry = R . (4.17)

Riemann-tensorns egenskaper resulterar i att Ricci-
tensorn far féljande symmetri:

R,uu = gUpRo',upu = ngRpUU;L = RV}L'
Ytterligare en kontraktion av index ger Ricci-skaldren

R=g"R,,. (4.18)

Skaléren &r invariant och ger information om rumtidens
totala krokning, det vill séga fordndring av rumtidsvo-
lymen men utan avseende till riktning. Till exempel
har en sfir med radien ro Ricci-skaliren R = 2/rd.
Se vidare i bilaga B.1 for berdkningen av denna samt
Riemann- och Ricci-tensorerna i denna geometri.

Tva initialt

Mangden rumtid
parallella—

som omsluts av
geodeter ~_,

geodeterna

Figur 4.4: Ricci-tensorn och Ricci-skaldrens fysika-
liska tolkning. Bada beskriver férandring av rumtids-
volymen mellan tva initialt parallella geodeter. Ricci-
tensorn innehéller information om férdndringen i olika
riktningar medan Ricci-skaldren endast beskriver den
totala fordndringen.

Vidare kan Bianchi-identiteten fér Riemann-tensorn
uttryckas med Ricci-tensorn och Ricci-skaldren. Multi-
plikation av ekvation (4.16) med g ¢°* ger

gpl/gop, (vaRap,uu =+ vuRapa,u + v,uRapya) =0.

Eftersom metriken kommuterar med den kovarianta
derivatan foljer att

ng (vaRpV - vV-Rpa + V[LRMpVOL)
= gpu (vaRpV - VVRpOL - V;J,Rpuuoz)
=V4R—-V,R", —V,R', =0.

Namnbyte av summeringsindex medfor att VoR =
2V, RY . Genom att aterigen anvdnda att metriken

och den kovarianta derivatan kommuterar erhalls f6l-
jande alternativa satt att skriva Bianchi-identiteten
[27, kap. 3.4]:

1
VH# Ry = 5V, R. (4.19)

4.6.3 Einstein-tensorn

Slutligen &r det ofta intressant att kidnna till storheter
som ar oférdndrade, det vill sdga att deras kovarian-
ta derivata ar noll. Ett exempel pa en sadan tensor
ar Einstein-tensorn G, som alltsa skall uppfylla [27,
kap. 3.4.1]

VG, = 0. (4.20)

Med utgangspunkt i Bianchidentiteten enligt ekvation
(4.19) géaller

1 1
V“RMV — §VUR = VH# (RMV — 29;41/R) =0.

Haér hittas en tensor med den 6nskade egenskapen. Det
dr denna som definieras som Einstein-tensorn

1
G/LD = R,uu - iRg;Lu~ (421)

4.7 Einsteins faltekvationer

Som sista steg i introduktionen till allmén relativitet
infors dess verkan for att hirleda rorelseekvationerna.
Det gors med principen om stationdr verkan, pa ett
liknande satt som for elektromagnetisk faltteori i av-
snitt 3.3. Verkan bor som vanligt vara sa simpel som
mojligt samt lorentzinvariant och nu adven invariant
under koordinatbyte. En elegant 16sning som uppfyller
detta bestar av Ricci-skaldren R samt tva konstanter
[27, kap. 4.1]. Tillsammans med volymelementet enligt
ekvation (4.8) ges Einstein-Hilbert-verkan

Spn = # /\/ng% [R—24]. (4.22)
FEinsteins gravitationskonstant r relaterar till Newtons
gravitationskonstant G enligt x? = 87G. Dess vir-
de sikerstéller att Einsteins gravitationsbeskrivning
sammanfaller med Newtons vid sma avvikelser fran
Minkowski-metriken [32]. Den kosmologiska konstanten
A kan tolkas som ett matt pa energitdtheten i vaku-
um [30, kap. 4.5]. Denna energi paverkar universums
expansion; en positiv kosmologisk konstant accelererar
expansionen, medan A < 0 tenderar att ge motsatt
effekt. Konstantens virde fér vart universum &r dock
inte faststallt och dess existens har lange varit under
diskussion [33].

Inverkan av materia representeras av en term Sy, med

lagrangiantdtheten L£,,. Denna materieverkan adderas
till Sgy och ger den totala verkan

1
S = —/\/—ngm [R— 2A—|—2/§2Em} .
2K2
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Nu kan verkan varieras med avseende pa metriken:

58 = 22 Pz (MVCZ)P%—2A4—%§£m}

Termen innehallande g"¥dR,,, visar sig kunna skrivas
om till

/ APz /=g V (9, V5g"" — V,6g")
M

= / dP~ 1z
oM

dér integralsatsen i ekvation (4.13) anvénds for att
konvertera integralen till en randterm. I enkla fall
kan variationen och dess derivata antas ga mot noll
i odndligheten, vilket medfér att bidraget forsvin-
ner [30, kap. 4]. En mer fullstdndig bild kraver dock
att verkan korrigeras med den sa kallade Gibbons-
Hawking-randtermen [27, kap. 4.1].

=Y np(gu VP gH" — V,697),

Darefter kan faktorn 6(y/—g) betraktas. Fran ekva-
tion (4.4) &r det ként att ¢"?0,g,, = 0,In(—g) =
}gay(—g). Detta tillsammans med nagra omskrivning-
ar ger

5(V=g) = 2

1

2=y

:\/j
2

5(—g) =

9" 09,

21/
<v-—gg#u59“”

Inséttning i den varierade verkan ovan (som ska va-
ra noll) ger ddrmed, tillsammans med faktumet att
0Ly = g;:;‘; dgHv att

(4.23)

gﬂuégmx = _5

5%5 dDar(—-%Vﬁ?éhwég“”{R-—zA-+2n2£m}

+vV—g {Rm/ég“” + 2/@2(554 )
1 1
= ﬁ /\/ -9 le‘ ( - §guuR + Ag,ul/ - KQ.guwcm

§€w>5 i

1
= ﬁ/ﬁde GW—FAQW—FZ%

—H%WQQ®W=0

08 =

+ R+ 252

5L
ag/tl/

dar vi i sista steget anvént oss av den tidigare introdu-
cerade definitionen av Einstein-tensorn G, (ekvation
(4.21)). Om verkansskillnaden skall vara noll fér alla
dg"” maste det alltsa gélla att

Guu + Ag,ul/ =

a o TG L.

Hogerledet kan skrivas som en enda tensor. Den defi-

nieras som
2 0SS

0L
Ny

THV = ag,uu

-2

(4.24)
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och kallas stress-energitensorn [30, kap. 4.3]. Den utgor
den del av rorelseekvationerna som beskriver hur metri-
ken péaverkas av materia. Tensorn kan tolkas som en re-
lativistisk generalisering av den klassiska stresstensorn,
dér dess komponenter ar téatheter av 4-rorelseméangder
i olika riktningar. Den klassiska stresstensorn med
normal- och skjuvspanningar ges av rumskomponenter-
na T%, medan T, T% och T° motsvarar energiden-
siteten, energiflodet respektive rorelseméangdstatheten
[34]. De fullstdndiga rorelseekvationerna ser alltsd ut
som fo6ljande:

G;w + Ag;w =K T;wv (4'25)

vilket dr Einsteins beromda faltekvationer. Exempel
pa hur 7T, paverkar l6sningarna kommer att ges i
nésta kapitel. Om den kopplade verkan for materia
inte hade inkluderats i harledningen skulle hégerledet
och stress-energitensorn vara noll.



5. Allman relativitet: Svarta hal

Detta kapitel tillampar teorin fran tidigare avsnitt
med syfte att forklara olika 16sningar till Einsteins
faltekvationer. Dessa kommer sedan att anvindas nér
den optiska konduktiviteten hos starkt kopplade ma-
terial berdknas ur den holografiska principen i kapitel
7. Vidare beskrivs den fysikaliska inneborden av 16s-
ningarna, som forklarar existensen av sa kallade svarta
hal.

5.1 Bakgrund

Efter formuleringen av Einsteins faltekvationer (ekva-
tion (4.25)) ar 1915 soktes exakta losningar till dem. I
de enklaste fallen ar stress-energitensorn 7}, noll, det
vill sdga att faltekvationerna behandlas i vakuum. En
trivial 16sning &r platt rymd dar Minkowski-metriken
Guv = M géller och A = 0. Den forsta icke-triviala
l6sningen som hittades kallas Schwarzschild-metriken
och publicerades 1916 av Karl Schwarzschild [35]. Det
ar den enklaste (icke-triviala) 16sningen till faltekva-
tionerna, och trots att den endast beror pa en enda
parameter, massan M, har den enorma konsekvenser
for var forstaelse av universum. Det uppkommer punk-
ter i rumtiden som ger singulariteter i metriken, nagot
som verkar fullstdndigt ofysikaliskt.

Om dessa punkter ar fysiska singulariteter eller bara
ett resultat av en inkomplett matematisk formulering
debatteras dn idag (se exempelvis artikeln av Roy Kerr
2023 [36]). Existensen av de svarta halen kring dessa
punkter dr dock séiker; sir Roger Penrose tilldelades
nobelpriset i fysik ar 2020 {or sitt arbete som visar att
formandet av svarta hal dr en robust forutsigelse av
den allménna relativitetsteorin [37].

Ett svart hal ar regionen kring en saddan singularitet dar
gravitationen &r stark nog att ingen information — inte
ens elektromagnetisk stralning — kan ldmna den. Mer
allménna fall av svarta hal 4n Schwarzschild-metriken
visar att de utéver massan ocksa karaktiriseras av den
elektriska laddningen @ och rérelsemédngdsmomentet
J. Detta sammanfattas i no hair theorem-hypotesen
som séger att alla stationédra svarta hal i asymptotiskt
platt rumtid endast karaktériseras av dessa tre egen-
skaper [27, kap. 6.3].

Svarta hél verkar bryta mot termodynamikens andra
lag, da de enligt no hair theorem-hypotesen har entro-
pin Sg, = 0. Genom att betrakta ett system med ett
svart hal och ett objekt med entropin S, > 0 framgar
att systemets totala entropi minskar om det svarta
halet absorberar objektet. Formodligen &r hypotesen
saledes ofullstdndig, men i nuldget finns ingen annan
generaliserad modell som inkluderar entropi.

Det visar sig ddremot att det dnda finns sétt att koda
in information annat &n M, J och Q i svarta hal givet
riatt omgivning. Efter att de relevanta lésningarna for
svarta hal presenteras kommer den sa kallade anti-de
Sitter-rumtiden att introduceras. Den gor det mojligt
att avldsa information pa randen av en rumtid med ett
svart hal via en dualitet med den konforma faltteorin
[13][38].

Vad randen av en svart hal-modell &r, vad CFT inne-
fattar och vad dess dualitet med AdS betyder kommer
dock inte tackas hér, utan hanvisas till senare kapitel.
I detta kapitel ar vi bara intresserade av matematiken
bakom svarta hal samt dess 16sningar i AdS-rumtid.

5.2 Schwarzschild-16sningen

Den forsta 16sningen som undersoks ar den tidigare
ndmnda Schwarzschild-16sningen. Den beskriver metri-
ken utanfor sfariskt symmetriska massor M som &r
stationédra (J = 0) och oladdade (Q = 0) i en rumtid
dar A = 0. Metriken approximerar langsamt roterande
objekt som planeter och stjarnor vil, men lampar sig
inte val for snabbt roterande objekt som exempelvis
neutronstjarnor.

5.2.1 Schwarzschild-metriken

Forst studeras hur Einsteins filtekvationer (ekvation
(4.25)) kan formuleras i franvaro av materia. Hogerle-
det, T},,, som harstammar fran narvaron av materia,
ar noll i vakuum. Multiplikation med g"* ger

1
gulj <R/_Ll/ - iRg;u/ + Agﬂy> = 0

Med hjalp av Ricci-skaldrens definition och identiteten
9" gy = 0¥, = D visar sig ekvationerna kunna skrivas
pa formen

(2— D)R+2DA = 0. (5.1)

Med tre rumsdimensioner och en tidsdimension ar
D = 4 och Einsteins fria ekvationer skrivs

R, = Agp. (5.2)
Detta ar en vanlig 16sningsgang och ger en elegant start-
punkt for att harleda Schwarzschild-l6sningen. Den be-
stdms genom att ansétta en sfariskt symmetrisk metrik
som narmar sig Minkowski-metriken och Newtons gra-
vitationsbeskrivning i odndligheten, det vill sédga &r

asymptotiskt platt. Schwarzschild-metriken beskrivs i
fallet D =4 av

1
f(r)

ds? = —f(r)dt® + dr? +72dQ,,  (5.3)
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dér det sfiriska vinkelberoendet utgors av S%-metriken
dQy = d#? + sin® #d¢? och [30, kap. 5.1]

=1 26M

r

(5.4)
Se figur 5.1 nedan f6r visualisering av l6sningen.

Handelsehorisont

D e

S
—

Singularitet

r=rg=2GM

Figur 5.1: Svart hal i Schwarzschild-metriken. Till
vénster: tvirsnitt av det svarta hélet i tre rumsdimen-
sioner. Till hoger: det svarta hélet i tva rumsdimen-
sioner och rummets krokning kring det. Notera att
geometrilinjerna inte &r menade att vara geodeter.

En intressant observation &r singulariteten som uppstar
da r = r¢ = 2GM. Radien benamns Schwarzschild-
radien, dar den sa kallade hdndelsehorisonten ligger.
Innanfoér den byter f(r) tecken: tiden blir rumslik och
radien tidslik. Det betyder att tid och rum byter be-
tydelse, och man har inget annat val dn att rora sig
radiellt mot centrum precis som vi normalt inte har
nagot annat val dn att rora oss framat i tiden. Mer om
den fysikaliska inneborden diskuteras i ndstkommande
avsnitt. Schwarzschild-metriken kan generaliseras till
fall dar A # 0. Metriken antar d& samma form men
funktionen f(r) far en ytterligare term;

2GM A
— =T

fr)=1- =2 2

(5.5)

5.2.2 Haindelsehorisonter och singularite-
ter

Fysikaliskt innebér h&ndelsehorisonten den gréns in-
nanfor vilken information gar forlorad ur en yttre
observators perspektiv [39]. Ingen information, inte
ens ljus, kan passera héndelsehorisonten utat. Objektet
kan darfor tolkas som ett svart hal med sin ‘rand’ vid
Schwarzschild-radien. Det géller forutsatt att massans
utstrackning &r mindre &n rg, sa att faltekvationerna i
vakuum géller [24, kap. 18]. Observera att dd M =0
existerar det ldngre inget svart hal och Schwarzschild-
metriken atergar till Minkowski-metriken.

Ett intressant fenomen &r att tidsdilatationen nérmar
sig oéndligheten for ett objekt som nérmar sig handel-
sehorisonten (da f(r) gir mot noll). Det innebéar att
objektet ser ut att stanna i tiden for en yttre obser-
vator. Det gar alltsa inte att observera att ett objekt
passera horisonten (se figur 5.2). For en observator
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som narmar sig héndelsehorisonten géller dock det om-
vianda: resten av universum ser ut att ‘snabba upp’ i
tiden, medan horisonten passeras i vad som upplevs
som &andlig tid. For smé svarta hal kommer en med-
veten observator dock inte kunna uppleva detta: de
starka ‘tidvattenkrafterna’ fran den snabba fordndring-
en av gravitation ndra det svarta halet kan bli sa stora
att de sliter sonder materia redan innan den passerar
horisonten. For stora svarta hal blir tidvattenkrafterna
sa starka forst innanfér horisonten [40, kap. 11.8][41].

rl2GM

| |
0 1 2 3

Figur 5.2: Ljuskonens beteende néra héndelsehori-
sonten i Schwarzschild-metrik. Nar den nirmar sig
horisonten fran utsidan smalnar den av asymptotiskt
mot noll, det vill sdga tiden ‘stannar av’. Innanfor
horisonten, déar tiden ar rumslik och vice versa, be-
ter sig sdledes ljuskonen tviartom. Streckade linjer &r
utgaende ljusgeodeter, medan heldragna &r ingdende
ljusgeodeter.

Schwarzschild-radiens singularitet &r inte en fysisk sin-
gularitet, utan ett resultat av koordinatvalet. Med
lampligt koordinatbyte, exempelvis Kruskal-Szekeres-
koordinater, kan den undvikas [30, kap. 5.7][40,
kap. 11.9]. De uppfyller att

2G3 M3
ds? = —#e*"/QC’M (dT2 — dR2) + 7r2dQy,
T2 _R2_(1_ r/2GM
R ( 2GM> ‘ ’

dar koordinaten T ar tidslik och R &r rumslik. Med
denna transformation av koordinaterna r och ¢ elimi-
neras alltsa singulariteten i hédndelsehorisonten. Med
andra ord dndrar vi vad som menas med rum och tid,
utan att dndra nagot rent fysikaliskt.

Det finns ddremot en singularitet i losningen som inte
ar koordinatberoende: r = 0. Detta &r vad som ver-
kar vara det svarta halets fysiska singularitet dér det
svarta halets massa M befinner sig. Oavsett koordi-
natval resulterar denna punkt i en singularitet. Som
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namnt tidigare &r det inte ként huruvida denna singu-
laritet existerar eller ej i verkligheten, men effekterna
av gravitation utanfor det svarta halet dr desamma.

5.3 Reissner-Nordstrom-losningen

Schwarzschilds 16sning visade sig tidigt vara ett speci-
alfall av en mer allmén 16sning till Einsteins faltekva-
tioner som behandlar elektriskt laddade massor. Den
hittades 1916 av bland andra Hans Reissner [42] och
ar kind som Reissner-Nordstrém-lésningen.

5.3.1 Reissner-Nordstrom-metriken

Om objektet har en elektrisk laddning @) alstras ett
elektriskt filt i den kringliggande rumtiden. Eftersom
elektromagnetiska filt bar pa energi innebér det att
stress-energitensorn T}, blir nollskild. Den definieras
for en viss materieverkan Sy, enligt ekvation (4.24) av

2 6Sm
V=g g
Om problemet 16ses i vakuum utanfor ett sfariskt sym-

metriskt svart hal med laddningen @ utgors Sy, 1amp-
ligtvis av Maxwell-verkan

T = — (5.6)

Sem[A,] /d% V=g { ~F,, F" ] (5.7)
utan strom [27, kap. 4.5]. Enligt berékningar i bilaga
A 3 blir stress-energitensorn
1 o

Ty = FF, Fp, — ZFPUF” Guv- (5.8)
Filtekvationerna 16ses genom att anvinda en ansats
som utgar fran den sfiriska symmetrin [30, kap. 6.5].
For D = 4 blir metrikens vinkelberoende aterigen d{2s.
En rimlig metrik dr ddrmed

guv = diag(—A, B,r? r?sin 0), (5.9)
dir A och B ar tva radiella funktioner som ska be-
stdmmas. Vidare bor det elektriska faltets riktning och
beroende vara radiella, medan det magnetiska féltet ar
noll. Den elektromagnetiska falttensorn har dérfor en-
dast tva nollskilda komponenter: Fy, = —F,; = —F,,
dar E, ar det elektriska filtet. Det bestams av Max-
wells ekvationer, som tack vare ekvation (4.11) och
falttensorns antisymmetri kan skrivas pa formen
1

V' = ﬁau (\/TQF‘“’) =0 (5.10)
For den ansatta metriken ir \/—g = vV ABr?sinf och
den kontravarianta falttensorns nollskilda komponen-
ter ir F*" = —F" = E,. /AB. P4 grund av symmetrin
erhalls endast en icke-trivial ekvation:

E.
2
o (5 ) =0

Ur detta fis E, = CoVAB/r?, dir Cg ar en integ-
rationskonstant [42]. Den beror pa laddningen och
bestams genom att betrakta griansen r — oco. Da més-
te metriken ga mot Minkowski-metriken, vilket inne-
béar att A, B — 1. Eftersom den totala laddningen
som innesluts ar @) ger Gauss lag pa integralform att
Cg = Q/4m. Det elektriska féltet blir ddrmed

QVAB

47r?

E, = (5.11)
Med hjalp av metriken, ekvation (5.9), och det elekt-
riska filtet, ekvation (5.11), kan Einsteins faltekva-
tioner 16sas. Fullstdndiga berdkningar utfors i bilaga
B.4, dar slutsatsen att B(r) = 1/A(r) dras. Reissner-
Nordstrom-metriken kan darfor skrivas

1
ds? = —f(r)dt® + ——dr? + r2dQs, 5.12
( ) f('l") 2 ( )
dér funktionen f(r) bestdms till
fry=1- 2N R HQ Gy
= T 3 32m2r2’ ’
5.3.2 Fysikalisk tolkning

Av  Reissner-Nordstrom-metriken  framgar  att
Schwarzschild-16sningen som forviantat fas av spe-
cialfallet @ = A = 0 (jamfor ekvation (5.4) med
(5.13)). Notera att laddningen (Reissner-Nordstrom)
kan ge upphov till férekomsten av tva horisonter: en
yttre hiandelsehorisont och en inre sa kallad Cauchy-
horisont [30, kap. 6.5]. Se figur 5.3 for visualisering av
16sningen. Beroende av vardet pa M, A och @ kan de
olika horisonterna ha olika betydelse fér koordinaterna
r och t. Ar laddningen tillriickligt liten relativt M
och A byter tid och rum betydelse innanfér den yttre
horisonten, men byter tillbaka innanfor den inre. Man
kan alltsa rora sig fritt innanfér den inre horisonten
och undvika singulariteten. Ar laddningen istéllet till-
réckligt stor saknas reella radier for horisonterna. Da
existerar det ingen héndelsehorisont och singulariteten
kan alltsé undvikas dven hér. For vidare ldsning, se
Hobson m.fl. [40, kap. 12.6-12.8].

Handelsehorisont

Cauchy-horisont

Figur 5.3: Svart hal i Reissner-Nordstrom-metriken
i tre rumsdimensioner. Den yttre horisonten ar som
bekant héndelsehorisonten, medan den inre &r Cauchy-
horisonten.
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5. Allman relativitet: Svarta hal

De for projektet relevanta svarta hal-lésningarna har
nu presenterats. Den generaliserade 16sningen for ro-
terande (J # 0) och laddade svarta hél i expande-
rande rymd (A # 0) &r den sa kallade Kerr-Newman-
lésningen [30, kap. 6.6]. Denna ar dock inte nodvandig
for projektet och ldmnas som rekommenderad vida-
re lasning vid intresse. Istéllet gors i ndsta avsnitt
en omskrivning av den nyfunna Reissner-Nordstrom-
l6sningen i den sa kallade anti-de Sitter-metriken; ett
kritiskt steg i processen infér AdS/CFT-dualiteten.

5.4 Anti-de Sitter-rumtid

Som tidigare ndmnts ger Ricci-skaldren R information
om rumtidens totala krokning. For att f& en intuitiv
forstaelse for hur krokning fungerar kan nagot mer
vardagligt, exempelvis en tvadimensionell yta, betrak-
tas. Om det inte finns ndgon krékning (R = 0), &r
ytan helt platt; likt ett pappersark, dar parallella lin-
jer forblir parallella. En positiv krokning (R > 0) kan
istéllet jamfoéras med ytan av en sfar, dar parallella
linjer saknas, medan en negativ krokning (R < 0) &r
som en hyperbolisk yta, dar parallella linjer istéllet
divergerar (se figur 5.4 nedan).

R>0

R=0

Figur 5.4: Platt, sfiarisk och hyperbolisk geometri
med respektive tillhérande virde pa Ricci-skaldren R.

Denna analogi kan strickas till fler dimensioner. Sa
kallad platt, sfarisk och hyperbolisk geometri géller i
allménhet for ett godtyckligt antal dimensioner, och be-
skriver i grund och botten huruvida lagredimensionella
ytor som lokalt verkar ‘parallella’ konvergerar eller
divergerar (eller forblir parallella). Exempelvis innebér
ett D-dimensionellt rum med sfirisk geometri att alla
tillsynes parallella d-dimensionella ‘ytor’, dar d < D, sa
smaningom konvergerar i en (d—1)-dimensionell ‘linje’.

I den allménna relativitetsteorin resulterar fallet med
R =0, inte helt forvanande, i platt Minkowski-rumtid.
Det positiva fallet, R > 0, kallas for de Sitter-rumtid
medan det negativa, R < 0, bendmns anti-de Sitter-
rumtid (ofta forkortat till AdS) [43, kap. 5.2]. Foku-
set ldggs pa den sistndmnda for att kunna studera
AdS/CFT-dualiteten (som forklaras i kapitel 6).

Den D-dimensionella AdS-rumtiden kan beskrivas som
en hyperboloid av dimension D = d 4 2 med radien L.
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Den kan parametriseras pa formen [44]

d+1
—LP=-X3 - X%+ X2
i=1

Hyperboloiden &r inbdddad i en (D + 1)-dimensionell
platt rumtid med metriken

d+1
ds? = —dXg —dX?, + > dX2.

=1

De d + 3 dimensionerna kan tolkas som d + 1 rumslika
(positiva) dimensioner och tva tidslika (negativa) di-
mensioner. Anti-de Sitterrumtidens hyperboliska struk-
tur illustreras i figur 5.5. En vanligare parametrisering
ar dock Poincaré-koordinaterna (t, z, &) som resulterar
i metriken

L2
G = —ydiag (=1,1,1,...,1). (5.14)
z
Av den hyperboliska AdS-rumtidens D = d + 2 dimen-
sioner ar en tidslik och resterande rumslika.

Poincaré-koordinaterna técker egentligen inte hela rum-
tiden (utan delar den i tva halva hyperboloider, dar
det oftast d4r z > 0 som viljs), men anvénds flitigt
dé& den har en mer latthanterlig form som fortfaran-
de stdmmer i korrespondensen AdS/CFT. Med denna
parametrisering har AdS-rumtiden en singularitet i
z =0, som kan ses som dess ‘rand’. Denna rand ligger
egentligen i oéndligheten ty z har en invers relation till
radiella koordinaten r, det vill sdga z — 0 da r — oo.

Tid
Anti-de Sitter-rumtid

Hyperbolisk skiva

Figur 5.5: Enkel bild av AdSs. Det (odndliga) tvadi-
mensionella rummet representeras av en hyperbolisk
skiva, ddr randen motsvarar r = 0o, och tiden repre-
senteras av den vertikala axeln. Det cylindriska skalet
som bildas av skivans rand och tidsaxeln kallas fér den
konforma randen.

5.5 Reissner-Nordstrom i AdS

Rumtiden kring ett elektriskt laddat svart hal, som
asymptotiskt Gvergar till anti-de Sitter-rumtid da
z — 0, kan bestdmmas genom att ansédtta en sfariskt
symmetrisk metrik som liknar den i ekvation (5.14):
L? 1
Juv = Z—leag (—f(z),z 1,..., 1) )

el (5.15)
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Notera att de tva forsta komponenterna avser tiden
och z-koordinaten; en metrik som beskrivs av denna
tensor ar alltsa ekvivalent med sambandet

L2

ds* = 2 (—f(z)dt2 + L

f(z)
Faltekvationerna kan losas pa samma sitt som for
Reissner-Nordstrom-lésningen i forra avsnittet. En full-
stdndig berdkning finns att ldsa i bilaga B.5. Losningen
som hittas ar

d—1r?p%2% 2\

d—1r*p?24 ( z >2d

ZH

dz2+dx?+---+dm3>.

(5.16)

d L?

dér z = zy ger héndelsehorisonten. Se figur 5.6 nedan
for visualisering av 16sningen. Konstanten p relateras
till laddningen, och den elektromagnetiska potentialens
nollskilda komponent ar

=G

Tid % ‘

Figur 5.6: Visualisering av ett Reissner-Nordstrom-
svart hal i AdSs med tillhérande hyperbolisk skiva
till hoger. Rumtiden beter sig som AdS vid randen
(z = 0), men kroks kraftigt néra det svarta héalet. No-
tera att geometrilinjerna inte ar matematiskt korrekta
geodeter, utan endast en illustration av krokningen.

(5.17)

Det visar sig att kravet om asymptotisk anti-de Sitter-
rumtid ger en relation mellan AdS-radien och den
kosmologiska konstanten. De fullstdndiga berdkning-
arna visar nidmligen, eftersom f(z) — 1 da z — 0,

att d(d )
+1
A= ——7-——.
212
Notera speciellt att A < 0 for anti-de Sitter-rumtid
med d > 1, vilket &r konsekvent med en negativ krok-

ning i ekvation (5.1), eftersom D > 3.

(5.18)

5.6 Hawking-temperaturen

Ar 1974 anvéinde Stephen Hawking matematiken for
svarta hal tillsammans med kvantfaltteori for att visa
att svarta héal avger en stralning [45]. Denna stralning

kallas numera Hawking-stralning och visar sig vara ek-
vivalent med viarmestralning, vilket betyder att svarta
hal har en temperatur (Hawking-temperatur) [46]. For
ett svart hal i en rumtid med metrik av samma slag
som den i ekvation (5.15) definieras denna temperatur
som [47, kap. 6]

Ty = % | f/(zm1)] - (5.19)

Att sa ar fallet kan bekriftas genom ett koordinatbyte
da metriken utvecklas kring horisonten. Den exakta
formen f6ljer av filtteorin samt att horisonten inte ut-
gor en singularitet [17, kap. 4]. Hawking-temperaturen
ar en anvindbar parameter nar f(z) behover taylorut-
vecklas néra horisonten. Med funktionen f(z) enligt
ekvation (5.16) evalueras Ty till

1 (d—1)2 K2u?23
Ty = d+1-—-——*— . 2
U7 dren ( + d L2 (5-20)

Med detta har all relevant teori inom allmén relati-
vitet presenterats. I nésta kapitel lamnar vi tillfalligt
relativitet, och borjar istallet med att ga igenom ndd-
vandig kunskap inom kvantfiltteori innan AdS/CFT-
dualiteten slutligen presenteras.
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6. Kvantfaltteori och holografisk dualitet

Holografisk dualitet bygger pa att det finns en dualitet
mellan en rymd och en annan rymd i en hogre dimen-
sion [48]. Ett specifikt fall & AdS/CFT-dualiteten,
dar kvantgravitation i AdS-rumtid relateras med kon-
form féltteori i en ldgre dimension. Vad som relateras
i denna dualitet och hur den anvénds forklaras i detta
kapitel.

6.1 Brott mot konform symmetri

Viart att poédngtera ar att ‘konform féltteori’ som
sddan inte anvédnds i detta projekt; det ar egentligen
mer korrekt att anvinda bendmningen kvantfiltteori
(QFT). Anledningen till att konform faltteori (CFT)
anda ndmnts ar att AdS/CFT-dualiteten bygger pa
symmetrin mellan just en konform kvantfiltteori och
AdS-rumtid. En konform kvantfiltteori ar en kvant-
faltteori inom vilken fysikens lagar &r invarianta under
konforma transformationer: transformationer som lo-
kalt bevarar vinklar men inte nédvandigtvis langdska-
lor. En sadan teori bryr sig alltsé inte om léngder och
avstand (det vill sdga storskalig fysik dr densamma
som smaskalig fysik) [49, kap. 4]. AdS/CFT-dualiteten
géller saledes specifikt for ren AdS-rumtid, det vill
sdga en rumtid utan skala; en sddan &r konformt
invariant 6verallt.

Sa fort vi lagger till vart Reissner-Nordstrom-svarta hal
med dndlig temperatur bryts skalinvariansen (och dér-
med ocksa CFT-symmetrin) i rumtiden néra det svar-
ta halet, vilket motsvarar lagenergifysik (4ven kallad
IR-fysik) for materialet pa randen [50]. Néra randen,
vilken motsvarar hogenergifysik (UV-fysik), ar model-
len déremot fortfarande konform d& effekterna av det
svarta hélet gar mot noll. Ddrmed kan z-koordinaten
tolkas som en energi-koordinat, ddr minskande z repre-
senterar 6kande energi [51]. Det visar sig att AdS/CFT-
korresponensen géller sa linge randen ar konform &ven
om den inre rumtiden i sig inte ar det, varfor det fun-
gerar att anvinda fysiken néra svarta hal i AdS/CFT-
dualiteten trots att den konforma symmetrin bryts [52,
kap. 3].

6.2 Viagintegraler och partitionsfunk-
tioner

Det som kommer anvidndas fér att sammankoppla
kvantfiltteorin och gravitationsteorin ar partitions-
funktioner och genererande funktionaler, vilka vi far
fram ur vdgintegraler.

Feynmans vigintegral anvinds for att evaluera den
kvantmekaniska propagationen mellan tva punkter i
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koordinatsystemet ¢ med en given verkan S[q]. Detta
ar ett resultat av att partiklar propagerar som vagor
nir de inte interagerar med sin omgivning. Verkan
beskriver sannolikheten att propagera en viss vig eller
riktning, sa for att bestimma sannolikheten att pro-
pagera mellan tva punkter berdknas en integral 6ver
alla mojliga viagar viktat med sannolikheten for varje
viig (se figur 6.1). Liksom i féregdende kapitel anvinds
naturliga enheter for att forenkla uttrycken. Formellt
beskrivs végintegralen som

{agle™ ™ q;) = /Dq e'Slal, (6.1)
dir [Dq dr en funktionalintegral (se avsnitt 2.2) ty
rummet vi integrerar i ar ett funktionsrum [20, kap 3.2].
Harledningen av vigintegralen (som gors fran Schro-
dingers ekvation) kan hittas i bilaga C.1 for den intres-
serade.

t,

-
‘) ‘> -

\
\

Klassiskt Kvantmekaniskt

Figur 6.1: Skillnaden mellan klassisk och kvantme-
kanisk propagation. I klassisk mekanik finns det bara
en mojlig vig for partikeln att ta (givet begynnelse-
och slutvillkor). T kvantmekanik propagerar partikeln
istéllet som en vag och kan da ta odndligt manga olika
vagar, med en sannolikhetsvikt for respektive véig.

Ekvation (6.1) visar hur propagationen definieras i
kvantmekanik och beskriver alltsd hur propagatorn
for ett enpartikelsystem beter sig dar partikeln tar
alla vigar mellan start- och slutpunkt (g;,qs), viktat
med verkan for varje viag. I kvantfaltteori kan detta
generaliseras till [53, kap. 1]

<¢f7 tf‘¢l;tz> = N/ D¢ ei ‘/‘tif a f dte Lfri(¢78¢) . (62)

Har beskriver

Do [[ I de(@t)

ti<t<tf gcRd

integralmattet for funktionalintegralen, N dr en nor-
maliseringskonstant och Lg($,0¢) ar den fria lagran-
giandensiteten for det fria filtet ¢. Nu nér vi 6vergatt
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till en kvantfiltteori betraktas partiklar istédllet som
excitationer i ett filt ¢, som fokuset dérmed ligger
pa. Végintegralen omtolkas som att vi betraktar alla
faltkonfigurationer viktat med motsvarande verkan.

I termodynamik och statistisk mekanik anvénds parti-
tionsfunktioner for att erhalla termodynamiska vari-
abler. For ett kvantsystem &r det mojligt att analogt
definiera en partitionsfunktion som

Z=3 = ale M ) = tre P (63)

n

dar tr (e’ﬁg ) beskriver partitionsfunktionen i Hilber-

trummet av mojliga tillstand och S8 ar relaterat till
systemets temperatur T som 3 = 1/kgT [20, kap. 3]
[54]. Med vart enhetsval dr kg = 1. Denna partitions-
funktion kan skrivas med vigintegralformalism som

[53, kap. 1.4]
7 = /quiS[q].

En langre utveckling om detta finns i bilaga C.2. Denna
integral kan liknas med végintegralen, ekvation (6.2),
genom en sa kallad Wick-rotation: t — i7 [20, kap. 3.2]
[55, kap. 2]. P4 s satt kan partitionsfunktionen for en
fri faltteori skrivas som

7 /,Dd)eifddmﬁfﬁ‘

Genom att introducera kéllor h(x) f6r en given kvanto-
perator O(x) kan den genererande funktionalen skrivas
som [11, kap. 12.1][53, kap. 1.3]

Z[h] = / Dy’ e lEmth@Ow]

(6.4)

(6.5)

(6.6)

Denna funktional kan pa samma séitt som partitions-
funktionen ses som ett objekt som innehaller informa-
tion om systemet i fradga. Den genererade funktiona-
len kan sedan anvindas for att definiera den allmén-
na n-punktskorrelationsfunktionen for kvantoperatorn
O(z1),0(x2),...,0(x,) som [17, kap. 1][48, kap. 2]

(O(x1) ... O(x))
1 5" Z[h]

e (6.7)
=(—1) Z[h] 0h(z1) ... 0R(zy) |,

I (statistisk) kvantfaltteori kan n-punktsfunktionen
tolkas som den statistiska korrelationen mellan ope-
ratorn O(x) fér punkterna z1,...,z, [56, kap. 2.2].
Beroende av val av operator kan det handla om allt
fran sannolikhetsamplituden att hitta ett antal partik-
lar till att relatera magnetféltstyrkan i ett antal givna
positioner.

Med ekvation (6.7) definieras tvipunktsfunktionerna
som [20, kap. 5]

-1 62Z[n)

(O(x1)O(x2)) = Z[h] 8h(z1)6h(x2) |,_g

(6.8)

Mer konkret kan tvapunktsfunktionen, exempelvis
(J(x1)J (x2)) mellan stromtéitheterna J(x1) och J(w2),
ses som den statistiska relationen mellan stromtéthe-
terna vid tva olika positioner i ett material. Faktumet
ar att denna tvapunktsfunktion &r relaterad till kon-
duktiviteten och kommer dérmed vara central i nésta
kapitels berdkning.

6.3 AdS/CFT-dualiteten

Nu, ndr bade AdS-rumtiden och grundldggande kvant-
faltteori har introducerats, ar det tillfille att forklara
vad som sammankopplar dem i AdS/CFT-dualiteten.
Kopplingen har sin grund i att de genererande funktio-
nalerna for kvantfiltteori i en rumtidsdimension d + 1
ar matematiskt samma som pa randen av en AdS-
rumtid med d + 2 dimensioner [57]. Denna observation
beskrivs i Gubser-Klebanov-Polyakov-Witten-formeln

Zarr[M@)] = Zgrav[h()], (6.9)

som ligger till grund for AdS/CFT [13][48, kap. 2][57].
Notera att det i allménhet handlar om en kvantgra-
vitation, men en forenkling av detta till den icke-
kvantiserade gravitationsteorin ger en bra approxi-
mation; hidanefter sirskiljer vi inte dessa. Den gravi-
tationella genererande funktionalen pa randen av en
AdS-rumtid med d + 2 dimensioner kan beskrivas som

¢—h _
Zunnlh(a)) = [ Dol

dar ¢ — h betyder att féltet ¢ ska vara lika med kéallan
h vid randen av AdS-rumtiden: h(z) = lim, o ¢(x)
[17, kap. 1.6]. Genom att betrakta Zg,, semiklassiskt
kan foljande approximation goras med hjalp av sadel-
punktsmetoden:

Zgrav [h(I)] ~ eisgrav [¢*] .

(6.10)

(6.11)

Hér ar ¢* filtet som fas nér rorelseekvationerna l6ses
for en given teori.

Den genererade funktionalen for kvantfaltteori, 4 andra
sidan, blir enligt ekvation (6.6) med d + 1 dimensioner
(en lagre dn gravitationsteorin) [17, kap. 1.6]

Zarr|h(z)] = /DéeiSQFT“fdd“”” O@h@) (5.12)

Fordelen med AdS/CFT éar att denna integral, som
kan vara extremt komplicerad i bland annat starkt
kopplade material, inte behéver beriknas. Exempelvis
kan tvapunktsfunktionen i ekvation (6.8) beréknas ge-
nom att ga over till gravitationsteorin med hjalp av
ekvation (6.9):

-1 82 Zqr
ZQFT 5h(1’1)(5h((£2)
-1 82 Zgrav
o Zgrav 0h(x1)0h(x2)
9 Sa[¢7]
Oh(x1)oh(z2)

<O($1)O(l‘2)> =

h=0

(6.13)

h=0

)

h=0
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6. Kvantfiltteori och holografisk dualitet

vilket innebér att det récker med att berédkna Sgray pa
randen av rumtiden med gravitationsteorin och sedan
utfora funktionalderivator. Det ar precis pa detta sétt
som den optiska konduktiviteten i modellen av ett
svart hal kommer att berdknas i ndsta kapitel.

Négra viktiga korrespondenser mellan den hogre di-
mensionen (kallad bulken) och den ligre dimensionen
(kallad randen) brukar listas i ett ‘holografiskt lexikon’
[17][47]. Nagra av dessa visas i tabell 6.1 nedan.

Tabell 6.1: Holografiskt lexikon som visar vad storhe-
ter pa randen (i konform féltteori) motsvarar i bulken
(kvantgravitation).

Rand (CFT) Bulk (gravitation)

ZQFT Zgrav

Skalar operator O Skalart falt ¢

Kalla h(z) Féltet pa randen, 11_1;% o(x)
Stress-energitensorn T, | Metrik g,

Bevarad strom J* Elektromagnetisk potential A,
Temperatur T’ Hawking-temperatur Txy

Kemisk potential p Elektrisk potential A; vid randen
Kallan av operatorn Ledande term i faltets serieutveckling
Respons Féaltets andra serieterm
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7. Berakning av ett starkt kopplat materials

konduktivitet

Lat oss nu angripa problemet med att berdkna konduk-
tiviteten hos ett starkt kopplat material. Konduktivi-
teten kan berdknas fran den genererande funktionalen
enligt QFT. Som det anspelades pa i inledningen ar
starkt kopplade material komplexa att modellera. Ett
exempel pa detta ar dess verkan som ar mycket svar
att bestdmma. Detta problem maste kringgas for att
berdkna konduktiviteten fran den genererande funk-
tionalen som ar beroende av verkan. En metod ar att
anvianda den holografiska dualiteten.

Beridkningen bygger pa att verkan for ett svart hal
modellerat i AdS &r betydligt mindre komplicerad
an for det starkt kopplade materialet. Om verkan pa
randen av det svarta hélets bulk dr kdnd kan den, med
hjélp av den holografiska dualiteten, relateras till den
genererande funktionalen i QFT. Att hitta det starkt
kopplade materialets konduktivitet reduceras ddrmed
till en berdkning pa en modell av ett svart hal i en
hogre dimension.

Berdkningen kommer att utféras pa en starkt kopp-
lat materal i 241 dimensioner med ett elektriskt filt
som antas vara konstant i rummet utan roérelseméangd
(vagtalet ar noll).

7.1 Konduktiviteten utan metriksvar

I och med att energi kroker rumtid medfor en pertur-
bation av ett filt att ocksa rumtiden &ndrar sig. Till
en borjan utfors en rdkning dér rumtidens motreaktion
pa perturbationen av den elektromagnetiska potenti-
alen, metriksvaret, bortses ifrdn. Vi borjar alltsé att
berdkna konduktiviteten utan metriksvar.

7.1.1 Uttryck for konduktiviteten

Konduktivitet o visar hur ett visst material inducerar
strém J som respons av ett elektriskt falt E, och kénns
igen i det vedertagna sambandet

J=0E. (7.1)
I denna berdkning betraktar vi endast elektriska falt
som &r konstanta i rummet, det vill siga endast tidsbe-
roende. Detta motiverar att gora berdkningar i fourier-
rummet, dir de istéllet ar vinkelfrekvensberoende. Om
endast den fouriertransformerade storheten betraktas

kan sambandet skrivas
J(w) = o(w)E(w), (7.2)

dir o(w) ar den optiska konduktiviteten. Ekvationen
visar att en storning i det elektriska filtet vid en given

frekvens w ger en respons i form av strom vid samma
frekvens, det vill sdga en linjar respons. I kvantféltteo-
ri bestdms konduktiviteten fran tvapunktsfunktionen
enligt [17, kap. 3.4]
(/) _ 1
=-—=—(JJ).
ofw) = L = —(J)
Med hjilp av ekvation (6.8) kan ekvation (7.3) skrivas
om som

(7.3)

o(w) = (1) = -

w

1 -1 &Zgrr
w ZQFT 0hdh ’

(7.4)

I upplysning av filtteori for AdS/CFT (se avsnitt 6.3)
kan den genererande funktionalen for randen relateras
till den f6r bulken enligt ekvation (6.13). Detta innebér
att konduktiviteten kan beréknas fran

1 -1 &Zger _ 1 5°5*
iw Zorr OhSh  iw Shoh’

(7.5)

olw) =

dér S* representerar verkan pa randen av AdS (det vill
sdga verkan pa randen av gravitationsteorin). Forutsatt
att ett explicit uttryck for S* ar ként har problemet sa-
ledes reducerats till att utfora tva funktionalderivator;
inget uttryck for verkan i QFT behdver hittas.

7.1.2 Verkan i bulken

Lat oss nu férsoka hitta verkan S* pa randen av AdS-
rumtiden. Om det starkt kopplade materialet betraktas
i 24 1 dimensioner utgors bulken av en hogre dimen-
sion D = 4, det vill siga AdS,. Som tidigare berdknat
lyder metriken foér ett Reissner-Nordstrom-svart hal
i AdS-rumtid enligt ekvation (5.15) dar f(z) ges av
ekvation (5.16). For AdSy, dar d = 2, blir metriken
saledes

L2

ds o [—f(z)dt2+ L

f(2)

dz? +dz® + dyz} , (7.6)

med f(z) enligt

fz)=1—(1+a) (;{)3 +a (;)4 (7.7)

dér zp som tidigare betecknar horisontens ldge och

_ Enz,u?z%,
2 I?

(7.8)

Genom att berdkna determinanten av metriken erhéalls
ett uttryck fér /—g enligt

\/jzli

. (7.9)
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7. Berékning av ett starkt kopplat materials konduktivitet

Eftersom berdkningarna till en boérjan goérs utan
metriksvar ar det tillrdckligt att betrakta Maxwell-
verkan utan strom i krokt rum, vilket med omskrivning
fran ekvation (3.7) blir [17, kap. 3.4]

1 1

Partiell integration av verkan ger

2
1 v
+ 3 /\/—g dtz ANV FH

1
S = —f%d?’sc —yn, A, FHY

1
- _ifdgm —yn A, FM +0= 5%,

Den andra termen blir noll enligt Maxwells ekvationer i
avsaknad av strom (ty V,F* = 0). Den forsta termen
ar verkan pa randen av AdS, vilket dr precis det som
skulle uttryckas. Som introducerats i ekvation (4.12)
fas v;; frén g, = diag(v;j, N?) och normalen &r en
vektor sa att n, = (0,0,0,N) (dér det for notationens
skull antas att z-komponenten ar satt som sista index).
Dérmed géller det, eftersom f(z) = 1 pa randen, att

h_n_ L1 _ L
) Lo N \éfs 2 (7.10)
V== ;[Z 23
Alltsa galler att
S* = %j{d% i—:A,,FZ”. (7.11)

Verkan ar nu beskriven pa randen av AdS. Nésta steg
i berdkningen av konduktiviteten dr egentligen att ut-
fora deriveringarna med avseende pa kéllan h. Detta
kraver dock en tydligare bild av vad h ar samt hur
verkan beror pa den. Darfér behdver verkan uttryckas
i den storning som liaggs till den elektromagnetiska
potentialen.

7.1.3 Bulkens verkan som funktion av po-
tentialen

Systemets rorelseekvationer, som i vanlig ordning fas
genom att variera verkan, dr Maxwells ekvationer i
krokt rum. De skrivs enligt ekvation (5.10) pa formen

Ou(V=gF"™) = 0.

Som tidigare etablerat (se ekvation (5.17)) beskrivs
potentialen i AdSy med den enda nollskilda kompo-

nenten
z
At = <1 — ) y
ZH

dar p enligt det holografiska lexikonet i tabell 6.1 ses
som den kemiska potentialen. Om problemet betrak-
tas som en linjériserad respons stors potentialen och

(7.12)

(7.13)

22

metriken enligt

A, — Au"‘aw

- (7.14)
Guv — Guv + h,uua

dér h,, = 0 for stunden, d& metriksvar ignoreras. Per-
turbationen a,, viljs nollskild endast i z-riktningen, for
att studera konduktiviteten nar det palagda elektris-
ka faltet 4r homogent (och riktat i a-led). I och med
att endast frekvensberoendet studeras ar ¢t den enda
av randens koordinater som a, beror av, men detta
utesluter ej ett z-beroende. Det ar sdledes befogat att
skriva potentialen som

ay = /dw gy (2)e™ ™t (7.15)
dér a.(z) alltsa ar den fouriertransformerade potenti-
alen. Da metriksvar ignoreras kommer endast denna
perturbation spela roll.

Insdttning av den fouriertransformerade perturbatio-
nen i rorelseekvationen (ekvation (7.12)) ger, efter an-
vandning av F),, = 0,4, — 0, A,, en andra ordningens
differentialekvation for v = z (6vriga ekvationer ger
det triviala sambandet 0 = 0):
U 2
ﬂ+§%+%%:
I och med att funktionen kommer att utviarderas pa
randen av AdS (z — 0) motiveras valet att ansitta
randbeteendet a, = cz® + h.o.t. (hogre ordningens
termer). Derivering och inséttning omvandlar differen-
tialekvationen till f6ljande form:

0. (7.16)

0=AA -1z 24 = AA - 1)ez”72,

déar hogre ordningens termer har forsummats. Det finns
séledes tva 1osningar A = 0 och A = 1, varvid 16sning-
en av den ursprungliga differentialekvationen (ekvation
(7.16)) blir

Gy =02’ + 12t + .. (7.17)

déar termer av hogre ordning, som hérstammar fran de
forsummade termerna, inte skrivs ut explicit. Forsta
konstanten ¢ identifieras som den ledande i bulken,
vilket alltsa korresponderar till kéllan av operaton
pa randen (se det holografiska lexikonet i tabell 6.1).
Alltsa géller i det héar fallet att kéllan identifieras som
h = cg. Andra konstanten, ¢;, kommer fran nésta term
i taylorutvecklingen och ar darmed responsen.

Nu géller det att sdtta in uttrycket for a, i verkan.
Givet ekvationerna (7.11) och (7.17) erhalls uttrycket
for verkan beroende av potentialen

1 L*
. i (7.18)
= /de 5(00 + ¢12)c1 + heo.t.



7.2. Konduktiviteten med metriksvar

Malet att finna kéllan och ett explicit uttryck for ver-
kan pa randen beroende av den &r nu uppfyllt. Insétt-
ning i ekvation (7.5) och anvindning av det linjira
sambandet mellan kélla och respons (¢; = konst - ¢)
ger konduktiviteten

( ) 1 52 ( + 2 )
o\W) = ————(CoC1 €1z
2iw dcodey z=0 (7.19)
10, e
T iw deg te iwey

Det aterstar nu endast att bestimma konstanterna cg
och ¢1. I och med det linjidra sambandet mellan kéllan
och responsen riacker det dock att avgora forhallandet;
gemensamma faktorer tar ut varandra i divisionen.

7.1.4 Konstanternas 6msesidiga beroende

Genom att hitta en exakt 16sning till differentialekva-
tionen (7.16) och sedan taylorutveckla denna kan de
tva konstanterna avlédsas. Notera att differentialekva-
tionen kan skrivas pa formen

Med variabelbytet
? ds

Do 7

tillsammans med kedjeregeln & = -4 = f(2)<L blir

nu detta

1(2)

d? 9
@dr(l) = —wZdy(l).

Fran denna vilkdnda differentialekvation fas att 16s-
ningen ar

p(2) = ap @) fq_e@E g, 4 € C.

Eftersom detta ar perturbationens fouriertransform
blir 16sningen

ax(zﬂt) = /dw |:a+6iwl(2)7iwt + a_efiwl(z)fiwt:| )

Eftersom funktionen I(z) dr vixande ror sig den forsta
termen at 6kande z medan den andra ror sig mot mins-
kande z, det vill sdga ut ur det svarta halet. Jamfor
med hoger- respektive vinstergaende vagor etF®—iwt
och e~ thz—iwt Vid » = 7y fas alltsd randvillkoret att
den andra, ofysikaliska (som diskuterat i avsnitt 5.2.2
kan ingen information kan passera héndelsehorisonten
utét), termen ar 0.

Vid randen z = 0, dar f(z) = 1, taylorutvecklas 16s-
ningen som

G:(2) = ay + ayiwz + (9<22>.

Jamforelse med ekvation (7.17) ger att ¢y = a4 och
att ¢; = iway.

7.1.5 Konduktivitetens frekvensberoende

Konduktiviteten blir siledes, genom inséttning av kon-
stanterna co = a4 och ¢; = iway i ekvation (7.19):

o(w) = 1 lway 1
Cdwey  dway

(7.20)

Detta dr AC-konduktiviteten for ett starkt kopplat
material berdknat genom modellen av ett svart hal
utan metriksvar.

7.2 Konduktiviteten med metriksvar

Vi kan nu undersoka fallet med metriksvar, alltsa att
metriken nu paverkas da den elektromagnetiska poten-
tialen perturberas. Pa samma satt som i tidigare berak-
ning ar bulken en AdSs-rumtid innehallande ett laddat
Reissner-Nordstrom-svart hal. Problemet betraktas
aterigen som linjar storning, ekvation (7.14). Skillna-
den ndr metriksvaret nu inkluderas &r att h,, # 0.
Eftersom metriken varieras motiveras det att inklude-
ra Einstein-verkan fran ekvation (4.22). Alltsa blir den
totala verkan

1 1
_ / 4 v
dar, enligt ekvation (5.18),
3

Bakgrundsmetriken kommer precis som i féregaende
modell att utgoras av diagonalelementen i enlighet
med ekvation (7.6). Eftersom bakgrundens elektromag-
netiska potential, som har en nollskild ¢-komponent,
perturberas med en z-komponent visar det sig att
metriksvaret innehaller en blandterm mellan dessa ko-
ordinater [51]. Darmed férekommer &ven icke-diagonala
termer i metriken enligt

“Lf 0 hw 0
0o L1 o o
, = 27 7.23
In he 0 Lo (7.23)
0 o o L

Det visar sig att ett metriksvar pa denna form inte
paverkar 16sningsgéngen i avsnitt 7.1, bortsett fran
att differentialekvationen skiljer sig at. Darmed galler
precis som tidigare att

C1

o(w) = PR (7.24)
Metrikstorningen hy, utgor ytterligare en okédnd funk-
tion, vilket medfér att fler ekvationer 4n Maxwells
ekvationer behovs for att l6sa problemet. Eftersom
Einstein-Hilbert-verkan inkluderades utgors rorelse-
ekvationerna dessutom av FEinsteins féltekvationer,
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7. Berékning av ett starkt kopplat materials konduktivitet

varfor &ven dessa nu kommer att anvindas.

Med den ansatta metriken och potentialen tar den av
Maxwells ekvationer (7.12) som &r icke-trivial formen

1d? ’y p2 o, 2
< Bz ). (72
f ds2 Az + (faw) ZH .2 (hta: + Zh’t$> (7 5)
Einsteins filtekvationer, G, + Agy, = 2T}, medfor
att
2
oo+ Shee = 262, (7.26)
z ZH

For den intresserade ldsaren finns hérledningar av ekva-
tionerna (7.25) och (7.26) i bilaga C.3. Med den senare
ekvationen kan h, elimineras ur den forsta, som efter
fouriertransform lamnar differentialekvationen

22> a; =0,

dér perturbationen av potentialen fouriertransformeras
pa samma sétt som i ekvation (7.15). Notera likhe-
ten med differentialekvationen (7.16) utan metriksvar.
Skillnaden &r z?-termen som uppstdr pé grund av
metrikens perturbation.

w2 2uPK?
f L22%

fal + f'al, + < (7.27)

Malet ar att bestdmma a,, varvid en taylorutveck-
ling kan avsléja konstanterna cy och ¢; som kravs for
att bestdmma konduktiviteten enligt ekvation (7.24).
Till skillnad fran fallet utan metriksvar saknas enkla
l6sningar och problemet 16ses istdllet numeriskt. De
randvillkor som anvinds ar att information inte ska
kunna passera horisonten utat. Nara horisonten kan
ekvation (7.27) taylorutvecklas for att hitta randvillkor
som géller for z ~~ zy. Eftersom f(z) ~ 47T (2 — 2)
uppfyller 16sningen

Gy ~ (2m — 2)FT0T,

for z &~ zy. Temperaturen ges enligt det holografiska
lexikonet i tabell 6.1 av Hawking-temperaturen

Ty = — i
4’/TZH 212

De infallande randvillkoren uppfylls genom att bortse
fran 16sningar som motsvarar utgaende vagor. Med
tidsberoendet e~ blir det infallande randvillkoret
diarmed att G, ~ (25 — 2)~ %7 vid horisonten. Den
fullstdndiga numeriska losningen beskrivs i bilaga C.4.
Den erhéllna konduktivitetens realdel illustreras for
olika véirden pa den kemiska potentialen i figur 7.1.
Vid laga frekvenser antar den ett &ndligt DC-vérde.
Den vaxer till ett maximum och gar sedan asymp-
totiskt mot 1 for hoga frekvenser. Hogre virden pa
den kemiska potentialen motsvarar ligre DC-virden
samt ger storre maximan och forskjuter dem till hogre
frekvenser.

(7.28)

24
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Figur 7.1: Realdelen av konduktiviteten o som funk-
tion av frekvensen w for olika virden pa den kemiska
potentialen p vid en given temperatur 7.

I figur 7.2 visas frekvensberoendet for konduktivitetens
imagindrdel for olika virden pa den kemiska poten-
tialen. Den gar mot odndligheten for laga frekvenser,
avtar sedan till ett minimum och gar asymptotiskt mot
noll for héga frekvenser. Hogre viarden pa den kemiska
potentialen medfor ligre miniman som ges vid hogre
frekvenser.

6
513
e
=S Ve — /T =5
3 st |
S | R A A R PP wu/T =25
g 2 ‘\ i 1
= L U N I REAEY - w/T =50
1\
O \—2‘..::__'_.',-_7 ________________
-1 ‘
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w/T

Figur 7.2: Imaginirdelen av konduktiviteten o som
funktion av frekvensen w for olika varden pa den ke-
miska potentialen u vid en given temperatur T.

Den forsta beriknade konduktiviteten, som erhélls i
ekvation (7.20), var konstant 1. Nar hénsyn tas till
metriksvaret erhalls ddremot en frekvensberoende kon-
duktivitet. Observera att den frekvensberoende kon-
duktiviteten vid héga frekvenser gar mot det konstanta
viarde som ges utan metriksvar. Losningarna verkar
aven sammanfalla for laga viarden pa den kemiska po-
tentialen, bortsett fran imagindrdelens pol vid w — 0.
Fysikaliska tolkningar av dessa resultat diskuteras i
kommande kapitel.



8. Diskussion och slutsatser

Den optiska konduktiviteten for ett starkt kopplat
material har nu berdknats med hjélp av den holografis-
ka dualiteten med ett svart hal. Modellen tog initialt
endast hansyn till den elektromagnetiska potentialen
utan metriksvar, men utvecklades sedan till att inklu-
dera metriksvar. Detta avslutande kapitel har i syfte
att diskutera bada resultaten samt ge en fysikalisk
tolkning av frekvensberoendet i den senare. Vidare dis-
kuteras modellens begransningar och resultaten sétts
i ssmmanhang med tidigare och framtida forskning.

8.1 Konduktiviteten utan metriksvar

Ett starkt kopplat materials optiska konduktivitet be-
riknat utan metriksvar blev enligt ekvation (7.20)

o(w)=1. (8.1)
Det mest intressanta &r konduktivitetens oberoende av
w/T, medan faktumet att det blev just 1 snarare beror
pa valet av enheter (naturliga enheter ansattes och
den elektromagnetiska kopplingskonstanten sattes till
ett). Att konduktiviteten ar konstant ar ett resultat av
den elektromagnetiska dualiteten: att elektriska och
magnetiska féltet endast ar lorentztransformationer
av varandra [17, kap. 3]. Det visar sig ndmligen att i
specialfallet d& D = 3 + 1 (vilket vara berdkningar i
bulken hade) dr Maxwells rorelseekvationer invarianta
under en viss transformation vilket tillsammans med
elektromagnetiska dualiteten tvingar konduktiviteten
till att vara konstant. I fallet D = 3 + 1 kravs det
sdledes mer &n bara Maxwell-verkan for att fa ett
varierande svar.

En konstant optiskt konduktivitet kan ses som ofysika-
liskt: Det forvintas att konduktiviteten borde dndras
med bade frekvens och temperatur. Modellen ar alltsa
for enkel. En utveckling av modellen, fér att undvika
effekterna fran den elektromagnetiska dualiteten, kan
till exempel goras genom att introducera ytterligare
falt i bulken eller genom att betrakta metriksvar. Det
forstnamnda gjordes inte i detta projekt, utan kan ses
som en naturlig utveckling for vidare forskning. Dar-
emot togs metriksvaret med i en féljande utrdkning,
vilket diskuteras harnést.

8.2 Konduktiviteten med metriksvar

Metriksvaret innebér att variationen av det elektro-
magnetiska filtet ger upphov till en krokning av
AdS4-rumtiden, vilket ger konduktiviteten ett frekvens-
beroende. Eftersom realdelen bidrar till dissipation av
energi dras slutsatsen att mer energi absorberas i mate-
rialet for hoga frekvenser. Att den kemiska potentialen

styr var 6vergangen mellan realdelens lagfrekvens- och
hogfrekvensregioner kan kopplas till att den visar vilka
energitillstand som ockuperas.

Faktumet att imaginédrdelen &r betydligt storre &n
realdelen for laga frekvenser indikerar att strommen ar
fasvriden 7 /2 relativt det elektriska faltet. D4 w — oo
ar konduktiviteten reell och fasvridningen upphor,
vilket innebér att partiklarnas starka koppling gor
att strommen kan folja ett hogfrekvent elektriskt falt.
Detta kan jamforas med en klassisk metall som foljer
Drude-modellen, enligt vilken materialet inte hinner
svara pa det palagda faltet vid hoga frekvenser och
elektronerna inte hinner véxelverka med jonerna. No-
tera dock att starkare strommar kan uppnas vid lagre
frekvenser eftersom konduktivitetens belopp ar storre.

Aven om lagfrekvensbeteendena skiljer sig &t sam-
manfaller konduktiviteten som erhalls d& metriksvar
inkluderas med det konstanta viardet ¢ = 1 , som
erholls utan metriksvar, for héga frekvenser. En moj-
lig forklaring kan vara tolkningen av z som energi-
koordinat, dar laga virden pa z motsvarar faltteorins
hoégenergetiska del. Laga frekvenser, och ddrmed laga
energier, representeras alltsa av effekter nira det svar-
ta hélet. Hogfrekvensbeteendet korresponderar istéllet
till regioner ndra randen, dar metriksvaret skéligen
har mindre inverkan. De tva resultaten verkar dven
stdmma Overens for en liten kemisk potential och skélet
till detta formodas vara att den kemiska potentialen p
dr dual till den elektriska potentialen som alstras av
det svarta halets laddningstéthet. Laga virden leder
déarfor till att metriksvaret har mindre betydelse, vilket
framgar av att dess inverkan i differentialekvationen
(7.27) innehaller en faktor >

En aspekt av frekvensberoendet som &r av sirskilt in-
tresse dr imaginédrdelens pol vid laga frekvenser. Real-
och imaginérdelarna av en responsfunktion i fourier-
rummet ar dock inte oberoende, utan relateras vid
krav om kausalitet av Kramers-Kronig-relationerna

Re(o(w)) = —79/ do o)

w/27w2
Im(o(w)) = 2“’79/ d’ /)),

dér P betecknar Cauchys principalvirde for integraler
[58]. Anvandning av Kramers-Kronig-relationerna &r
ett vanligt forfarande vid behandling av responsfunk-
tioner inom fysik. Av sambandet foljer, da strommen
ses som en respons pa det elektriska filtet, att konduk-
tivitetens realdel blir odndlig da imaginérdelen har en
pol. Detta krav medfor att Diracs deltafunktion §(w)
behdver laggas till i realdelen. Pa sa sétt sdkerstélls
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8. Diskussion och slutsatser

systemets kausalitet, det vill sdga att strommen i ma-
terialet inte kan paverkas av det palagda elektriska
faltets framtida virden. Eftersom deltafunktionen en-
dast verkar i en punkt kan den inte upplosas numeriskt,
varpa den inte framtrider i figur 7.1. Nar konduktivi-
teten justeras efter kausalitetskravet far realdelen ett
frekvensberoende som visas nedan i figur 8.1.

1.2,

__________________

Lo ——s

— 0,8} ; =
31/ / :
o) 0,6: / ’ Kl

Q

04

0,2

0,0

w/T

Figur 8.1: Realdelen av konduktiviteten o som funk-
tion av frekvensen w for olika viarden pa den kemiska
potentialen y vid en given temperatur 7. Kausalitets-
kravet medfor Diracs deltafunktion vid w/T = 0.

Deltafunktionen kan tolkas som en Drude-topp med
oandlig relaxationstid. De tva modellerna saknar dock
andra gemensamma drag; Drude-konduktiviteten i
figurerna 3.1 och 3.2 gar mot noll fér hoga frekven-
ser och dess imaginédrdel ar alltid dndlig. De stora
skillnaderna beror pa Drude-modellens forenklande
férhallanden, som att partikelvixelverkan utéver kolli-
sioner mellan elektroner och joner férsummas. Sadana
antaganden ar inte kompatibla med starkt kopplade
material, vilket gor svart hal-modellen béttre lampad.

Det bor dock ndmnas att d&ven modellen som inklude-
rade metriksvaret har vissa férenklingar. Ekvationerna
som togs fram linjdriserades, dels for att kunna l6sa
for perturbationerna, dels for att hitta infallande rand-
villkor. Dessutom betraktades bara en komponent av
metrikstorningen. Detta géiller om den kemiska po-
tentialen ar konstant 6ver randen, men inte i ett mer
allmént fall dar den foljer ett periodiskt gitter [51]. D&
skulle fler variabler behova inféras, och Einsteins fal-
tekvationer skulle inte uppfyllas direkt av bakgrundens
konstruktion. Detsamma géller om potentialstérningen
dven hade fouriertransformerats i rummet sa att kon-
duktiviteten med nollskild rorelseméngd berdknades.
Detta ses som naturliga utvecklingar av projektet och
intressanta aspekter for vidare forskning.

8.3 Praktisk tillampbarhet

D& det teoretiska arbetet framst har utforts i en
AdS4-geometri, som ar dual med en faltteori med
tva rumsdimensioner och en tidsdimension pa ran-
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den, géller endast den berdknade konduktiviteten for
tvadimensionella material. For att gora kopplingar
till verkligheten och diskutera praktisk tillampbarhet
maste vi alltsa leta efter tvadimensionella material av
industriellt eller vetenskapligt intresse.

Ett exempel pa ett 2D-material &r grafen, som bestar
av ett enda atomlager av grafit. Det var det forsta
upptéackta 2D-materialet och producerades for forsta
gangen 2004 av bland andra Andre Geim och Konstan-
tin Novoselov [59]. Innan dess troddes 2D-material
vara termodynamiskt instabila och saledes inte kunna
existera i verkligheten [60][61]. Forskningen pa 2D-
material ar alltsd en ung gren inom materialvetenskap
och har visat sig erbjuda en méngd nya mojligheter.
Grafen uppvisar hog mekanisk hallfasthet och elektrisk
konduktivitet samt flera andra unika optiska, elekt-
riska och mekaniska egenskaper som ar lampliga vid
forbattring av komponenter som batterier, tryckskér-
mar och transistorer. Geim och Novoselov tilldelades
nobelpriset i fysik ar 2010 f6r upptéckten av grafen [37].

I och med det stora vetenskapliga intresset for grafen
finns det bade teoretiska modeller for, och experimen-
tell data pa, manga av dess fysikaliska egenskaper,
inklusive dess optiska konduktivitet. Dessa modeller
och data, givet ratt forhallanden sasom temperatur
och tryck, stdmmer vil 6verens med frekvensberoendet
som har erhallits med hjélp av den holografiska dua-
liteten i denna rapport (se exempelvis [62, fig. 1][63,
fig. 3]). Det bor dock papekas att likheterna endast
ar principiella, och att en kvantitativ jamforelse med
specifika material som grafen krdver mer komplexa
modeller som inkluderar materialparametrar. En ovéin-
tad skillnad &r att realdelen i figur 7.1 inte vixer da
w — 0 (se experimentell data i artikeln av Li m.fl. 2008
[64, fig. 2]). En mojlig forklaring dr den deltafunktion
som enligt avsnitt 8.2 uppstar ur Kramers-Kronig-
relationerna. Den férvantade lagfrekvenstoppen for
det starkt kopplade materialet &dr alltsd sa smal att
den inte kan upplosas av numeriska hanteringen av
den holografiska modellen, men indirekt impliceras av
imaginardelens pol.

Utover grafen har en mingd nya 2D-material foresla-
gits, upptéckts och producerats. Dessa kan ha betydan-
de framtida roller inom industrin med anvandningsom-
rdden i allt fran nanoelektronik till energilagring [65—
68]. T allménhet verkar 2D-material uppvisa optiska,
elektroniska och mekaniska egenskaper som inte obser-
veras i 3D-material. D& elektronerna blir begrédnsade
till att rora sig pa ett tvadimensionellt plan uppstar
starka elektroninteraktioner som gor att de flesta 2D-
materialen &r starkt kopplade [69][70]. Den holografiska
metodens framtida roll i modellering av 2D-material
ar i nuldget svar att forutsdga eftersom liknande re-
sultat kan uppnés med andra metoder (se exempelvis
Falkovsky 2007 [71]). Detta projekt har dock visat att
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holografiska berdkningar kan ge samma principiella
resultat som andra modeller samt experimentell data.
AdS/CFT-dualiteten framstar ddrmed som en lamplig
kandidat for att modellera 2D-material, vars tillamp-
barhet bor studeras vidare (se artikeln av Phillips m.fl.
2022 som undersoker detta [72]).

8.4 Vidare forskning

Ett flertal olika omraden for vidare forskning har re-
dan papekats. Vi sammanfattar dem hér: Det handlar
bland annat om att bemdta projektets avgransningar
sasom att utvidga till 3D-material, betrakta elektris-
ka falt som ar rumsberoende, inkludera fler filt dn
det elektromagnetiska i bulken eller studera det all-
ménna fallet dar den kemiska potentialen foljer ett
periodiskt gitter anpassat efter ett visst material. Yt-
terligare omraden for vidare forskning &r att studera
fler egenskaper &n bara den optiska konduktiviteten
och att forsoka modellera mer komplexa material som
exempelvis olika typer av staplade 2D-material (se
bland annat [73, fig. 1]). Ett annat intressant omréa-
de att studera vidare pa &r andra materialegenskaper
da dessa gar att rdkna pa sa ldnge det finns en dual
variabel i gravitationsteorin.

8.5 Sammanfattning och slutsatser

Vissa materialegenskaper sasom optisk konduktivitet
kan vara mycket komplexa att modellera for starkt
kopplade material, vilket harstammar fran problemet
att sédtta upp materialets verkan och partitionsfunk-
tion. I detta projekt har det visats att materialets
partitionsfunktion, genom holografisk dualitet, kan
relateras till partitionsfunktionen for en gravitations-
teori av hogre dimension innehallande ett svart hal:
den sé kallade AdS/CFT-korrespondensen. Pa s sétt
kringgas problemet med att ta fram verkan for det
starkt kopplade materialet och istéllet tas den enklare
verkan for gravitationsmodellen med de 6nskade egen-
skaperna fram.

Anvindningen av den holografiska dualiteten kan pa
ett sitt jamforas med hur elektriska falt matematiskt
beskrivs av komplexa vagor. Liksom de verkliga elekt-
riska falten inte dr komplexa, utan beskrivs sa for
att underldtta den matematiska beskrivningen, kan
det starkt kopplade materialet ses som randen av
en hogredimensionell bulk. Denna hégre dimension,
som beskrivs av AdS, efterliknar inte i sig vart verk-
liga universum (AdS har en negativ krokning, vilket
vart universum inte verkar ha) men fungerar som ett
verktyg for att utfora berdkningar pé verkliga material.

Berdkningen utan metriksvar gav ett ofysikaliskt resul-
tat for konduktiviteten och ansags saledes vara en for
enkel modell. Nar metriksvaret inkluderades erholls ett
mer realistiskt svar. Da berdkningarna gjordes i tva

rumsdimensioner jamfordes resultatet med det tvadi-
mensionella materialet grafen, vilket visade principiella
likheter. Berdkningen av konduktivitet med hjélp av
den holografiska dualiteten kan dérmed ses som en
framgang och metoden som ett anviandbart verktyg
for att losa komplicerade féltteoretiska problem (med
férutsdttningen att det ar ként vilka storheter i bulken
som randegenskaperna motsvarar). I och med det véix-
ande forskningsintresset for olika 2D-material ar det
ocksa av intresse att utforska mojligheten for model-
lering av dessa material via holografi, men huruvida
metoden faktiskt kan fa utbredd anvindning ar dére-
mot en Gppen fraga.
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A. Harledningar och exempel inom
elektromagnetisk taltteori

Detta appendix erbjuder en djupare inblick i tensor-
formuleringen av den elektromagnetiska féltteorin som
introduceras i kapitel 3. Det visar explicit att Maxwells
ekvationer i tensornotation ar ekvivalenta med den
klassiska formuleringen och att den elektromagnetiska
verkan ar gauge-invariant. Vidare ges en héarledning
av stress-energitensorn samt ett exempel pa hur dess
komponenter &r kopplade till systemets energi.

A.1 Maxwells ekvationer pa
tensorform

I kapitel 3 hérleddes tva tensorekvationer som pastods
vara ekvivalenta med Maxwells ekvationer. Att sé ar
fallet visas nedan. Den elektromagnetiska verkan vari-
erades for att ta fram ekvationerna

8, F1v = jh.

Vad som ser ut som en ekvation ovan ir egentligen
fyra olika ekvationer som korresponderar till de fyra
viarden som indexet u kan ha. Dessa fyra ekvationer
ger de klassiska formuleringarna

VE_::p, Vxé—afE_”:;

av Maxwells inhomogena ekvationer. Det bekriftas
genom att sitta in den kontravarianta félttensorns och
stromtathetens komponenter

0o E. E, E.
~E, 0 B,
-E, -B. 0 B, |’
~E. B, -B, 0

FHv =

Exempelvis ger 1 = 0 ekvationen

8, F% = 9,F" + 9, FO! 4+ ayFoz +0,F0
=0,Ey +9,Ey + 0.E, =V -E = p.
Med p =1 erhalls istéllet
o, F — atF“) + &EFH + 8yF12 + 8ZF13
= —0,E, +8,B. —8.B, = (V x B —0,E),
= Ja-

Analogt fas y, z-komponenten av ekvationen V x B —
OE =javu=23.

Vidare pastods Bianchi-identiteten 0, F,, + 0, F,, +
0,F,,, = 0 vara ekvivalent med de homogena ekvatio-
nerna

VxE+8B=0 V- -B=0.

Identitetens vinsterled har 64 komponenter, men anta-
let oberoende ekvationer reduceras av symmetriegen-
skaper. Vénsterledet &r en fullstdndigt antisymmetrisk
tensor, det vill siga att komponenten byter tecken
da tva av de tre indexen byter plats. Det innebér att
om flera index &ar lika maste tensorn vara noll och
ekvationerna som erhéalls &ar triviala. De oberoende
ekvationerna som erhalls motsvarar de fyra kombina-
tionerna av tre unika index som kan véiljas bland de
fyra dimensionerna. Exempelvis ger p=1,v =2,p =3
ekvationen
0 Fo3+0y F31+0, Fig = 0, By +9,B,+0,B, = V-B = 0.
Med u =0,v =1, p = 2 erhalls istéllet

OrF12 + O, Foo + 6yF01 =B, + 6$Ey — 8yEw

=(VxE+8B).=0.

Analogt fas x,y-komponenten av ekvationen V x
E+0B =0avpu=0,v=1p = 3 respektive
uw=0,v=2p=3. Andra permutationer av samma

indexvérden resulterar i samma ekvationer pa grund av
antisymmetrin. Darmed ar ekvationerna ekvivalenta.

A.2 Gauge-invarians for den
elektromagnetiska verkan

Nér den elektromagnetiska verkan

1
SenlA,) = / d'e [4FF A (A

konstruerades i avsnitt 3.3 var ett av villkoren att
den skulle vara gauge-invariant. Det &r dérfér av in-
tresse att bekrifta att den ar invariant under gauge-
transformationen

Ay A+ O,A,

dér A ar nagon skaldr funktion. Forst visas att den
elektromagnetiska filttensorn ar gauge-invariant

Fry = 0,4, — 8,4, — 9,(Ay, + 0,A) — 8,(A, + M)
= Foy + 0,0,A — 0,0,A = F,,.

Med denna information kan den transformerade verkan
studeras

/ d*z [—iFWF’“’ + A#j“] >

1
/ d*z { = 1 Fu P+ (A + 0u0) j"}
= Senl4,]+ [0 (0,07

— SpulA,] + f & An,jt — / d'z [A@,5")].,
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dér n, ar en utdtriktad normalvektor pd rumtidens
rand. F,, F'*¥ dndrades inte eftersom F),, enligt ovan
ar gauge-invariant. I sista steget utfordes partiell in-
tegration, dar randtermen &r noll eftersom strom-
tdtheten pa randen av den oédndliga rumtiden antas
vara noll. Den aterstaende integralen &r noll enligt
kontinuitetsekvationen 0, j*=0. Dérmed géller alltsa
att den elektromagnetiska verkan dr gauge-invariant;
SEM [AH] — SEM [A# + 8HA] = SEM[A;L]

A.3 Stress-energitensorn for
Maxwell-verkan

For att 16sa Einsteins faltekvationer behover stress-
energitensorn berdknas. I fallet med Reissner-
Nordstrom-metriken i avsnitt 5.3 orsakas den av det
elektriska faltet fran laddningen och materieverkan &r

Sem[A,] = / dPz/—g [iF,WF’“’} . (A2

Utifran denna verkan kan stress-energitensorn berak-

nas som
2 5SEM

V=g dgr
Funktionalderivatan berdknas lampligtvis genom att
variera Sgyv med avseende pa metriken:

Th =

(A.3)

6SEm = / dPz [—iFH,,F“”&/— - i\/—gFW(sF’“’

Fran ekvation (4.23) &r det ként att d/—g =
—%\/—799,“,59‘“’. Vidare gor falttensorns antisymme-
tri att F,, F,e = F,,Fyp, s& den andra termen kan
skrivas
Fu,6F" = F,,6(g"g"" F,o)
=069""9" FuFpo + 9"769" Fu Fpo
= 2¢""09"° Fy Fpo

Variationen av verkan blir darmed

1 1
5SEM = / dPz /=g {SFPGFPJQW, - 2FpﬂngP”] SgH.

Nu aterstar att berdkna funktionalderivatan

0SEM
dgHv

1 1
=Vv—g |:8Fponog/JV - 2Fpp,FanpU:| )

och att sitta in den i definitionen (A.3). Sammanfatt-
ningsvis blir stressenergitensorn

1
Ty = FpuFong™ — ZFPUFPUQMV
1
= FI;LFPV - ZFpanagxw-
Som exempel kan komponenten 7°°, som motsvarar

energidensiteten, betraktas i platt rumtid. Dar ar metri-
ken gu, = nuu, vilket medfér att 7% = Tyg. Den

A-2

elektromagnetiska félttensorns matrisrepresentation
gor det tydligt att

F

pOFchgpa = |E‘2, Fpo'Fpa = _2‘E_:|2 + 2|§|2'

Dérmed blir 7% = L(|E|? 4 | B|?), vilket kiinns igen
som energitdtheten for ett elektromagnetiskt falt.



B. Harledningar och exempel inom allman

relativitet

Den hér bilagan syftar till att demonstrera hur kon-
cept inom den allménna relativitetsteorin kan anvin-
das. Den innehaller exemplifierande berdkningar av
storheterna som infors och hérledningar av vissa ma-
tematiska samband som namns i 4 och 5. Dessutom
visas hur Einsteins féltekvationer 16ses for att hitta
Reissner-Nordstrom-metriken i en asymptotisk platt
rumtid samt i AdS-rumtiden.

B.1 Allman relativitet i sfariska
koordinater

Ett anvindbart exempel for att illustrera de koncept
och tensorer som introduceras i kapitel 4 ar att be-
trakta en sfirisk yta. Nedan illustreras framtagning
av metriken pa S?, det vill siga en tvadimensionell
sfér. Dessutom berdknas Christoffelsymboler, Riemann-
tensorn, Ricci-tensorn samt Ricci-skaldren. I sfariska
koordinater (r, 6, ¢) med fix radie r = r¢ kan z, y och
z definieras som

T = 1o sin f cos ¢,

Yy = 1o sin fsin ¢,

z = 1o cosb.
Dérifran fas

dz = ro(cos 6 cos ¢df — sin 0 sin ¢pd o),
dy = ro(cos 0 sin ¢df + sin 6 cos ¢pdo),
dz = —rg sin 0d6.

och med tidigare ndmnda tensornotation skrivs
ds? = da? + dy? + dz? = r2d0? + 2 sin? 0dp>.

Med p,v = 0,¢ erhlls slutligen metriken g,, samt
dess invers g"¥ enligt

L1 0 w11 0
gp,l/_rO 0 Sin29 9 g _Tg O ﬁ .

Med hjélp av definitionen (4.1) och enkla berdkningar
kan Christoffelsymbolerna bestdmmas. Eftersom metri-
ken endast har §-beroende och g,,, = 0 om p # v blir
de enda nollskilda Christoffelsymbolerna

1

1.
T4 = —§geeagg¢¢ = —5sin 20

1
F¢¢9 = F¢9¢ = §g¢¢89g¢¢ = cot 6.

Riemann-tensorn bestdms med hjélp av ekvation (4.14)
tillsammans med symmetriegenskaperna att R?,,, =

R?,,, samt R?,,, = 0 da p = v. De nollskilda kom-
ponenterna blir
R4 = —Rgs = =0T 30 — T 50T 49
= 9ycotf —cot? 0 = 1.
) 0 0 0
Ryp = —R0ys0 = 061" 96 — T 01" 66

1 1
= 89(—5 sin 26) + 3 cot 0 sin 20 = sin” 6.

Definitionen (4.17) av Ricci-tensorn ger foljaktligen de
nollskilda komponenterna

Rgp = R%g40 = 1,
R¢¢ = R9¢9¢ = Sin2 0.

Slutligen kan Ricci-skaldren berédknas till

1
R = geeRag + g¢¢R¢¢ = — 5

2 —+ - . 9, Sin29 =
rg  rgsin©0

2

3’

B.2 Harledning av Christoffel-
symbolens transformation

Nér Christoffel-symbolen introducerades i avsnitt 4.3
nédmndes att den inte dr en tensor eftersom den inte
foljer tensorernas transformeringsregler. Istéllet &ndras
den vid koordinatbyet x* till y* enligt

0%z Oy’

~ oyP 9xP 0z
e _—
Byt Qyroy” Ox™

re o — =
‘ dz™ Jy* Jy

(B.1)

Denna transformation hérleds genom att forst uttrycka
I'”,,,, i de nya koordinaterna:

~ 1 q q q
FPHV — 79)00' (89110' + 8gua _ agﬂlj) ; (B.2)

2 oy+ oy oy°
dér den transformerade metriken ges av

Oy+ Oy Gop-

Guv =

Med hjalp av deriveringsregler kan termerna i den
andra faktorn i ekvation (B.2) utvecklas till

agua 82$a 61"8 ox® (’*)2305
= 5 A g 9ab T 5o 5 s das
Oy+ OyHoyr Oy° oyY Oyrdy°®
dx® 9P dxY
Oyv Oy° Oy vep

och motsvarande for andra index. Dessa uttryck, metri-
kens symmetri och ett antal namnbyten mellan olika
summeringsindex gor att faktorn kan bearbetas till

B-1
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891,0 + af];m . aguu o a2xa ﬁ
oyt oy¥ dye T Oyrdyr dy° 9o
0z® 0z Oz

+ Tw@@@% + 059ay — 0v9ap)-

Dérefter anvénds identiteterna g¢“’g,, = 6", och
gii gZ‘; = 0, for att berdkna produkten i ekva-
tion (B.2). Efter ytterligare omskrivningar erhalls
(B.1), som &r transformeringsreglerna foér Christoffel-

symbolen.

B.3 Volymelementets invarians

Volymelelementet for en krokt yta ges, som ndmnt i
avsnitt 4.5, av \/—g dPx. Detta volymelement &r inva-
riant under koordinatbytet dz* = %dy“. Det visas
genom att forst uttrycka den transformerade metriken

_ oyt oy
I = Har 9 99

Déarmed dndras metrikens determinant enligt

_ _ oy’ dy’ o
g= det(gu,,) = det (8;6“ é?x”gi]) =J°g,

dér det i sista steget anvdndes att Jacobianen J defi-

nieras av
0y’
J=det| =—|.

I allménhet géller dessutom att volymelementet vid
koordinatbyte dndras enligt

dPx = J tdPy.
Det transformerade volymelementet blir alltsa
V=gdPe = /=257 dPy = \/~gd7y

Dérmed ar volymelementet invariant vid koordinatby-
ten.

B.4 Asymptotiskt platt Reissner-
Nordstrom-metrik

I avsnitt 5.3 gjordes en sfiriskt symmetrisk ansats for
metriken och de elektromagnetiska filten kring ett
elektriskt laddat svart hal i asymptotiskt platt rumtid

g = diag(—A, B, r2,r? sin? 0),

1 1 1 1
'U‘V:d. —_——, =, =,
g 1ag< A’B’7“2’7’2sin29>7

Nedan foljer 16sningen av Einsteins féltekvationer
for denna ansats. Den elektromagnetiska stress-
energitensorn bestdmdes i A.3 till

1
Tow = F4,Fpy = 1 FpeF g (B.3)

B-2

Den elektromagnetiska falttensorns nollskilda kompo-
nenter ar enligt avsnitt 5.3 Fy,. = —F., = —FE,, dir E,
ar det elektriska féltet

QVAB

47r?

E, = (B.4)
Dérmed ar den elektromagnetiska falttensorn helt kdnd
och stress-energitensorn kan beréknas:

T ETQd' 1 1 72 r2gin246
v = 5 dlL T A A Ap
w = W\ B T AR T AB

Q? di A B 1 sin?4
= — 1 — [ — — .
3272 a8 rd’  pd’ 27 g2

Hérnést anvéinds den ansatta metriken for att berédk-
na Christoffel-symbolerna I'?,,,,. Komponenterna med
p =t eller p =1 beror pa funktionerna A och B

A’

2 55 00
=2 0 0 0
FtW: 2A )
0 0O 0 O
0O 0 00
S
55 g 0 0
rr,— |0 35 0 0
0 0 —5 0
0 0 0 —%sinQHf

Christoffel-symbolerna med p = 6 eller p = ¢ ar dock
oberoende av A och B. De kommer fran det sfiriska
vinkelberoendet och ges av

00 0 0
00 2 0

o "

P =1 10 0 ’
0 0 0 —1sin2
00 0 0

s |00 0 i

1000 0 cotf
0 % cotd 0

Ricci-tensorn blir diagonal med komponenterna

R _ Aiﬂ A/2 A/B/ + i,
" 9oB  4AB  4B2 ' rB’
A// A/2 A/B/ B/
Rrr = a1 e TAD R
oA Taaz T A Tra
rA’ rB’ 1
=1 _
Foo 29AB ' 2B B’
rA’ rB’ B 1

.2
Rgp = sin 9AB " 282 B

Utifran detta kan Ricci-skaldren enkelt berdknas ge-

nom kontraktion med metriken (ekvation (5.9))

A// A/Q
~aB " 2a7B

A'B" 24" 2B 2 2

R= _ 2B 2 2
2AB2 rAB+7’BQ+r2 2B

+



B.5. Reissner-Nordstrom-16sningen i anti-de Sitter-rumtid

Darmed ar alla termer i Einstein-tensorn kanda. Aven
den blir diagonal och har komponenterna

AB" A A A B 1
Ge=lm T mp T et

r2 A" r2A% P2A'B rA’ rB’
Goo = 545 ~1A2B ~ 4AB® T 2AB  2B%

G B ‘in2 0 TQA// 3 7”214/2 3 TQAIB/
¢ =8 9AB ~ 4A’B  4AB?

rA’ rB’
T oaB 232> '
Losningens aterstaende del dr insdttning av tensorerna
i Einsteins filtekvationer. Einstein-tensorns, metrikens
och stress-energitensorns diagonala element ger fyra
kopplade differentialekvationer. Komponenterna Gyy
och Gy, gos och g, respektive Tyg och T, skiljer

sig dock bara med en gemensam faktor sin® @, varpa
endast foljande ekvationer aterstar

AB’ A A _ kPQ* A
rB2 + 2~ 2B —AA= %271'22 rd
A _ B 1 _ _KQ B
rA 72 + r2 + AB - 3272 7t
r2A” 242 r2A’B’ rA” _ rB’ _|_A,,,2 _ K71
2AB 4A2B 4AB2 2AB 2B2 3272 r2-

En kombination av de foérsta tva av dessa resulterar
iatt AB'+ A'B = (AB)' = 0, det vill sidga att pro-
dukten AB &r konstant. Aterigen anvéinds grinsen
r — oo och Gvergangen till Minkowski-metriken, som
medfor att konstanten maste vara 1 [42]. Alltsd &r
B(r) = 1/A(r), vilket reducerar de tva aterstdende
ekvationerna till

r3A 4 r2A—r? 4+ Art = — ';22?:
rt A" 423 A 4+ 2Art =

K202
1672 °

Den andra ekvationen visar sig dock vara en om-
skrivning av den forsta, vilket kan inses genom att
forst multiplicera den med r och sedan derivera den
med avseende pa r. Ekvationens 16sning ar A(r) =

1+ % — %T2 + %, dér Cj; &r en integrations-
konstant kopplad till massan i den Newtonska gréin-
sen pa samma sitt som i Schwarzschild-16sningen.
Den bestams enklast genom jamforelse med Schwarz-
schilds 16sning i gransen @ — 0, vilket ger Cyy = —rs.
Sammanfattningsvis kan alltsd Reissner-Nordstrom-
metriken skrivas

1
ds? = —f(r)dt® + dr? + r2dQs, B.5
F)A + 5o . (BS)
med l6sningen
2GM A ,  k*Q?
=1—-— — = B.
J(r) r 3 32072 (B6)

B.5 Reissner-Nordstrom-l6sningen i
anti-de Sitter-rumtid

I avsnitt 5.3 hittades den asymptotiskt platta Reissner-
Nordstrom-16sningen. Pa samma sétt kan metriken for
en asymptotisk anti-de Sitter-rumtid kring ett elekt-
riskt laddat svart hal bestdmmas. En sfirisk sym-
metrisk generalisering av AdS-metriken (5.14) analog

med formen av Schwarzschild- och Reissner-Nordstrém-
l6sningarna ar

2
Juv = %diag (—f(z),f(lz)7 1,..., 1) :

Med denna metrik blir /=g = (L/2)%*2. Symmetrin
medfor dven att potentialen endast har en radiellt be-
roende tidskomponent A;. Den av Maxwells ekvationer
som &r icke-trivial blir darfor

a. (zHazAt) —0.

(B.7)

Losningen skrivs

el

dér p dr en konstant som kan relateras till laddningen
och den andra integrationskonstanten har valts sa att
A; = 0 vid héndelsehorisonten z = zy. Den elektro-
magnetiska fattensorns nollskilda komponenter blir
F.s = —F;, = —p/zn. Av detta foljer att stressenergi-
tensorn, enligt (5.8), ar

,1) .

L 1202 1
[} diag (f,—,l,...
ZH f

I vanlig ordning bestdms Christoffelsymbolerna I'7,, .
For denna metrik erhalls

R Y S A | /
FHV_dlag<2_Zv_zf_zyz,-.mZ)

medan

(B.8)

p(d—1)>

DY

o1 . .
tht:Fttz:ﬁfga mlzri :lezizzfg
och de komponenter som inte har skrivits ut ar noll.
Ytterligare berdkningar visar att Ricci-tensorn ar dia-

gonal och att dess nollskilda komponenter &r

_ S A2 dED)f?
Rtt - _f2Rzz - T - 22 + 22 ’
R, = 1@+ 0F
o z z

Det medfor att Ricci-skaldren blir

2’2

/!
R==|—-f"+2d+2)— —(d+1)(d 2i
= (- caral - @i L),
och att dven Einsteintensorn blir diagonal och har
komponenterna

df'f dd+1) f
— _f2 —— —
Gtt - f Gzz 2 2 2 227
o dd+) f
Cows =5 —d7 =553

Insdttning av termerna i Einsteins faltekvaioner (4.25)
resulterar i d + 2 icke-triviala ekvationer. Dessa &r
dock inte oberoende; de forsta tva skiljer sig 4t med en

B-3
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faktor —f2 och de &évriga d ér identiska. De tv4 unika
ekvationerna som erhalls ar

d]i _ d(d“rl)i 7AL72 o N2u2(d71)2 2 2d—2
2 z 2 22 z2 = 2L2 ZH
d—2
[ gl d@+) fo AL e [ )
T Aot T et A = T | :

Genom att multiplikation med z och differentiering
med avseende pa z av den forsta ekvationen erhalls
den andra. Det ar dérfor ett tillrackligt villkor att den
Ovre ekvationen uppfylls, vilket galler for 16sningen

fz) =~

2AL2 N k2% (d — 1)2% (2)2d b st
d(d+1) drL? ZH
(B.9)
med en integrationskonstant C'. Langt ifran det svarta
hélet, d& z — 0, méste metriken sammanfalla med
(5.14), vilket innebér att f(z) — 1. Dédrmed hittas
relationen A = —d(d + 1)/2L? mellan den kosmologis-
ka konstanten och AdS-radien. Integrationskonstanten
kan uttryckas i de 6vriga parametrarna genom att ut-
nyttja att f(zg) = 0. Den allménna losningen i d + 2
dimensioner formuleras ddrmed som

d—1r*p%24 2\
f(Z) =1- (1 + T L2 (ZH)

n d—1kr2p%24 Z Qd.
d L2 ZH

Specialfallet med d = 2 kan ger alltsd att A = —3/L>
med l6sningen

k2222, z k2222 (2 \*
f(Z)1<1+ Y (ZH> 3+ 912 (ZH>
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C. Harledningar och exempel inom kvantfaltteori

Detta appendix forklarar hur Feynmans vagintegral
som presenteras i 6 uppstar och ger exempel pa hur en
partitionsfunktion kan uttryckas i en funktionalinte-
gral. Det visar &ven hur differentialekvationerna ur vil-
ka konduktiviteten med metriksvar beridknas i kapitel 7
tas fram ur systemets rorelseekvationer. Avslutningsvis
bifogas Mathematica-koden som implementerar den
numeriska berdkningen av konduktiviteten.

C.1 Feynmans vigintegral fran
Schrodingers ekvation

Berikningen nedan foljer i stora drag kélla [20,
kap. 3.2].

Vigintegralen har sitt ursprung fran den tidsberoende
Schrodingerekvationen. Den integreras for att fa fram
tidsevolutionsoperatorn U (¢,t'):

ihoy |U) = H W) — [U(t)) =U(tt') [¥(1)).
Operatorn U(t,t') kan for nagon senare tidpunkt ¢’
skrivas som

Utt) = e #HEDQE — 1),

fér en given hamiltonian

A A

H=T+V,

A A2
med rérelseenergi-operator 7' = 2 och potential V.

n=N-1
= [ T

n=N
H dp,

N=qf:90=qi p—=1 n=0 h
dar likhet fis nar N — oo. Enligt denna ekvation
gar tidpropagationen for en partikel att beskriva som
n (2N — 1)-dimensionell integral éver koordinater-
a (p,q). Nar man sedan gar i grins blir integralen
odndlig-dimensionell, vilket ger

. i t'=t .
(arle™"|q;) =/Dwexp (h /t_o dt’ (pg — H(p,<q)) | »

(C.2)

n=N

n=N-1 dp
Dz = li dg, —.
aN=qf,q90=0; n=
I och med att den diskreta uppdelningen av ¢ =
[90,-.-an] = [q(0),q(At),...q(NAt)] Svergar till

en kontinuerlig funktion ¢ = ¢(t), liksom p = p(t),
blir integralen en funktionalintegral (se avsnitt 2.2).

Déarmed kan vi skriva ett kvantmekaniskt tillstand
med rumskoordniater ¢’ vid tid ¢/, frAn en ursprungs-
koordinat ¢ vid en tidpunkt ¢, som

(q|w(t)) =< '

Har ar

I(t00) = [ deU(d 500 W0,

R0 gy o ),

dar U(¢',t';q,t) ar (¢',q)-komponenten av operatorn
U(t',t) och kallas for propagatorn. Denna ar sannolik-
hetsamplituden for att en partikel med hamiltonian H
tar sig mellan rumskomponenterna ¢ och ¢’ pa tiden
t' —t.

U(d . t;q.t) =(q|e”

Tricket for att komma till vigintegralen r nu att, istdl-
let for att betrakta tidsevolutionen for ldngre tider,
anvinda tidsevolutionsoperatorn for infinitesimalt sma
propagationstider. Alltsa blir At = £ for ndgot (stort)
N och ndgon (ldngre) tid ¢. Detta gor att tidsevolutio-
nen kan skrivas som

- - N
e—iHt/h _ (e—zHAt/h> ’

dar sedan

emHAR _ o—iT/hg=iVAL/R 4 O(A42). (C.1)

Med hjélp av ekvation C.1 kan tidspropagationen av
en partikel skrivas som

AL”
"

n=0

dn+1 dn
V +17 — Rl — L
( <Qn) (anrl) Pn+1 At ) 3

[
For att sedan fa ekvation C.2 kan en Legendre-
transform goras, det vill sdga

H(p,q) =

Detta ger i sin tur den resulterande integralen

iE i U= .
(qr| e ™" |gi) = /quXp (h/ dt’ L(q,9)
t’=0

(C.4)
genom att dela upp ekvation (C.2) i tva bidrag, se-
dan anvinda definitionen fér hamiltonianen i ekvation
(C.1), och till sist l6sa den gaussiska integralen f6r den
kinetiska energioperatorn. Integralmattet Dq i ekva-
tion (C.4) kan defineras som

L(p,q) — pg. (C.3)

N/2 N—1
Nm
Dq = 1li
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C. Haérledningar och exempel inom kvantfiltteori

C.2 Exempel pa partitionsfunktion och
vigintegral

En tillstAndssumma, dven kallad partitionsfunktion,
ser ut som

Z(8) —BH 1)

= lale

q

dir 3 =1/T och |q) ér tillstand som diagonaliserar H.

p?/2m kan termen K, =

()
{ }, med hjalp av identiteten
|

Om H = V
(gle P |q) = tr

[ |z} (x| da = 1, skrivas som

N1 N A
dg; H (i1 e |q;)

j=1 i=1
N-1
Jj=1

dir N € Z*, e = B/N och |qn) = |q0) = |q) [55
kap. 2]. Vad vi gjort hir ar att skriva om tr{e_BH

N
—ep? /2mte i
dgj [ (qisal e /2mreviad g,

i=1

i termer av en produkt, sedan ‘klamma in’ 1 =
[ |4} (¢;] dg; mellan varje {e*ﬁH}—term och till sist
dela upp index pa ldmpligt satt. Om samma identitet
anvands igen, denna gang med avseende pa p, visas
att (gi+1] el lg;) dr detsamma som [54]

i —ep?/2m
eV (gi 1] (/dpi+1 pit1) (Dis1] e P /2 /dpi pi) <p¢> i)

R _ a2
= e V(@) /dpz' dpit1 (Giva|piva) (Piva] €2 2™ |p) (pilai)

19i+1Pi+1 —iqipi
—eVi(q; € —ep?/2m €
V@) [ apydpigs S (e )

eldi+1Pi+1 e 4iPi

= efev(qi)/dpi dpi+1

efepf/Qm(;( .

W Pi+1 *pi)ﬁ

exp{ipi(¢i+1 — ¢;) — ep?/2m}

e~ V(ai) /dpz‘

dér vi for den gaussiska integralen anvéint den allménna
formeln

/dﬁe—aTAmETa _ L bTATIE/A
det(A/m)

N N-1 N
K e
N = (27re> dgj exp Z

i=1

Jj=1

Om N > 1 och ¢; r med jamna mellanrum utspridda
laings med en viag som borjar och slutar i g, kan vi
genom att infora en parameter 7 € [0, 5] skriva [55,
kap. 2]

qi+1 — q;

~ ¢ := dg;/dr,
€

T €10,0].

Om N — oo gar summan i exponenten mot en integral

Jim Ky y = N/ Dq' exp{—Skld']},
q'(0)=q'(B)=q

SE[q’]=/dT£E(Q’)=/ —dr {2q2+V(Q)]

C-2

2

ey (2
\/;exp{ €V<QZ) (Qerl qz) 26}’

[
Allting sammansatt resultarar saledes i att vi kan ut-
trycka termen K, som

vy ey

[

dér AV dr en normaliseringskonstant och Dq’ = HZ? dq’
och ¢’ ligger pa en kurva med boérjan och slut i g. Det-
ta ar en sd kallad vagintegral och ska tolkas som en
integral over alla mojliga vigar som boérjar och slutar i
q, viktade med en faktor eXp{S rld ]} Det framgar nu
om vi jAmfor med i ekvation (C.4) ovan att vi har har
propagerat genom euklidisk tid T som kan relateras till
vanlig tid ¢t genom en sa kallad Wick-rotation: ¢ = i7.

Om vi byter den diskreta tillstAndssumman mot en
kontinuerlig integral kan vi sdlunda skriva om den som



C.3. Differentialekvationer vid storning av metriken

en enda vagintegral [54][55, kap. 2]

Z(B) /dq<q|6_5ﬁ|q>=/dq NDqg' e~ 514
q'(0)=q'(B)=q
— /fqu—SE[‘IJ7

q(0)=q(B)

med mattet Dg = N'Dq’dq.

C.3 Differentialekvationer vid storning
av metriken

For att berdkna konduktiviteten i kapitel 7 lades en
storning till den elektromagnetiska potentialen, vars
nollskilda komponenter ddrmed tar formen

A= (1 - 2) 0 :/dwaz(z)e_i“t. (C.5)

ZH

Denna storning paverkar metriken med en stérning
hi som pa grund av symmetrin antas bero pa z och t.

0 £ 44 0 0
L 0 a, 0 w Lz
Fuw = _d, al 0 o}’ e
dt % T FI*
0 0 0 0 0

Harifran ska problemets rorelseekvationer uppfyllas.
Detta innebér forst att att Maxwells ekvationer i krokt
rum, O0u(v/—gF") = 0, ska gélla. Den enda icke-
triviala ekvationen ges av komponenten med v = z:

1 d? , w2, 2
7?@(195 + (fal) — 5*@ + ;htz) = 0. (C.10)

0 L-1
1 0
t 2
F/w— foz Lzzh/_l
2f L2'"tx — F
0 0
£2 L
-7t
0 _
FZ;LV— 2
0

I

s
a4
dt

Metriken &r alltsé given som

Lf 0 hy O
o L1 o o
y = = f ; C.6
Iu hes 0 %‘ 0 ( )
0 o o L

I3

Da sma variationer undersoks skrivs hadanefter endast
termer upp till linjir ordning i stérningarna ut. Exem-
pelvis kan den kontravarianta metriken approximeras

till

M
IS

1 1
S L
0 Z 0
gHV =~ 24 1 L2f 22 (C.?)
hiwfzs O iz 0
22
0 0 %

Allmént for den elektromagnetiska falttensorn galler
att
F., =0,A,

- aVA;“ (CS)

vilket med potentialen i ekvation (C.5) och metriken i
ekvation (C.7) resulterar i

z 12" d
i oLt 0
Bz
’ 24 fL4a zn 17 htﬂ? 0 (Cg)
ZH L6 hta: fﬁaw 0 0
0 0 0

[
Utover Maxwells ekvationer ska dven Einsteins fil-
tekvationer, G, + Agu, = K°T),, gilla. For att
behandla dem kravs forst att Christoffel-symbolerna
berdkningas. Detta gors i vanlig ordning enligt ekva-
tion (4.1), vilket resulterar i

0 0
z 1 =z
2fL2h/ *Tﬁhtw 0 ,
Fshig 0 0
0 0

O~ O
O O O
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C. Haérledningar och exempel inom kvantfiltteori

2 0hiy

re |\ frhie — S b + S50,
v 0
0

0

0

Y, = 0

0

Eftersom de i hog utstrdckning liknar de ostorda
Christoffel-symbolerna paverkas endast tva av Ricci-
tensorns komponenter. Den ges av

2f

Rt:v = fh L2

2L2

1 22
h —

Cof 2t fL2

fht:c + 2 flhta: - hta:

sz = at htw

Ricci-skaldren, som i linjér ordning ar oférandrad, ges
av R = —12/L?. Stress-energitensorn for Maxwell-
verkan ges enligt bilaga A.3 av
T, = F*,F, 1F F°P c.11

ny — N V/)_Z op gMU' ( . )
Med ekvationerna (C.11) och (C.9) kan stress-
energitensorns komponenter bestdmmas. Det visar sig
att samma komponenter som i Ricci-tensorn paverkas
av storningen:

1 p? 24 22
Ttz 5%7 tm*ﬁ *2@;
zg L L
2
wozc1
Tzw:_iifa T
ZH L2f v

Av Einsteins tio féltekvationer aterstar alltsd tva som
inte uppfylls som en direkt f6ljd av bakgrundsfaltets
konstruktion. Tensorernas tx-komponenter ger ekva-
tionen

1 2f

Z z

1p? 2t w22
_ .2
= <2z12{L4ht”_sz 2% |
(C.12)

Formen pa f, som kommer fran filtekvationernas ofor-
dndrade komponenter, medfor att

Fosr s e
2 22 '

Ekvation (C.12) kan séledes reduceras till

22hy 4 220, — 2hi, = 2K —zza

ZH

C-4

o

%hta: - L2 2fhta: + 2 L2h’tw 0 0
1
0 -1 0]
-1 0 0
0 0 0

W=

o O O O

o O
W=

[
Genom division med 22 och partiell integration f5ljer

att

2
h:&ac + ;htﬂﬁ = 252&@1 +C,

C.13
- (€13)
dar konstanten C kan ha ett tidsberoende. Tensorernas

zx-komponenter ger istéllet ekvationen

1 22

=57 120 —fLQathmz

som kan skrivas pa samma form som ekvation (C.13)
med ett C' som diarmed varken beror pa z eller t. Ge-
nom att betrakta situationen i fallet da filten inte
perturberas dras slutsatsen att denna konstant mas-
te vara noll. Den ansatta metriken géller alltsd da
den elektromagnetiska potentialen perturberas med
villkoret att

hy, + hm = 2K2 —ax
ZH

Tillsammans med ekvation (C.10) anvinds den for att
ta fram en frekvensberoende konduktivitet i kapitel 7.



C.4. Numeriska berdkningar

C.4 Numeriska berdkningar

Nedan bifogas Mathematica-koden som utfér den numeriska berdkningen av konduktiviteten genom att 16sa
ekvation (7.27) med infallande randvillkor. Figurer som visar real- och imaginérdelens frekvensberoende skapas
for olika varden pa den kemiska potentialen.

Holografisk konduktivitet med metriksvar

De numeriska berédkningarna goérs i enheter dar koordinaten z skalas s& att den médts i enheter av zy. Det
medf6r att derivator skalas med 1/zy. Vidare médts frekvensen och den kemiska potentialen i enheter av T.
Faktorn «?/L? motsvarar styrkan av bulkens gravitationella véxelverkan relativt den elektromagnetiska.
For enkelhets skull s&tts den till 1; andra kopplingskonstanter ger samma resultat efter en skalning

av den kemiska potentialen. De olika parametrarnas relationer definieras nedan.

zlp_1 = (Sqrtlép? + 1672] - 4w)/(u?T)
fslz_, p_l = 1 - (1 + z[pl?T2/2)2° + z[pl?T22%/2;

Om potentialens differentialekvation skrivs pd en form dadr hdégerledet &r noll ges védnsterledet av
féljande funktion.

difflw_, p_] = £[z, plAx''[z] + DIflz, pl, zlAx'[z] + ((wT)2zx(pl?/flz, pul - 2z [pl?T2u22%)Ax(2z] /. £ — fs

Randvillkor vid horisonten ges genom att Taylorutveckla ekvationen. Av de méjliga ldsningarna anvénds
den som motsvarar en infallande vag.

Axnh[z_, w_, p_] = (1 - z)°(-Iw/(4Pi))
Axnhpl[z_, w_, p_] = D[Axnh([z, w, wul, zl;

Med ké&dnda randvillkor kan differentialekvationen l6sas. For att undvika koordinatsingulariteten vid
horisonten s&tts randvillkoren vid z= (1 —¢e)zy fér ett litet e.

e = 0.00001;
Asol[w_, pn_] := NDSolve[{diff[w, pul == 0, Ax[1 - €] == Axnh[l - &, w, pl, Ax'[1 - €] == Axnhp[l - &, w, <
nlr, Ax, {z, 0, 1 - e}1[[11];

Givet denna 16sning kan konduktiviteten berédknas.
osollw_, pu_l := 1/I1/(zxplwT) Ax'[01/Ax[0] /. Asollw, ul;

Konduktiviteten &r nu given som en funktion av frekvens och kemisk potential. Nedan skapas figurer
ddr frekvensberoendet visas med p som parameter.

<< MaTeX"
figRe = Plot[{Rel[osol[w, 5]], Relosol[w, 25]], Relosol[w, 5011}, {w, 0.001, 75},
PlotRange — {{0, 75}, {0, 1.2}}, PlotStyle — {Black, {Blue, Dashed}, {Red, DotDashed}},
PlotLegends — Placed[LineLegend [{MaTeX["\\mu/T=5", FontSize — 16], MaTeX["\\mu/T=25", FontSize — <«
161, MaTeX["\\mu/T=50", FontSize — 161}, LegendFunction — Panell], {Right, Bottoml}],
GridLines — Automatic, GridLinesStyle — Directive[Black, Thickness[0.0002], Opacity[0.5]],
Frame — True, FrameTicks — {{Automatic, None}, {Automatic, Nonel},
FrameLabel — {MaTeX["\\omega/T", FontSize — 20], MaTeX["\\text{Re }\\sigma(\\omega)", FontSize — <«
201},
FrameTicksStyle — Black,
BaseStyle — {NumberPoint — ",", FontFamily — "CMU Serif", FontSize — 161},
ImagePadding — {{55, 10}, {50, 10}}]
figIm = Plot[{Im[osol[w, 5]], Im[osol[w, 25]], Im[osol[w, 5011}, {w, 0.001, 75},
PlotRange — {{0, 75}, {-1, 6}}, PlotStyle — {Black, {Blue, Dashed}, {Red, DotDashed}},
PlotLegends — Placed[LineLegend [{MaTeX["\\mu/T=5", FontSize — 16], MaTeX["\\mu/T=25", FontSize — <
16], MaTeX["\\mu/T=50", FontSize — 16]}, LegendFunction — Panell], {Right, Bottom}],
GridLines — Automatic, GridLinesStyle — Directive[Black, Thickness[0.0002], Opacity[0.5]],
Frame — True, FrameTicks — {{Automatic, Nonel}, {Automatic, Nonel},
FrameLabel — {MaTeX["\\omega/T", FontSize — 20], MaTeX["\\text{Im }\\sigma(\\omega)", FontSize — <«
201},
FrameTicksStyle — Black,
BaseStyle — {NumberPoint — ",", FontFamily — "CMU Serif", FontSize — 16},
ImagePadding — {{55, 10}, {50, 10}}]
Export ["Re_sigma.pdf", figRel // SystemOpen
Export ["Im_sigma.pdf", figIm] // SystemOpen
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