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Sammanfattning

En aktiv forskningsfront inom materialfysik är studierna av olika 2D-material och dess unika egenskaper jämfört
med 3D-material. Partikel-partikel-interaktionerna i dessa material uppvisar som regel starkt kopplat beteende
och är således svåra att modellera, analytiskt liksom numeriskt. Med hjälp av den holografiska principen i
form av AdS/CFT-dualiteten kan den tvådimensionella materialfysiken betraktas som en randprojektion av
en högredimensionell, svagt kopplad gravitationsteori i AdS4-metrik. Syftet med projektet är att beräkna den
optiska konduktiviteten hos ett sådant starkt kopplat material med hjälp av den holografiska principen.

Beräkningar utan metriksvar ger en konstant konduktivitet, men genom att inkludera metriksvar erhålls ett
frekvensberoende resultat. Realdelen går asymptotiskt mot ett konstant värde, medan imaginärdelen har en pol
för låga frekvenser och försvinner för höga frekvenser. Liknande beteenden har tidigare påvisats experimentellt i
det tvådimensionella materialet grafen. Även om modellen kan utvecklas ytterligare åskådliggör projektet den
holografiska principens användbarhet vid lösning av fältteoretiska problem samt ett möjligt tillvägagångssätt att
modellera starkt kopplade 2D-material i praktisk tillämpning.

Nyckelord: starkt kopplade material, 2D-material, optisk konduktivitet, holografiska principen, AdS/CFT-
dualitet, allmän relativitet, svarta hål, anti-de Sitter-rumtid, kvantfältteori.
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Conductivity of a strongly coupled 2D material.
Leo Andersson, Linus Hagedorn, Albin Ledell,
Carl Löv, Gustav Nilsson, Christian Russberg
Department of Physics
Chalmers University of Technology

Abstract

An active research frontier within material physics concerns the investigations of various 2D materials and their
unique properties compared to 3D materials. Particle-particle interactions in these materials typically exhibit
strongly coupled behavior and are thus difficult to model, analytically as well as numerically. By employing the
holographic principle in the form of the AdS/CFT duality, two-dimensional material physics can be regarded
as a boundary projection of a higher-dimensional, weakly coupled gravitational theory in AdS4 metric. The
purpose of this project is to calculate the optical conductivity of such a strongly coupled material using the
aforementioned holographic principle.

Calculations without metric response yields a constant conductivity, but including metric response results in a
frequency-dependent outcome. The real part asymptotically approaches a constant value, while the imaginary
part exhibites a pole for low frequencies and vanishes for high frequencies. Similar behaviors have previously
been observed experimentally in the two-dimensional material graphene. Although the model can be further
developed, the project demonstrates the utility of the holographic principle in solving problems in field theory
and a potential approach to modeling strongly coupled 2D materials in practical applications.

Keywords: strongly coupled materials, 2D materials, optical conductivity, holographic principle, AdS/CFT-
duality, general relativity, black holes, anti-de Sitter spacetime, quantum field theory.
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Viktiga storheter och ekvationer
Nedan ges en sammanställning av beteckningarna för de mest centrala storheterna som förekommer i rapporten.
Dessutom presenteras de viktigaste ekvationerna som används i beräkningar och härledningar.

Viktiga storheter

Verkan S

Lagrangiandensitet L

Skalärt fält ϕ

Metrik gµν

Metrikdeterminant g

Elektromagnetisk potential Aµ

Elektromagnetisk fälttensor Fµν

4-strömtäthet jµ

Christoffel-symbol Γρ
µν

Riemann-tensor Rσ
ρµν

Ricci-tensor Rµν

Ricci-skalär R

Einstein-tensor Gµν

Stress-energitensor Tµν

Kosmologisk konstant Λ

Einsteins gravitationskonstant κ

Hyperbolisk radie L

Radiell Poincaré-koordinat z

Position för händelsehorisont zH

Kemisk potential µ

Temperatur T

Hawking-temperatur TH

Genererande funktional Z

Källa h

Operator O

Konduktivitet σ

Vinkelfrekvens ω

Störning av elektromagnetisk potential aµ

Metriksvar hµν

Ekvationer

Euler-Lagranges ekvationer

∂L
∂ϕi(x) − ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕi(x))

)
= 0

Maxwells inhomogena ekvationer

∂νF µν = jµ

Elektromagnetisk verkan

SEM =
∫

d4x

[
−1

4FµνF µν + Aµjµ

]
Einstein-Hilbert-verkan

SEH = 1
2κ2

∫√
−g dDx [R − 2Λ]

Einsteins fältekvationer

Gµν + Λgµν = κ2Tµν

Metrik för Reissner-Nordström-svart hål i AdS4

ds2 = L2

z2

(
−f(z)dt2 + 1

f(z)dz2 + dx2
1 + dx2

2

)
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(
1 + κ2µ2z2

H
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)(
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H
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)4

Hawking-temperatur

TH = 1
4π

∣∣f ′(zH)
∣∣

Elektromagnetisk potential för Reissner-Nordström-
svart hål i AdS4

At = µ

(
1 − z

zH

)
Tvåpunktsfunktion i AdS/CFT-dualiteten

〈
O(x1)O(x2)

〉
≈ δ2Sgrav[ϕ∗]

δh(x1)δh(x2)

∣∣∣∣
h=0
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1. Inledning
Ett forskningsfält som fått mycket uppmärksamhet un-
der 2000-talet är det som berör 2D-material: material
bestående av enstaka atomlager. De uppvisar unika
materialegenskaper och det är följaktligen av intresse
att kunna modellera dem teoretiskt. Detta visar sig
vara ett svårlöst problem på grund av de starka kvant-
mekaniska partikelinteraktionerna i materialen, varför
nya modelleringsmetoder är av behov. En kandidat,
som växte fram ungefär samtidigt som studierna av
2D-material, är den holografiska principen som model-
lerar en kvantfältteori som en randprojektion av en
högredimensionell gravitationsteori.

Kontraintuitiv som den holografiska principen må lå-
ta, visar den sig ha stora beräkningstekniska fördelar
gentemot att bara betrakta en kvantfältteori i sig, och
kan vara användbar i materialmodellering. Detta är
också syftet med projektet: att utföra beräkningar av
ett materials optiska konduktivitet i en kvantfältteori
med hjälp av den holografiska principen. Samtidigt
behöver också den nödvändiga bakomliggande teorin
presenteras på ett pedagogiskt sätt. Vi inleder därmed
rapporten med att ge en vetenskapshistorisk bakgrund,
innan vi går vidare till själva teorin, och slutligen till
beräkningen och slutsatserna.

1.1 Gravitation och kvantfysik

I ett brev till Franska vetenskapsakademin 1905 re-
dogjorde Henri Poincaré för de fullständiga lorentz-
transformationerna, det vill säga byten av inertialsy-
stem under vilka Maxwells ekvationer är fullkomligt
invarianta [1]. Detta brev hade stort inflytande på
Albert Einstein som arbetade på en egen teori om rela-
tivitet (det vill säga en teori om fysikens lagar i olika
inertialsystem). Tack vare matematiken i Poincarés
brev kunde han färdigställa och publicera sin speciella
relativitetsteori redan samma höst [2]. Den speciella
relativitetsteorin beskriver relationen mellan rum och
tid på så sätt att alla fysiklagar samt ljushastigheten
förblir invarianta under lorentztransformationerna.

I samma brev lade Poincaré även fram hypotesen om
gravitationsvågor, det vill säga att effekten av gravita-
tion inte upplevs omedelbart över ett avstånd som i
Newtons klassiska gravitationsteori. Det var en revo-
lutionerande idé som baserade sig på samma hypotes
som Einstein använde i sin speciella relativitetsteori:
att ljushastigheten är den övre gränsen för hastigheten
varmed information kan färdas. Einstein blev varse om
detta och påbörjade kort därefter en nästan tio år lång
jakt efter ett sätt att förena sin speciella relativitetste-
ori med denna nya idé om gravitation. Resultatet, som
publicerades i fyra delar 1915, var den allmänna relati-

vitetsteorin som beskriver gravitation som en egenskap
av universums geometri, och ersatte därmed Newtons
teori [3–6]. Teorins förutsägelseförmåga var stark och
ledde till så många revolutionerande upptäckter inom
astronomi och kosmologi att den idag anses vara en
av de viktigaste teorierna inom modern fysik.

Parallellt med Einsteins allmänna relativitetsteori
växte en helt ny gren inom fysik fram: kvantfysiken.
Dess fundament är kvantmekaniken, som efter många
årtionden av experimentella upptäckter och misslyc-
kade teorier till slut lyckades formuleras på mitten
av 1920-talet [7, kap. 15]. Kvantmekaniken beskri-
ver naturlagarna på atomär och subatomär nivå och
behandlar koncept såsom våg-partikeldualitet, osäker-
hetsprincipen och kvantsammanflätning [8].

Med syfte att förena kvantmekaniken med klassisk
fältteori och Einsteins speciella relativitetsteori föd-
des kvantfältteorin. Arbetet med att formulera teorin
påbörjades redan på 1920-talet, men det tog större
delen av resten av 1900-talet innan den blev konsistent
med resten av kvantfysiken och standardmodellen
[9]. Kvantfältteorin behandlar partikel- och kvasi-
partikelfysik och beskriver partiklar som exciterade
tillstånd av ett underliggande kvantfält [10, kap. 0][11].

Både den allmänna relativitetsteorin och kvantfältteo-
rin anses vara robusta teorier med stark förutsägelseför-
måga i sin respektive gren av teoretisk fysik. Att båda
också bygger på Einsteins speciella relativitetsteori
har naturligt lett till många försök att förena dem i en
gemensam teori som beskriver alla kända naturlagar
på både mikro- och makronivå. Denna hypotetiska te-
ori brukar ofta kallas för teorin om allt. Alla försök till
detta har dock, på ett eller annat sätt, misslyckats på
grund av fundamentala inkompatibiliteter i teorierna
så som de är formulerade i nuläget.

Det finns visserligen ett matematiskt sätt att kombine-
ra kvantfältteori med allmän relativitet, vilket uppkom
från strängteori: en av kandidaterna till teorin om allt.
Metoden berör ett specialfall inom kvantfältteorin: den
så kallade konforma fältteorin (ofta förkortat CFT).
Konform fältteori är den kvantfältteori som är inva-
riant under konforma transformationer, det vill säga
transformationer där vinklar bevaras lokalt. Det visar
sig att den konforma fältteorin kan beskrivas av den
allmänna relativiteten genom den holografiska princi-
pen.

1.2 Den holografiska principen

En ‘brygga’ mellan allmän relativitet och kvantmeka-
nik har kunnat byggas med hjälp av den holografiska
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1. Inledning

principen, även kallad holografisk dualitet (framöver
kommer båda dessa, samt holografisk metod, användas
omväxlande). Idén om holografi tillskrivs Gerard ’t
Hooft, som föreslog att sammankopplingen mellan
kvantmekanik och gravitation löses genom att infor-
mation om en tredimensionell rymd kan projiceras
på en tvådimensionell yta [12]. ’t Hooft menade att
den tvådimensionella rymden, likt en holografisk bild,
måste innehålla all information om den tredimensio-
nella rymden: därav namnet holografisk dualitet, som
även syftar på att de två teorierna vid djupare anblick
är ekvivalenta beskrivningar av samma fysik. 1994
publicerade Leonard Susskind ett papper som byggde
vidare på dessa idéer, främst tack vare det ett år
tidigare publicerade pappret av ’t Hooft m.fl., genom
att visa likheterna mellan holografin och strängteori.

Detta projekt använder den holografiska principen i
form av den så kallade AdS/CFT-dualiteten för att
sammanbinda kvantfysiken med gravitationsteorin.
AdS är en förkortning av anti-de Sitter-rumtid och är
ett sätt att beskriva en hyperbolisk rumtidsgeometri i
vilken parallella linjer divergerar i konstant takt mot
oändligheten, medan CFT som tidigare nämnts syftar
på en kvantfältteori med konform symmetri. Denna
dualitet, som introducerades av Juan Maldacena 1997,
sammankopplar alltså en gravitationsteori i AdS med
CFT genom att låta fältteorin vara den holografiska
projiceringen av AdS [13]. AdS/CFT-dualiteten är
det mest väldokumenterade fallet av holografi och
Maldacenas artikel är den mest citerade publikationen
inom teoretisk fysik, följt av bland andra en vidareut-
veckling av ämnet av Edward Witten 1998 [14].

Dualitetens praktiska innebörd är möjligheten att räk-
na på kvantmekaniska system av partiklar genom att
projicera gravitationsteorin i en lägre dimension. Egen-
skaper hos systemet kan på så sätt beräknas med hjälp
av gravitationsteorins mer hanterbara matematik. I
detta projekt kommer specifikt partikelsystem kallade
starkt kopplade material undersökas, och deras optiska
konduktivitet beräknas.

1.3 Optisk konduktivitet och starkt
kopplade material

Det existerar många olika materialmodeller för att
förklara olika typer av fenomen som till exempel
materialstyrka och elasticitet. Många av dem är struk-
turmässigt komplexa och kräver tunga beräkningar för
att lösas. Ett exempel på en komplex modell är den
för den optiska konduktiviteten hos ett starkt kopplat
material.

Den välkända elektriska DC-konduktiviteten beskri-
ver ett materials förmåga att transportera elektriska
laddningar i det elektriska fältets riktning när en sta-
tisk spänning appliceras. Den optiska konduktiviteten
är däremot ett specialfall av den frekvensberoen-

de AC-konduktiviteten där materialet bestrålas av
elektromagnetisk strålning [15, kap. 2.6]. På grund av
den höga frekvensen och att det elektriska fältet är
ortogonalt mot propagationsriktningen kan (framför
allt anisotropa) material ge en annan respons än om
en vanlig AC-spänning applicerats. I teorin och för
materialen som undersöks i detta projekt uppträder
inga distinkta egenskaper unika för optisk konduktivi-
tet, och därför kommer begreppen AC-konduktivitet,
frekvensberoende konduktivitet eller rentav bara kon-
duktivitet också användas för att beskriva samma sak.

Starka kopplingar hos system gör dem komplexa, och
försvårar därmed beräkningar av dess optiska konduk-
tivitet. I klassiska metaller kan partikelsystemet ses
som en uppsättning partiklar som växelverkar svagt
med varandra genom till exempel den elektromagnetis-
ka kraften. Effekten av svaga växelverkningar påverkas
inte betydligt av antalet partiklar i modellen, det vill
säga partiklarna interagerar i princip bara med sin
omedelbara omgivning. I starkt kopplade material är
detta ej fallet: Partiklarna har en stark växelverkan
vars effekt utanför den lokala omgivningen inte kan
försummas. Materialet kan inte längre ses som ett
system av unika partiklar utan måste beskrivas efter
deras kollektiva beteende [16]. Detta medför att model-
ler för ett stort antal partiklar blir oerhört komplexa
och nästan omöjliga att räkna på.

Exempel på starkt kopplade material är bland annat
högtemperatursupraledare och Mott-isolatorer. Att be-
skriva deras fysikaliska egenskaper är alltså ett be-
räkningsmässigt problem. Det är i dessa lägen som
AdS/CFT-dualiteten blir användbar. Beräkningar för
det starkt kopplade systemet kan göras med hjälp av
en svagt kopplad gravitationsteori.

1.4 Konduktivitet i en svart hål-modell

Den holografiska principen gör det möjligt att beskriva
ett starkt kopplat material (beskrivet av en fältteori)
med hjälp av ett svart hål i AdS-rumtid (i den all-
männa relativitetsteorin). Svarta hål är lösningar av
Einsteins fältekvationer, rörelseekvationerna i allmän
relativitet, och beskriver regioner i rymden där gravi-
tationen är så stark att inte ens ljus kan lämna dem.
De uppkommer i många typer av rumtidsgeometri, till
exempel AdS-rumtiden, men deras exakta utseende
varierar. Fysikaliskt innebär de alla i stort sett ändå
samma sak: en matematisk singularitet som får alla
kända naturlagar att bryta ihop.

Det är möjligt att beräkna den optiska konduktiviteten
hos ett starkt kopplat material genom att beskriva det
via holografisk dualitet i termer av en svart hål-modell
[17, kap. 1]. Större delen av beräkningarna som utförs
är alltså på storheter i svart hål-modellen, där egenska-
per som optisk konduktivitet egentligen inte existerar,
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1.5. Syfte

men genom AdS/CFT-dualiteten kan matematiken
relateras till materialmodellen i vilken konduktiviten
till slut beräknas.

1.5 Syfte

Målet med arbetet är att, med hjälp av AdS/CFT-
dualiteten, beräkna den optiska konduktiviteten hos
ett starkt kopplat 2D-material. Främst är det av in-
tresse att studera dess frekvensberoende och jämföra
med den vedertagna men förenklande Drude-modellen
som istället gäller svagt kopplade material. Projektet
utgör en introduktion till en aktiv forskningsfront
inom teoretisk fysik och demonstrerar hur till synes
helt abstrakta koncept som holografisk dualitet och
kvantfältteori har praktisk tillämpbarhet. Det pre-
senterar också en alternativ metod för att förenkla
beräkningar på starkt kopplade material.

Projektet kommer, delvis genom den presenterade teo-
rin men främst genom den slutgiltiga beräkningen, an-
tingen bestyrka eller ifrågasätta AdS/CFT-dualiteten
som en lämplig metod för att beräkna konduktiviteten
hos starkt kopplade 2D-material. Detta är en form av
granskning som är viktig för trovärdigheten av teorier
inom teoretisk fysik.

1.6 Upplägg

För att uppnå syftet har denna rapport följande upp-
lägg: I kapitel 2 introduceras nödvändiga matematiska
verktyg; principen om stationär verkan, funktionalin-
tegration, och tensorer. Läsare som sedan tidigare har
kunskap om dessa områden kan gå direkt till kapitel 3.
I kapitel 3 – 6 presenteras den nödvändiga fysiken som
används för beräkningen av den optiska konduktiviten
i kapitel 7. Slutligen dedikeras kapitel 8 till diskussion
och slutsatser.

För att rapporten ska hålla fokus på fysiken samt vara
lättläst är den i stil mer lik ett kurskompendium än
en teknisk rapport. Av läsbarhetsskäl kommer endast
nödvändiga beräkningar och definitioner presenteras
och intresserade läsare refereras till bilagor eller refe-
rensmaterial för vidare läsning.

De flesta tekniska begrepp som rapporten introducerar
följs av en förenklad förklaring för att ge läsaren en
känsla för termens betydelse, eftersom arbetet syftar
till att ge en pedagogisk genomgång av den relevanta
teorin. Betydelsen av vissa begrepp och ord utelämnas
dock. Kunskap om sådana detaljer går utanför projek-
tets huvudsakliga syfte och är inte nödvändig för att
förstå arbetet.

1.7 Avgränsningar
Materialet vars konduktivitet ska beräknas är tvådi-
mensionellt, men har ändå viss koppling till verkliga

material. Material av enstaka atomlager (som exempel-
vis grafen) beter sig approximativt tvådimensionellt då
atomkärnor och elektroner är begränsade till ett enda
(platt eller krökt) plan. Modellen som tas fram kan allt-
så användas för att beskriva atomlagerbaserade starkt
kopplade material såsom högtemperatursupraledare.
Eftersom den holografiska projektionen av gravita-
tionsteorin är i en lägre dimension är det av intresse att
modellera det svarta hålet i en så kallad AdS4-metrik
med tre rumsdimensioner och en tidsdimension, så
att det starkt kopplade materialet på randen har två
rumsdimensioner. Dock har de flesta material i vårt
universum tre rumsdimensioner, vilket skulle kräva
AdS5-metrik. En vidareutveckling av projektet vore
därmed att även studera 3D-material, men i och med
att AdS5-metriken är mycket komplex är den bättre
lämpad för arbeten på högre nivåer. Projektet kom-
mer därför avgränsas till att undersöka AdS4-metriken.

En annan avgränsning som görs är att de elektris-
ka fält som kommer studeras saknar rumsberoende.
Dessutom används fouriertransformer av fälten med
vågtalet noll, det vill säga att de endast har ett fre-
kvensberoende. Precis som i många andra fall kommer
problemet hanteras som en linjär respons, vilket in-
nebär att modellen kommer stämma överens med
verkligheten så länge störningarna är små. Vidare
beskrivs systemet endast med den elektromagnetiska
Maxwell-verkan, även om generaliseringar kan göras
genom att inkludera ytterligare fält i verkan. De svarta
hål som kommer att betraktas är elektriskt laddade
men saknar rörelsemängdsmoment.

Ett ordentligt försök att modellera ett specifikt mate-
rials egenskaper skulle anpassa modellens parametrar
efter materialet. I detta arbete inskränker sig däremot
modellen som byggs upp till en enda egenskap och
modellens parametrar skräddarsys ej till ett specifikt
material. Arbetet kan därför ses som en demonstration
av den holografiska principen och dess användningar
snarare än en direkt, kvantitativ tillämpning av teorin.

Det är dessutom värt att påpeka att AdS-metriken inte
heller är en beskrivning av verkligheten: Vårt univer-
sum har, så vitt vi vet, platt geometri till skillnad från
AdS-rumtidens hyperboliska geometri [18]. De svarta
hålen som modelleras skiljer sig alltså från vårt univer-
sums svarta hål. Poängen är att använda modeller av
svarta hål i AdS för att beräkna konduktiviteten av
ett starkt kopplat material. De introduceras alltså inte
för att studera svarta hål i vårt universum, utan som
ett verktyg för att göra beräkningen. Matematiken och
fysiken är dock robust: en följd av att teorierna är mer
allmänna än att bara beskriva vad vi kan observera i
vårt universum.
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2. Matematiska verktyg
Innan fysiken som är relevant för projektet presenteras
är det lämpligt att först etablera en konceptuell grund
som underlättar förståelsen för kommande beräkningar.
Detta kapitel kan ses som en verktygslåda med centrala
koncept som behövs för att kunna angripa elektromag-
netisk fältteori, allmän relativitet, kvantfältteori och
holografisk dualitet.

2.1 Analytisk mekanik: Principen om
stationär verkan

Den mest grundläggande metoden som kommer an-
vändas för att beskriva ett system är principen om
stationär verkan. Metoden bygger på att all förståelse
för det fysiska system som betraktas kan beskrivas
av en funktion L, lagrangiandensiteten, som beror
på de funktioner som beskriver systemet [19, kap. 2].
Exempel på vad de senare funktionerna kan vara är
det magnetiska B⃗(x⃗, t)-fältet och positionen q⃗(t) för en
partikel. Fälten som L beror på betecknas i allmänhet
ϕi(x⃗,t).

Om lagrangiandensiteten integreras över rum och tid
fås ett värde S kallat verkan. I och med att S = S[ϕi]
beror på hur ϕi utvecklas över tid och rum är verkan en
funktion av funktioner; en så kallad funktional. Genom
att variera fälten ϕi och därigenom också funktionalen
går det att hitta de ϕi(x⃗,t) som är stationära punkter
till S, analogt med att hitta stationära punkter till en
funktion. Det är dessa fält som i klassisk mekanik följer
fysikens lagar (entydigheten avgörs av randvillkor),
men också utanför klassisk mekanik är verkan av stor
vikt.

Att hitta villkor för när verkan är stationär är ett
matematiskt problem som kan lösas med hjälp av vari-
ationskalkyl. Verkan för ett allmänt system kan skrivas
på formen

S[ϕ] =
∫

M

dDx L(ϕi, ∂µϕi), (2.1)

där M är en D-dimensionell mångfald och ∂µ an-
vänds som kortare notation för partialderivatan ∂

∂xµ

[20, kap. 1]. En mångfald är ett topologiskt rum som
på lokal nivå beter sig euklidiskt och kan användas
för att beskriva de krökta rumtider, eller universum,
som den allmänna relativitetsteorin beskriver. I denna
rapport räcker det att tänka på en mångfald som ett
möjligen krökt n-dimensionellt rum, såsom ytan på ett
klot eller en torus. Den så kallade funktionalderivatan
av en funktional på denna form ges av [20, kap. 1]

δS[ϕ]
δϕi(x) = ∂L

∂ϕi(x) − ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕi(x))

)
.

Det stationära villkoret är att alla funktionalderivator
är lika med noll, vilket resulterar i Euler-Lagranges
ekvationer

∂L
∂ϕi(x) − ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕi(x))

)
= 0. (2.2)

Dessa ekvationer är mycket centrala inom fysik. Ett
systems rörelseekvationer, som beskriver systemets ut-
fall, hittas genom att variera verkan vilket alltså är
ekvivalent med att lösa Euler-Lagranges ekvationer.

2.2 Funktionalintegration

Med det nyintroducerade konceptet av funktionaler
introducerar vi här även funktionalintegration, som är
ett mycket användbart verktyg inom kvantfältteorin
som presenteras i kapitel 6. En funktionalintegral är
en integral av en viss funktional G över funktioner f i
vårt funktionsrum och kan definieras som

I =
∫

G[f ] dm(f), (2.3)

där m är måttet vi integrerar med [21] [22]. Måttet,
som inte alltid skrivs ut explicit, mäter hur stort bidrag
varje del av rummet ger till integralen. Ett exempel är
integration med polära koordinater i R2; då används
inte drdθ utan istället det med radien viktade måttet
dm(r,θ) = rdrdθ. Vi kan också ha ett mått som lägger
all vikt i en enda punkt: dm(x) = δ(x)dx, där δ(x)
är Diracs deltafunktion. I funktionalintegralen ovan
avgör m hur vi väljer att mäta vårt, oftast oändligdi-
mensionella, funktionsrum.

Funktionalintegraler förekommer ofta inom teoretisk fy-
sik, men är sällan möjliga att lösa analytiskt och måste
istället uppskattas med hjälp av perturbationsmetoder.
De går ut på att börja med den exakta lösningen för
ett enklare problem och sedan approximera lösningen
för den mer komplexa integralen. Inom kvantfältteo-
ri används funktionalintegration för att generalisera
principen om stationär verkan från klassisk mekanik.
Kvanteffekter tillåter partiklar att ta fler än en given
väg mellan två punkter, vilket sammanfattas i Feyn-
mans vägintegral som introduceras i kapitel 6.

2.3 Tensorer

Ett matematiskt objekt som kommer att vara centralt
i all kommande teori är den så kallade tensorn. Den
förväxlas ofta med det konventionella konceptet av
vektorer och matriser inom linjär algebra på grund
av de strukturella likheterna. Nödvändiga definitioner,
tolkningar och räkneregler presenteras i detta avsnitt.
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2.3. Tensorer

2.3.1 Fysikalisk tolkning
En tensor är, likt en vektor, en tabell-liknande sam-
manställning av alla enskilda komponenter som re-
laterar till varandra i ett vektorrum [23, kap. 12]. I
en vektor svarar varje element mot ett index µ mot-
svarande en koordinat xµ, medan de i en tensor av
rang D svarar mot en kombination av D stycken in-
dex µ1µ2 . . . µD, som var för sig motsvarar en av de
möjliga koordinaterna xµi . Därmed är en tensor en
matematisk generalisering av vektorer. En tensor av
rang 1 kan ses som en typ av vektor medan en tensor
av rang 2 kan tolkas som en matris.

2.3.2 Metrik och index
Betrakta en tensor Aµ av rang 1 i fyra dimensioner,
som exempelvis kan utgöras av en tidsdimension och
tre rumsdimensioner. Då betecknar A0 tidskomponen-
ten medan A1, A2 och A3 betecknar rumskomponen-
terna (x, y och z). Notera positionen av index: Det
spelar stor roll om index är upphöjt (kontravariant
form) eller nedsänkt (kovariant form) [24, kap. 1]. Det
går däremot alltid att transformera mellan kovariant
och kontravariant form med en så kallad metrik gµν

enligt
Aν := gµνAµ, gµνAν = Aµ. (2.4)

Ekvation (2.4) använder, liksom resterande delar av
denna rapport, Einsteins summationskonvention. Om
ett index dyker upp två gånger är det underförstått att
alla möjliga kombinationer med detta index summeras.
Det saknar därför betydelse med vilken symbol ett
summationsindex betecknas. Exempelvis gäller (i en
tidsdimension och tre rumsdimensioner) att

gµνAµ = g0νA0 + g1νA1 + g2νA2 + g3νA3.

Metriken gµν är en tensor med inversen gµν ,

gµνgνρ = δµ
ρ ≡

{
1, µ = ρ

0, µ ̸= ρ
(2.5)

och den är symmetrisk, vilket innebär att gµν = gνµ.
Metriken beskriver mångfaldens geometriska egenska-
per som sträckor, vinklar och volymer. Sträckor visar
sig vara ett bra sätt att visualisera metriken. I punkten
x i ett euklidiskt rum med dimension n, ges sträckan
s till en närliggande punkt av Pythagoras sats

s2 =
n∑

i=1
∆xi∆xi.

I ett mer allmänt, krökt rum generaliseras detta för
små sträckor till

ds2 = gij(x)dxidxj , (2.6)

där gij(x) är den symmetriska metriktensorn [24,
kap. 5]. Att metriken är beroende av positionen xµ

innebär att avståndet mellan två punkter kan bero på

positionen i rumtiden. Platta rum, exempelvis eukli-
diska rum (där gij = δij), har däremot inget sådant
rumsberoende. Ett annat exempel på platt rum är
det så kallade Minkowski-rummet som beskriver platt
rumtid och definieras enligt

gij(x) = ηij = diag(−1,1,1,1) (2.7)

i fyra rumtidsdimensioner. Minkowski-metriken ηij

kommer att användas för att beskriva den elektromag-
netiska fältteorin senare i kapitel 3.

2.3.3 Koordinattransformation och mate-
matisk definition

En punkt i rumtiden kan också betraktas som en ten-
sor och betecknas xµ. Vid ett koordinatbyte till yµ

kommer tensorerna att transformera [25, kap. 6.2]. Re-
lationen mellan en kontravariant tensor Aµ och dess
representation Ãµ i de nya koordinaterna är

Ãν = ∂yν

∂xµ
Aµ. (2.8)

Kovarianta tensorer transformerar istället som

Ãν = ∂xµ

∂yν
Aµ. (2.9)

På motsvarande sätt transformerar en allmän tensor
AI1I2...

J1J2... som

ÃK1K2...
L1L2... =

∏
i

∏
j

∂yKi

∂xIi

∂xJj

∂yLj
AI1I2...

J1J2.... (2.10)

Omvänt gäller

AI1I2...
J1J2... =

∏
i

∏
j

∂xIi

∂yKi

∂yLj

∂xJj
ÃK1K2...

L1L2.... (2.11)

En tensor kan helt enkelt definieras matematiskt som
ett objekt som transformerar enligt ovanstående (ek-
vationer (2.8) – (2.11)) [24, kap. 3].
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3. Elektromagnetism och Maxwells ekvationer
Med utgångspunkt i de grunder som lades i kapitel 2
presenteras här fundamentala koncept och definitioner
inom den klassiska elektromagnetiska fältteorin. Målet
är att omformulera denna som en fältteori i tensorno-
tation med principen om stationär verkan. Den nya
beskrivningen av den elektromagnetiska fältteorin är
möjlig att förena med den allmänna relativitetsteorin,
som presenteras i kommande kapitel. Dessutom sam-
manfattas den klassiska Drude-modellen för elektrisk
ledningsförmåga utifrån vilken konduktiviteten som
beräknas med hjälp av den holografiska dualiteten i
kapitel 7 kan analyseras.

3.1 Konvention

Innan omformuleringen av elektromagnetismen görs
noteras några anmärkningar kring rapportens konven-
tioner. För att kunna skriva ekvationer på kompakta
former måste lämpliga enheter användas. Det första va-
let som görs är att använda Heaviside-Lorentz-enheter,
i vilka Maxwells ekvationer lyder

∇ · B⃗ = 0, ∇ × E⃗ + 1
c

∂tB⃗ = 0, (3.1)

∇ · E⃗ = ρ, ∇ × B⃗ − 1
c

∂tE⃗ = 1
c

j⃗. (3.2)

Här betecknar ρ den elektriska laddningstätheten, j⃗
strömtätheten och E⃗ och B⃗ det elektriska respektive
magnetiska fältet. För att eliminera ytterligare faktorer
som gör ekvationer mindre eleganta används dessutom
naturliga enheter, det vill säga att ljushastigheten
och Plancks reducerade konstant c = ℏ = 1. Även
Boltzmanns konstant kB sätts till ett. I detta kapitel
kommer elektromagnetism för platt rumtid presente-
ras. Signaturen som används för Minkowski-metriken
är (−, + , + ,+) och kallas mostly plus (det vill säga
metriken enligt ekvation (2.7)). Teorin generaliseras
dock till godtyckliga rumtider i samband med att den
allmänna relativitetsteorin introduceras i kapitel 4.

3.2 Den elektromagnetiska fälttensorn
och Maxwells ekvationer

En storhet som visar sig vara central i den relativistiska
beskrivningen av elektromagnetism är den så kallade
elektromagnetiska potentialen

Aµ = (ϕ, A⃗), (3.3)

som är en relativistisk 4-potential vars komponenter
utgörs av skalärpotentialen ϕ och vektorpotentialen A⃗

[26, kap. 5.3]. De motsvarande elektriska och magne-
tiska fälten definieras som

E⃗ = −∇ϕ − ∂A⃗

∂t
,

B⃗ = ∇ × A⃗.

Ur detta definieras den elektromagnetiska fälttensorn

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3.4)

Det visar sig att alla permutationer av partialderivator
sammanfaller med olika komponenter av fälten E⃗ och
B⃗. Om de sammanställs i matrisform fås

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 .

Därmed kan de elektriska och magnetiska fälten sam-
manfattas i en enda tensor. Det är mycket användbart
i allmän relativitet då det förenklar beräkningar.

Fµν är den kovarianta elektromagnetiska fälttensorn,
men den kontravarianta formen kan erhållas genom
transformation med metriken:

F µν = gµρgνσFρσ.

För att kunna teckna Maxwells ekvationer uttryckt
i fälttensorn behövs även en 4-strömtäthet. Den be-
tecknas jµ = (ρ, j⃗) och består av den elektriska ladd-
ningstätheten och strömtätheten [26, kap. 5.2]. Med
den nya notationen kan Maxwells två inhomogena ek-
vationer (3.2) skrivas som

∂νF µν = jµ, (3.5)

vilket visas i bilaga A.1. I nästkommande avsnitt illu-
streras hur de kan härledas med principen om stationär
verkan. Härnäst kan också den så kallade Bianchi-
identiteten för den elektromagnetiska fälttensorn in-
troduceras [27, kap. 2.4]:

∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν = 0. (3.6)

Att så är fallet inses genom insättning av sambandet
∂ρFµν = ∂ρ∂µAν − ∂ρ∂νAµ och är alltså en direkt
följd av fälttensorns definition. Bilaga A.1 visar att
identiteten i själva verket är Maxwells två homogena
ekvationer (3.1).

3.3 Den elektromagnetiska verkan

Ett viktigt steg för att hantera de elektromagnetiska
fälten är att konstruera den elektromagnetiska ver-
kan S[Aµ]. Den ska vara simpel samt invariant under
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3.4. Drude-modellen

lorentz- och gaugetransformationer [27, kap. 3.2]. De
senare ändrar storheterna med vilka ett system be-
skrivs på så vis att verkan S lämnas invariant, exem-
pelvis genom att ändra en potential med en konstant:
V (x) 7→ V (x) + V0. I bilaga A.2 redogörs för invari-
ans under transformationen Aµ 7→ Aµ +∂µΛ för någon
skalär Λ. Verkan behöver dessutom normeras så att det
elektromagnetiska fältet får rätt energidensitet, som i
vakuum ges av (|E⃗|2 + |B⃗|2)/2. Dessa villkor uppfylls
av följande verkan för elektromagnetisk fältteori:

S[Aµ] =
∫

d4x

[
−1

4FµνF µν + Aµjµ

]
. (3.7)

Att ekvation (3.7) resulterar i rätt energitäthet visas i
bilaga A.3. Verkan kan generaliseras genom att lägga
till en elektromagnetisk kopplingskonstant 1/g2

em som
avgör fältets styrka. För enkelhetens skull kommer det
antas att gem = 1.

Verkan används, i enlighet med avsnitt 2.1, för att
hitta systemets rörelseekvationer. Det kan göras direkt
med Euler-Lagranges ekvationer, men här demonstre-
ras även hur verkan kan varieras och göras stationär.
För elektromagnetiska fält gäller att

δS =
∫

d4x

[
−1

4
(
FµνδF µν + F µνδFµν

)
+ δAµjµ

]
=
∫

d4x

[
−1

2F µνδFµν + δAµjµ

]
=
∫

d4x

[
−1

2F µνδ
(
∂µAν − ∂νAµ

)
+ δAµjµ

]
=
∫

d4x
[
δAν

(
∂µF µν + jν

)]
,

där det i sista steget har utförts en partiell integration.
Randtermen försvinner eftersom variationen δAν antas
vara noll på randen. Om det gäller att δS = 0 för alla
δAν måste alltså ∂µF µν + jν = 0, vilket stämmer över-
ens med ekvation (3.5) eftersom Fµν är antisymmetrisk.
Rörelseekvationerna är alltså Maxwells ekvationer.

3.4 Drude-modellen

En enkel beskrivning av en metalls konduktivitet ges
av Drude-modellen [28][29]. Den använder klassisk me-
kanik och behandlar materialet som ett system med
fixerade joner och fria elektroner. Elektronerna antas
enbart växelverka med andra partiklar genom kollisio-
ner med jonerna. Enligt Newtons rörelselagar beskrivs
rörelsemängden p⃗ för en elektron med massan m och
laddningen q av rörelseekvationen

∂p⃗

∂t
= qE⃗ − p⃗

τ
. (3.8)

Den drivs alltså av det elektriska fältet, men påverkas
också av en bromsande kraft till följd av växelverkan
med jonerna. Relaxationstiden τ motsvarar den genom-
snittliga tiden mellan kollisionerna. Partiklarnas rörel-
semängd kan relateras till strömtätheten j⃗ = nqp⃗/m,

där n betecknar elektrontätheten. Ett oscillerande fält
E⃗ = E⃗(ω)e−iωt ger upphov till en strömtäthet på
formen j⃗ = j⃗(ω)e−iωt. Insättning i ekvation (3.8) ger:(

−iω + 1
τ

)
m

nq
j⃗(ω) = qE⃗(ω).

Det följer därför av sambandet j⃗(ω) = σ(ω)E⃗(ω) att
Drude-konduktiviteten blir

σ(ω) = σ0

1 − iωτ
, (3.9)

där σ0 = nq2τ/m är konduktiviteten för statiska fält.
Detta frekvensberoende medför att Re σ(ω) uppvisar
en så kallad Drude-topp vid låga frekvenser, vilket
illustreras i figur 3.1. Dess form bestäms av τ ; en
kort relaxationstid ger en låg och bred Drude-topp.
Konduktivitetens realdel kan tolkas som ett mått på
dissipation av energi medan imaginärdelen beskriver
systemets respons på det pålagda fältet [26, kap. 7.6].
Figur 3.2 visar imaginärdelens frekvensberoende, som
är noll vid ω = 0 samt för höga frekvenser.

0 2 4 6 8 10
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

Figur 3.1: Realdelen av Drude-konduktiviteten σ som
funktion av frekvensen ω.

0 2 4 6 8 10
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

Figur 3.2: Imaginärdelen av Drude-konduktiviteten
σ som funktion av frekvensen ω.

Hur Drude-modellen jämför sig med den kvantfältte-
oretiska modellen för ett starkt kopplat material för-
klaras i kapitel 8. Innan den starkt kopplade modellen
kan tas fram måste dock teori inom allmän relativitet,
kvantfältteori och holografisk dualitet gås igenom.

7



4. Allmän relativitet: Introduktion
Allmän relativitet är den mest centrala teorin i projek-
tet och kommer således också ha den mest utvecklade
och rigorösa presentationen. Teorin är uppdelad i två
kapitel: detta, som introducerar alla nödvändiga kon-
cept och beräkningstekniker, och nästkommande, som
presenterar relevanta tillämpningar och lösningar. Det-
ta kapitel fokuserar alltså huvudsakligen på att bygga
en förståelse för den allmänna relativitetsteorin. Den
förklaras både genom intuitiva fysikaliska tolkningar
och längre uträkningar som är viktiga för förståelsen.

4.1 Bakgrund

Allmän relativitet är en teori som förklarar gravitation
med geometri; effekterna av vad som tidigare (i klassisk
mekanik) setts som gravitationskraft är i själva verket
krökningar i rumtiden (se figur 4.1) [27, kap. 0]. Rum-
tidens krökning brukar visualiseras med en specifik
typ av geometrilinjer kallade geodeter. Dessa beskriver
banan som en partikel (som kan vara masslös) rör sig
givet någon initial rörelsemängd samt utan påverkan
av yttre (icke-fiktiva) krafter [27, kap. 1.2]. I platt
rumtid är det helt enkelt ‘rakt fram’, men även en
krökt geodet kan ses som att röra sig ‘rakt fram’ då
det krävs en yttre kraft för att avvika från den.

Figur 4.1: Platt rumtid jämfört med krökt rumtid i
två rumsdimensioner. En partikel med någon rörelse-
mängd rör sig längs sin geodet i respektive rumtid. På
grund av den krökta rumtiden i det högra fallet ser
rörelsemängdsvektorn för partikeln ut att förändra sig
över tid, vilket upplevs som gravitation.

Teorin uppstod som ett sätt att förena gravitationen
med speciell relativitet och ersätter därmed Newtons
klassiska teori om gravitation. Enligt Newtons gravi-
tationsteori förmedlas gravitationen omedelbart över
långa distanser, vilket enligt den speciella relativi-
tetsteorin bryter mot det grundläggande postulatet
att ingen information kan röra sig snabbare än lju-
set. Genom att bygga gravitationen på fältteori, likt
elektromagnetisk fältteori som beror på både rum och
tid, fås den allmänna relativitetsteorin ur den speciella
relativitetsteorin.

I de flesta fall är korrektionerna införda av allmänn
relativitet extremt små och kan försummas, men det
finns viktiga undantagsfall. Vissa är vardagliga situa-
tioner som till exempel att GPS-satelliter behöver göra
korrigeringar av sin interna klocka på grund av en
svagare upplevd gravitation (och därmed annorlunda
upplevd tid) än vid jordytan. Andra är mer exotiska,
som till exempel vid studier av svarta hål. Innan svar-
ta hål studeras behövs dock en mer rigorös fysikalisk
och matematisk grund presenteras, och en lämplig ut-
gångspunkt är en kort sammanfattning av den mest
grundläggande beskrivningen av rumtidens geometri:
metriken.

4.2 Metriken

I och med att rymden är krökt är metriken gµν(x)
positionsberoende och avstånd beskrivs, som nämnt i
ekvation (2.6), enligt generaliseringen av Pythagoras
sats:

ds2 = gµν(x)dxµdxν .

Eftersom metriken är symmetrisk är den lokalt diago-
naliserbar, och eftersom egenvärdena är nollskilda har
den en invers, vilket beskrivs i ekvation (2.5).

De större korrigeringarna i allmän relativitet kommer
att härstämma från detta positionsberoende; till exem-
pel kommer begrepp såsom derivata och volymelement
behöva justeras på grund av detta.

4.3 Christoffel-symbolen

För att ta reda på hur metriken påverkar fält i krökt
rumtid behöver ett annat användbart objekt introdu-
ceras: Christoffel-symbolen, som definieras enligt [24,
kap. 7]

Γj
kl = 1

2gij (∂kgil + ∂lgik − ∂igkl) = Γj
lk. (4.1)

Ett illustrerande exempel på beräkning av Christoffel-
symbolen hittas i bilaga B.1, där metriken på en sfär
behandlas. Christoffel-symbolen är inte en tensor, ty
den följer annorlunda transformeringsregler. En tensor
transformerar, i enlighet med teorin i avsnitt 2.3.3,
som

T̃ λ
µν = ∂yλ

∂xα

∂xβ

∂yµ

∂xγ

∂yν
T α

βγ , (4.2)

men det visar sig att Christoffel-symbolen får ytter-
ligare en term i sin transformation. Det är ett direkt
resultat av insättning av den transformerade metriken
i definitionen, vilket utförs i bilaga B.2. Christoffel-
symbolen transformeras istället enligt

Γ̃λ
µν = ∂yλ

∂xα

∂xβ

∂yµ

∂xγ

∂yν
Γα

βγ + ∂2xα

∂yµ∂yν

∂yλ

∂xα
. (4.3)
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4.4. Kovariant derivata

Ett intressant specialfall är när två av Christoffel-
symbolens index är identiska summeringsindex: Γµ

µν .
Enligt definitionen i ekvation (4.1) gäller det att

Γµ
µν = 1

2gµρ
(
∂µgρν + ∂νgρµ − ∂ρgµν

)
= 1

2gµρ∂µgρν + 1
2gµρ∂νgρµ − 1

2gµρ∂ρgµν

= 1
2gρµ∂ρgµν + 1

2gµρ∂νgµρ − 1
2gµρ∂ρgµν

= 1
2gµρ∂νgµρ.

I det näst sista steget bytte de två summeringsindex-
en namn. Härnäst används identiteten ln(det M) =
tr(ln M) för matriser M [20, kap. 1]. Derivering av
båda sidor ger

∂ν ln | det M | = tr
(
∂ν(ln M)

)
= tr

(
M−1∂νM

)
.

Med ett koordinatval som gör gµρ diagonal, med invers
enligt ekvation (2.5), erhålls

gµρ∂νgµρ = ∂ν ln | det gµρ| = ∂ν ln |g|, (4.4)

där g betecknar metrikens determinant. Resultatet gäl-
ler även om metriken bara är lokalt diagonaliserbar
ty både spår och determinant är invariant under kon-
jugering [27, kap. 3.2]. Rumtiderna som betraktas i
allmän relativitet är lorentzianska, vilket i vårt fall
innebär att ett av de diagonala elementen är negativt
och medför att g < 0 [30, kap. 2]. Ett enkelt exem-
pel är Minkowski-metriken ηµν = diag(−1,1,1,1) med
determinanten η = −1. Sammanfattningsvis blir

Γµ
µν = 1

2∂ν ln(−g) = ∂ν ln
√

−g

= 1√
−g

∂ν

√
−g.

(4.5)

Detta är en användbar omskrivning som kommer att
utnyttjas i avsnitt 4.5.

4.4 Kovariant derivata

En beskrivning av hur fält förändras i rum och tid i
allmän relativitet kräver en generalisering av den ‘kon-
ventionella’ derivatan ∂µ = ∂

∂xµ . Den konventionella
derivatan tar nämligen inte hänsyn till hur koordina-
terna förändras i rum och tid. Lösningen på problemet
är att införa den så kallade kovarianta derivatan ∇µ.
Den definieras med den nyintroducerade Christoffel-
symbolen enligt [30, kap. 3.2]

∇µAζκ...
νρσ... = ∂µAζκ...

νρσ... − Γα
µνAζκ...

αρσ...

− Γα
µρAζκ...

νασ... − · · · + Γζ
µαAακ...

νρσ... + . . .
(4.6)

Detta val av definition kommer från att en tensors
kovarianta derivata ∇µAζ...

νρσ... också är en tensor. Det
visar sig också att metriken är kovariant konstant:

∇µgνρ = 0. (4.7)

4.5 Integraler i allmän relativitet

I förra avsnittet definierades en typ av derivata som är
användbar i allmän relativitet. Här undersöks istället
lämpliga integralformuleringar. Volymelelementet i en
krökt D-dimensionell rymd ges av

dV =
√

|gij | dDx, (4.8)

men för lorentzianska metriker skrivs det

dV =
√

−g dDx,

eftersom determinanten g där är negativ [30, Kap. 2.10].
Se figur 4.2 nedan för visualisering av volymelementet
i två dimensioner.

Figur 4.2: Visualisering av volymelementet för en
krökt yta. Metriktensorns element beskriver den lokala
krökningen och roten ur (beloppet av) dess determi-
nant agerar jacobian för volymelementet.

Denna definition motiveras av att volymelement måste
vara invariant under koordinatbytet dxµ = ∂xµ

∂yµ dyµ.
Att använda kvadratroten av metrikens determinant
säkerställer att så är fallet, vilket visas närmare i bilaga
B.3. När volymelementet har definierats kan integraler
hanteras och tillhörande räkneregler bestämmas. Det
finns många sätt att skriva om integraler för att under-
lätta beräkningar, men som regel lyder de viktigaste
integralsatserna som∫

M

dω =
∫

∂M

ω, (4.9)

där ω är en differentialform [27, kap. 2.4]. På så sätt
kan integraler över en mångfald M konverteras till
randen ∂M . Exempel är bland annat Gauss och Sto-
kes satser samt analysens fundamentalsats. Det är av
intresse att hitta en kovariant motsvarighet som är
lämplig för integraler som uppstår i allmän relativitet.
Till hjälp används resultatet erhållet i ekvation (4.5)
för att visa följande:

√
−g ∇µXµ =

√
−g
[
∂µXµ + Γµ

µνXν
]

=
√

−g

[
∂µXµ + 1√

−g
∂ν

√
−gXν

]
=

√
−g ∂µXµ + ∂ν

√
−g Xν

= ∂µ

(√
−g Xµ

)
.
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4. Allmän relativitet: Introduktion

Alltså gäller identiteten
√

−g ∇µXµ = ∂µ

(√
−g Xµ

)
. (4.10)

För en antisymmetrisk tensor Xµν = −Xνµ kan detta
generaliseras till

√
−g ∇µXµν = ∂µ

(√
−g Xµν

)
. (4.11)

För att skriva den kovarianta formen av Stokes sats
antas metriken vara på formen

gµν =
[
γij 0
0 N2

]
. (4.12)

Med dessa beteckningar är γαβ metriken på randen,
vars determinant är γ. Vidare införs en utåtriktad nor-
malvektor nµ = (0, . . . , 0, N). Observera att g = γN2

och att nµXµ = NXD för en godtycklig tensor Xµ.
Denna notation, tillsammans med identiteten (4.10),
medför att∫

M

dDx
√

−g ∇µXµ =
∫

M

dDx
[
∂µ

(√
−g Xµ

)]
=
∫

∂M

dD−1x
(√

−g XD
)

=
∫

∂M

dD−1x
√

−γN2 XD

=
∫

∂M

dD−1x
√

−γ nµXµ.

I det andra steget kunde divergenssatsen (ett fall av
den allmänna integralsatsen, ekvation (4.9)) användas
för att överföra integralen till randen. Sammanfatt-
ningsvis gäller att∫

M

dDx
√

−g ∇µXµ =
∫

∂M

dD−1x
√

−γ nµXµ.

(4.13)
Detta är den kovarianta motsvarigheten av Stokes sats
som förekommer i allmän relativitet. Den kan användas
för partiell integration med kovarianta derivator. Rand-
termen får då samma form som högerledet i ekvation
(4.13).

4.6 Riemann-, Ricci- och Einstein-
tensorn

Med hjälp av den tidigare introducerade Christoffel-
symbolen definieras nu även en rad användbara tenso-
rer som innehåller information om rumtiden i hanter-
bara format.

4.6.1 Riemann-tensorn
Krökning av rumtid innebär kortfattat att andra
ordningens kovarianta derivata i allmänhet inte kom-
muterar: ∇µ∇ν ̸= ∇ν∇µ. Att sätta ett mått på denna
icke-kommutativitet kommer att bli väldigt använd-
bart. I differentialgeometri används den så kallade
Riemann-tensorn för detta ändamål, och likväl är
denna tensor också användbar i allmän relativitet.

Med Christoffel-symbolerna definieras Riemann-
tensorn enligt [27, kap. 3.4]

Rσ
ρµν = ∂µΓσ

ρν − ∂νΓσ
ρµ + Γλ

νρΓσ
µλ − Γλ

µρΓσ
νλ.
(4.14)

De enskilda komponenterna i Riemann-tensorn inne-
håller information om hur vektorer förändras under
parallelltransportation genom en sluten kurva i mång-
falden (se figur 4.3 nedan) [30, kap. 3.6].

Figur 4.3: Parallelltransport av vektor på en sfärisk
yta. Under förflyttningen förblir vektorns vinkel mot
vägen konstant, men i och med ytans krökning kommer
den inte längre peka åt samma håll efter att ha gått
ett helt varv. Riemann-tensorn beskriver hur denna
förändring sker.

Förutom den uppenbara antisymmetrin Rσ
ρµν =

−Rσ
ρνµ finns ett antal symmetriegenskaper som fram-

träder då det kontravarianta indexet sänks
Rσρµν = −Rσρνµ = −Rρσµν = Rµνσρ,

Rσρµν + Rσµνρ + Rσνρµ = 0.
(4.15)

I avsnitt 3.2 betraktades Bianchi-identiteten för Fµν .
Nu kan den analoga identiteten för Riemann-tensorn
formuleras [27, kap. 3.4]:

∇αRσρµν + ∇νRσραµ + ∇µRσρνα = 0. (4.16)

I beräkningar med kovarianta derivator, såsom i härled-
ningen av ekvation (4.16), kan Christoffel-symbolerna
bli överväldigande många. Det visar sig att givet en
(lorentzisk) mångfald M och en punkt p ∈ M finns
alltid koordinater så att [27, kap. 3.3]

gµν(p) = ηµν och ∂ρgµν(p) = 0.

Dylika koordinater kallas normala koordinater. I syn-
nerhet gäller att Christoffel-symbolerna för denna
punkt och med detta koordinatval är noll. Vid använd-
ning av normala koordinater tar termerna i ekvation
(4.16) formen

∇αRσρµν = ∂αRσρµν

= 1
2
(
∂α∂ν∂ρgσµ + ∂α∂µ∂σgνρ

− ∂α∂ν∂σgµρ − ∂α∂µ∂ρgσν

)
,

och analogt för andra index. Eftersom partialderivator-
na kommuterar följer att addition av de tre termerna
resulterar i noll.
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4.7. Einsteins fältekvationer

4.6.2 Ricci-tensorn och Ricci-skalären
Givet Riemann-tensorn kan en ny, mer kompakt tensor
kallad Ricci-tensorn skapas. Denna tensor innehåller
precis som Riemann-tensorn information om krökning-
en i rumtiden, men rent geometriskt handlar det nu
om förändringen av rumtidsvolymen (se figur 4.4) i
olika riktningar som resultat av denna krökning [31].
Explicit formuleras Ricci-tensorn av kontraktion av det
övre indexet med ett av de två deriverande indexen i
Riemann-tensorn [27, kap. 3.4]

Rµν = Rρ
µρν . (4.17)

Riemann-tensorns egenskaper resulterar i att Ricci-
tensorn får följande symmetri:

Rµν = gσρRσµρν = gρσRρνσµ = Rνµ.

Ytterligare en kontraktion av index ger Ricci-skalären

R = gµνRµν . (4.18)

Skalären är invariant och ger information om rumtidens
totala krökning, det vill säga förändring av rumtidsvo-
lymen men utan avseende till riktning. Till exempel
har en sfär med radien r0 Ricci-skalären R = 2/r2

0.
Se vidare i bilaga B.1 för beräkningen av denna samt
Riemann- och Ricci-tensorerna i denna geometri.

Figur 4.4: Ricci-tensorn och Ricci-skalärens fysika-
liska tolkning. Båda beskriver förändring av rumtids-
volymen mellan två initialt parallella geodeter. Ricci-
tensorn innehåller information om förändringen i olika
riktningar medan Ricci-skalären endast beskriver den
totala förändringen.

Vidare kan Bianchi-identiteten för Riemann-tensorn
uttryckas med Ricci-tensorn och Ricci-skalären. Multi-
plikation av ekvation (4.16) med gρνgσµ ger

gρνgσµ
(
∇αRσρµν + ∇νRσραµ + ∇µRσρνα

)
= 0.

Eftersom metriken kommuterar med den kovarianta
derivatan följer att

gρν
(
∇αRρν − ∇νRρα + ∇µRµ

ρνα

)
= gρν

(
∇αRρν − ∇νRρα − ∇µRρ

µ
να

)
= ∇αR − ∇νRν

α − ∇µRµ
α = 0.

Namnbyte av summeringsindex medför att ∇αR =
2∇νRν

α. Genom att återigen använda att metriken

och den kovarianta derivatan kommuterar erhålls föl-
jande alternativa sätt att skriva Bianchi-identiteten
[27, kap. 3.4]:

∇µRµν = 1
2∇νR. (4.19)

4.6.3 Einstein-tensorn
Slutligen är det ofta intressant att känna till storheter
som är oförändrade, det vill säga att deras kovarian-
ta derivata är noll. Ett exempel på en sådan tensor
är Einstein-tensorn Gµν som alltså skall uppfylla [27,
kap. 3.4.1]

∇µGµν = 0. (4.20)
Med utgångspunkt i Bianchidentiteten enligt ekvation
(4.19) gäller

∇µRµν − 1
2∇νR = ∇µ

(
Rµν − 1

2gµνR

)
= 0.

Här hittas en tensor med den önskade egenskapen. Det
är denna som definieras som Einstein-tensorn

Gµν = Rµν − 1
2Rgµν . (4.21)

4.7 Einsteins fältekvationer

Som sista steg i introduktionen till allmän relativitet
införs dess verkan för att härleda rörelseekvationerna.
Det görs med principen om stationär verkan, på ett
liknande sätt som för elektromagnetisk fältteori i av-
snitt 3.3. Verkan bör som vanligt vara så simpel som
möjligt samt lorentzinvariant och nu även invariant
under koordinatbyte. En elegant lösning som uppfyller
detta består av Ricci-skalären R samt två konstanter
[27, kap. 4.1]. Tillsammans med volymelementet enligt
ekvation (4.8) ges Einstein-Hilbert-verkan

SEH = 1
2κ2

∫√
−g dDx [R − 2Λ] . (4.22)

Einsteins gravitationskonstant κ relaterar till Newtons
gravitationskonstant G enligt κ2 = 8πG. Dess vär-
de säkerställer att Einsteins gravitationsbeskrivning
sammanfaller med Newtons vid små avvikelser från
Minkowski-metriken [32]. Den kosmologiska konstanten
Λ kan tolkas som ett mått på energitätheten i vaku-
um [30, kap. 4.5]. Denna energi påverkar universums
expansion; en positiv kosmologisk konstant accelererar
expansionen, medan Λ ≤ 0 tenderar att ge motsatt
effekt. Konstantens värde för vårt universum är dock
inte fastställt och dess existens har länge varit under
diskussion [33].

Inverkan av materia representeras av en term Sm med
lagrangiantätheten Lm. Denna materieverkan adderas
till SEH och ger den totala verkan

S = 1
2κ2

∫√
−g dDx

[
R − 2Λ + 2κ2Lm

]
.
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4. Allmän relativitet: Introduktion

Nu kan verkan varieras med avseende på metriken:

δS = 1
2κ2

∫
dDx

(
δ(

√
−g)

[
R − 2Λ + 2κ2Lm

]
+

√
−g
[
Rµνδgµν + gµνδRµν + 2κ2δLm

] )
.

Termen innehållande gµνδRµν visar sig kunna skrivas
om till∫

M

dDx
√

−g ∇ρ(gµν∇ρδgµν − ∇νδgρν)

=
∫

∂M

dD−1x
√

−γ nρ(gµν∇ρδgµν − ∇νδgρν),

där integralsatsen i ekvation (4.13) används för att
konvertera integralen till en randterm. I enkla fall
kan variationen och dess derivata antas gå mot noll
i oändligheten, vilket medför att bidraget försvin-
ner [30, kap. 4]. En mer fullständig bild kräver dock
att verkan korrigeras med den så kallade Gibbons-
Hawking-randtermen [27, kap. 4.1].

Därefter kan faktorn δ(
√

−g) betraktas. Från ekva-
tion (4.4) är det känt att gµρ∂νgµρ = ∂ν ln(−g) =

1
−g ∂ν(−g). Detta tillsammans med några omskrivning-
ar ger

δ(
√

−g) = 1
2

1√
−g

δ(−g) = 1
2

−g√
−g

gµνδgµν

=
√

−g

2 gµνδgµν = −1
2

√
−ggµνδgµν .

(4.23)

Insättning i den varierade verkan ovan (som ska va-
ra noll) ger därmed, tillsammans med faktumet att
δLm = ∂Lm

∂gµν δgµν att

δS = 1
2κ2

∫
dDx

(
− 1

2
√

−ggµνδgµν
[
R − 2Λ + 2κ2Lm

]
+

√
−g
[
Rµνδgµν + 2κ2δLm

] )
= 1

2κ2

∫√
−g dDx

(
− 1

2gµνR + Λgµν − κ2gµνLm

+ Rµν + 2κ2 ∂Lm

∂gµν

)
δgµν

= 1
2κ2

∫√
−g dDx

(
Gµν + Λgµν + 2κ2 ∂Lm

∂gµν

− κ2gµνLm

)
δgµν = 0,

där vi i sista steget använt oss av den tidigare introdu-
cerade definitionen av Einstein-tensorn Gµν (ekvation
(4.21)). Om verkansskillnaden skall vara noll för alla
δgµν måste det alltså gälla att

Gµν + Λgµν = −2κ2 ∂Lm

∂gµν
+ κ2gµνLm.

Högerledet kan skrivas som en enda tensor. Den defi-
nieras som

Tµν = − 2√
−g

δSm

δgµν
= gµνLm − 2 ∂Lm

∂gµν
(4.24)

och kallas stress-energitensorn [30, kap. 4.3]. Den utgör
den del av rörelseekvationerna som beskriver hur metri-
ken påverkas av materia. Tensorn kan tolkas som en re-
lativistisk generalisering av den klassiska stresstensorn,
där dess komponenter är tätheter av 4-rörelsemängder
i olika riktningar. Den klassiska stresstensorn med
normal- och skjuvspänningar ges av rumskomponenter-
na T ij , medan T 00, T 0i och T i0 motsvarar energiden-
siteten, energiflödet respektive rörelsemängdstätheten
[34]. De fullständiga rörelseekvationerna ser alltså ut
som följande:

Gµν + Λgµν = κ2Tµν , (4.25)

vilket är Einsteins berömda fältekvationer. Exempel
på hur Tµν påverkar lösningarna kommer att ges i
nästa kapitel. Om den kopplade verkan för materia
inte hade inkluderats i härledningen skulle högerledet
och stress-energitensorn vara noll.
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5. Allmän relativitet: Svarta hål
Detta kapitel tillämpar teorin från tidigare avsnitt
med syfte att förklara olika lösningar till Einsteins
fältekvationer. Dessa kommer sedan att användas när
den optiska konduktiviteten hos starkt kopplade ma-
terial beräknas ur den holografiska principen i kapitel
7. Vidare beskrivs den fysikaliska innebörden av lös-
ningarna, som förklarar existensen av så kallade svarta
hål.

5.1 Bakgrund

Efter formuleringen av Einsteins fältekvationer (ekva-
tion (4.25)) år 1915 söktes exakta lösningar till dem. I
de enklaste fallen är stress-energitensorn Tµν noll, det
vill säga att fältekvationerna behandlas i vakuum. En
trivial lösning är platt rymd där Minkowski-metriken
gµν = ηµν gäller och Λ = 0. Den första icke-triviala
lösningen som hittades kallas Schwarzschild-metriken
och publicerades 1916 av Karl Schwarzschild [35]. Det
är den enklaste (icke-triviala) lösningen till fältekva-
tionerna, och trots att den endast beror på en enda
parameter, massan M , har den enorma konsekvenser
för vår förståelse av universum. Det uppkommer punk-
ter i rumtiden som ger singulariteter i metriken, något
som verkar fullständigt ofysikaliskt.

Om dessa punkter är fysiska singulariteter eller bara
ett resultat av en inkomplett matematisk formulering
debatteras än idag (se exempelvis artikeln av Roy Kerr
2023 [36]). Existensen av de svarta hålen kring dessa
punkter är dock säker; sir Roger Penrose tilldelades
nobelpriset i fysik år 2020 för sitt arbete som visar att
formandet av svarta hål är en robust förutsägelse av
den allmänna relativitetsteorin [37].

Ett svart hål är regionen kring en sådan singularitet där
gravitationen är stark nog att ingen information — inte
ens elektromagnetisk strålning — kan lämna den. Mer
allmänna fall av svarta hål än Schwarzschild-metriken
visar att de utöver massan också karaktäriseras av den
elektriska laddningen Q och rörelsemängdsmomentet
J . Detta sammanfattas i no hair theorem-hypotesen
som säger att alla stationära svarta hål i asymptotiskt
platt rumtid endast karaktäriseras av dessa tre egen-
skaper [27, kap. 6.3].

Svarta hål verkar bryta mot termodynamikens andra
lag, då de enligt no hair theorem-hypotesen har entro-
pin Ssh = 0. Genom att betrakta ett system med ett
svart hål och ett objekt med entropin So > 0 framgår
att systemets totala entropi minskar om det svarta
hålet absorberar objektet. Förmodligen är hypotesen
således ofullständig, men i nuläget finns ingen annan
generaliserad modell som inkluderar entropi.

Det visar sig däremot att det ändå finns sätt att koda
in information annat än M , J och Q i svarta hål givet
rätt omgivning. Efter att de relevanta lösningarna för
svarta hål presenteras kommer den så kallade anti-de
Sitter-rumtiden att introduceras. Den gör det möjligt
att avläsa information på randen av en rumtid med ett
svart hål via en dualitet med den konforma fältteorin
[13][38].

Vad randen av en svart hål-modell är, vad CFT inne-
fattar och vad dess dualitet med AdS betyder kommer
dock inte täckas här, utan hänvisas till senare kapitel.
I detta kapitel är vi bara intresserade av matematiken
bakom svarta hål samt dess lösningar i AdS-rumtid.

5.2 Schwarzschild-lösningen

Den första lösningen som undersöks är den tidigare
nämnda Schwarzschild-lösningen. Den beskriver metri-
ken utanför sfäriskt symmetriska massor M som är
stationära (J = 0) och oladdade (Q = 0) i en rumtid
där Λ = 0. Metriken approximerar långsamt roterande
objekt som planeter och stjärnor väl, men lämpar sig
inte väl för snabbt roterande objekt som exempelvis
neutronstjärnor.

5.2.1 Schwarzschild-metriken
Först studeras hur Einsteins fältekvationer (ekvation
(4.25)) kan formuleras i frånvaro av materia. Högerle-
det, Tµν , som härstammar från närvaron av materia,
är noll i vakuum. Multiplikation med gµν ger

gµν

(
Rµν − 1

2Rgµν + Λgµν

)
= 0.

Med hjälp av Ricci-skalärens definition och identiteten
gµνgµν = δµ

µ = D visar sig ekvationerna kunna skrivas
på formen

(2 − D)R + 2DΛ = 0. (5.1)

Med tre rumsdimensioner och en tidsdimension är
D = 4 och Einsteins fria ekvationer skrivs

Rµν = Λgµν . (5.2)

Detta är en vanlig lösningsgång och ger en elegant start-
punkt för att härleda Schwarzschild-lösningen. Den be-
stäms genom att ansätta en sfäriskt symmetrisk metrik
som närmar sig Minkowski-metriken och Newtons gra-
vitationsbeskrivning i oändligheten, det vill säga är
asymptotiskt platt. Schwarzschild-metriken beskrivs i
fallet D = 4 av

ds2 = −f(r)dt2 + 1
f(r)dr2 + r2dΩ2, (5.3)
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5. Allmän relativitet: Svarta hål

där det sfäriska vinkelberoendet utgörs av S2-metriken
dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 och [30, kap. 5.1]

f(r) = 1 − 2GM

r
. (5.4)

Se figur 5.1 nedan för visualisering av lösningen.

r = rS = 2GM

r = 0

Händelsehorisont

Singularitet

Figur 5.1: Svart hål i Schwarzschild-metriken. Till
vänster: tvärsnitt av det svarta hålet i tre rumsdimen-
sioner. Till höger: det svarta hålet i två rumsdimen-
sioner och rummets krökning kring det. Notera att
geometrilinjerna inte är menade att vara geodeter.

En intressant observation är singulariteten som uppstår
då r = rS = 2GM . Radien benämns Schwarzschild-
radien, där den så kallade händelsehorisonten ligger.
Innanför den byter f(r) tecken: tiden blir rumslik och
radien tidslik. Det betyder att tid och rum byter be-
tydelse, och man har inget annat val än att röra sig
radiellt mot centrum precis som vi normalt inte har
något annat val än att röra oss framåt i tiden. Mer om
den fysikaliska innebörden diskuteras i nästkommande
avsnitt. Schwarzschild-metriken kan generaliseras till
fall där Λ ̸= 0. Metriken antar då samma form men
funktionen f(r) får en ytterligare term;

f(r) = 1 − 2GM

r
− Λ

3 r3. (5.5)

5.2.2 Händelsehorisonter och singularite-
ter

Fysikaliskt innebär händelsehorisonten den gräns in-
nanför vilken information går förlorad ur en yttre
observatörs perspektiv [39]. Ingen information, inte
ens ljus, kan passera händelsehorisonten utåt. Objektet
kan därför tolkas som ett svart hål med sin ‘rand’ vid
Schwarzschild-radien. Det gäller förutsatt att massans
utsträckning är mindre än rS, så att fältekvationerna i
vakuum gäller [24, kap. 18]. Observera att då M = 0
existerar det längre inget svart hål och Schwarzschild-
metriken återgår till Minkowski-metriken.

Ett intressant fenomen är att tidsdilatationen närmar
sig oändligheten för ett objekt som närmar sig händel-
sehorisonten (då f(r) går mot noll). Det innebär att
objektet ser ut att stanna i tiden för en yttre obser-
vatör. Det går alltså inte att observera att ett objekt
passera horisonten (se figur 5.2). För en observatör

som närmar sig händelsehorisonten gäller dock det om-
vända: resten av universum ser ut att ‘snabba upp’ i
tiden, medan horisonten passeras i vad som upplevs
som ändlig tid. För små svarta hål kommer en med-
veten observatör dock inte kunna uppleva detta: de
starka ‘tidvattenkrafterna’ från den snabba förändring-
en av gravitation nära det svarta hålet kan bli så stora
att de sliter sönder materia redan innan den passerar
horisonten. För stora svarta hål blir tidvattenkrafterna
så starka först innanför horisonten [40, kap. 11.8][41].

Figur 5.2: Ljuskonens beteende nära händelsehori-
sonten i Schwarzschild-metrik. När den närmar sig
horisonten från utsidan smalnar den av asymptotiskt
mot noll, det vill säga tiden ‘stannar av’. Innanför
horisonten, där tiden är rumslik och vice versa, be-
ter sig således ljuskonen tvärtom. Streckade linjer är
utgående ljusgeodeter, medan heldragna är ingående
ljusgeodeter.

Schwarzschild-radiens singularitet är inte en fysisk sin-
gularitet, utan ett resultat av koordinatvalet. Med
lämpligt koordinatbyte, exempelvis Kruskal-Szekeres-
koordinater, kan den undvikas [30, kap. 5.7][40,
kap. 11.9]. De uppfyller att

ds2 = −32G3M3

r
e−r/2GM

(
dT 2 − dR2

)
+ r2dΩ2,

T 2 − R2 =
(

1 − r

2GM

)
er/2GM ,

där koordinaten T är tidslik och R är rumslik. Med
denna transformation av koordinaterna r och t elimi-
neras alltså singulariteten i händelsehorisonten. Med
andra ord ändrar vi vad som menas med rum och tid,
utan att ändra något rent fysikaliskt.

Det finns däremot en singularitet i lösningen som inte
är koordinatberoende: r = 0. Detta är vad som ver-
kar vara det svarta hålets fysiska singularitet där det
svarta hålets massa M befinner sig. Oavsett koordi-
natval resulterar denna punkt i en singularitet. Som
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5.3. Reissner-Nordström-lösningen

nämnt tidigare är det inte känt huruvida denna singu-
laritet existerar eller ej i verkligheten, men effekterna
av gravitation utanför det svarta hålet är desamma.

5.3 Reissner-Nordström-lösningen

Schwarzschilds lösning visade sig tidigt vara ett speci-
alfall av en mer allmän lösning till Einsteins fältekva-
tioner som behandlar elektriskt laddade massor. Den
hittades 1916 av bland andra Hans Reissner [42] och
är känd som Reissner-Nordström-lösningen.

5.3.1 Reissner-Nordström-metriken
Om objektet har en elektrisk laddning Q alstras ett
elektriskt fält i den kringliggande rumtiden. Eftersom
elektromagnetiska fält bär på energi innebär det att
stress-energitensorn Tµν blir nollskild. Den definieras
för en viss materieverkan Sm enligt ekvation (4.24) av

Tµν = − 2√
−g

δSm

δgµν
. (5.6)

Om problemet löses i vakuum utanför ett sfäriskt sym-
metriskt svart hål med laddningen Q utgörs Sm lämp-
ligtvis av Maxwell-verkan

SEM[Aµ] =
∫

dDx
√

−g

[
−1

4FµνF µν

]
(5.7)

utan ström [27, kap. 4.5]. Enligt beräkningar i bilaga
A.3 blir stress-energitensorn

Tµν = F ρ
µFρν − 1

4FρσF ρσgµν . (5.8)

Fältekvationerna löses genom att använda en ansats
som utgår från den sfäriska symmetrin [30, kap. 6.5].
För D = 4 blir metrikens vinkelberoende återigen dΩ2.
En rimlig metrik är därmed

gµν = diag(−A, B, r2, r2 sin2 θ), (5.9)

där A och B är två radiella funktioner som ska be-
stämmas. Vidare bör det elektriska fältets riktning och
beroende vara radiella, medan det magnetiska fältet är
noll. Den elektromagnetiska fälttensorn har därför en-
dast två nollskilda komponenter: Ftr = −Frt = −Er,
där Er är det elektriska fältet. Det bestäms av Max-
wells ekvationer, som tack vare ekvation (4.11) och
fälttensorns antisymmetri kan skrivas på formen

∇µF µν = 1√
−g

∂µ

(√
−gF µν

)
= 0. (5.10)

För den ansatta metriken är
√

−g =
√

ABr2 sin θ och
den kontravarianta fälttensorns nollskilda komponen-
ter är F tr = −F rt = Er/AB. På grund av symmetrin
erhålls endast en icke-trivial ekvation:

∂r

(
r2 Er

AB

)
= 0.

Ur detta fås Er = CQ

√
AB/r2, där CQ är en integ-

rationskonstant [42]. Den beror på laddningen och
bestäms genom att betrakta gränsen r → ∞. Då mås-
te metriken gå mot Minkowski-metriken, vilket inne-
bär att A, B → 1. Eftersom den totala laddningen
som innesluts är Q ger Gauss lag på integralform att
CQ = Q/4π. Det elektriska fältet blir därmed

Er = Q
√

AB

4πr2 . (5.11)

Med hjälp av metriken, ekvation (5.9), och det elekt-
riska fältet, ekvation (5.11), kan Einsteins fältekva-
tioner lösas. Fullständiga beräkningar utförs i bilaga
B.4, där slutsatsen att B(r) = 1/A(r) dras. Reissner-
Nordström-metriken kan därför skrivas

ds2 = −f(r)dt2 + 1
f(r)dr2 + r2dΩ2, (5.12)

där funktionen f(r) bestäms till

f(r) = 1 − 2GM

r
− Λ

3 r2 + κ2Q2

32π2r2 . (5.13)

5.3.2 Fysikalisk tolkning

Av Reissner-Nordström-metriken framgår att
Schwarzschild-lösningen som förväntat fås av spe-
cialfallet Q = Λ = 0 (jämför ekvation (5.4) med
(5.13)). Notera att laddningen (Reissner-Nordström)
kan ge upphov till förekomsten av två horisonter: en
yttre händelsehorisont och en inre så kallad Cauchy-
horisont [30, kap. 6.5]. Se figur 5.3 för visualisering av
lösningen. Beroende av värdet på M , Λ och Q kan de
olika horisonterna ha olika betydelse för koordinaterna
r och t. Är laddningen tillräckligt liten relativt M
och Λ byter tid och rum betydelse innanför den yttre
horisonten, men byter tillbaka innanför den inre. Man
kan alltså röra sig fritt innanför den inre horisonten
och undvika singulariteten. Är laddningen istället till-
räckligt stor saknas reella radier för horisonterna. Då
existerar det ingen händelsehorisont och singulariteten
kan alltså undvikas även här. För vidare läsning, se
Hobson m.fl. [40, kap. 12.6–12.8].

r = 0

Cauchy-horisont

Händelsehorisont

Figur 5.3: Svart hål i Reissner-Nordström-metriken
i tre rumsdimensioner. Den yttre horisonten är som
bekant händelsehorisonten, medan den inre är Cauchy-
horisonten.
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5. Allmän relativitet: Svarta hål

De för projektet relevanta svarta hål-lösningarna har
nu presenterats. Den generaliserade lösningen för ro-
terande (J ̸= 0) och laddade svarta hål i expande-
rande rymd (Λ ̸= 0) är den så kallade Kerr-Newman-
lösningen [30, kap. 6.6]. Denna är dock inte nödvändig
för projektet och lämnas som rekommenderad vida-
re läsning vid intresse. Istället görs i nästa avsnitt
en omskrivning av den nyfunna Reissner-Nordström-
lösningen i den så kallade anti-de Sitter-metriken; ett
kritiskt steg i processen inför AdS/CFT-dualiteten.

5.4 Anti-de Sitter-rumtid

Som tidigare nämnts ger Ricci-skalären R information
om rumtidens totala krökning. För att få en intuitiv
förståelse för hur krökning fungerar kan något mer
vardagligt, exempelvis en tvådimensionell yta, betrak-
tas. Om det inte finns någon krökning (R = 0), är
ytan helt platt; likt ett pappersark, där parallella lin-
jer förblir parallella. En positiv krökning (R > 0) kan
istället jämföras med ytan av en sfär, där parallella
linjer saknas, medan en negativ krökning (R < 0) är
som en hyperbolisk yta, där parallella linjer istället
divergerar (se figur 5.4 nedan).

Figur 5.4: Platt, sfärisk och hyperbolisk geometri
med respektive tillhörande värde på Ricci-skalären R.

Denna analogi kan sträckas till fler dimensioner. Så
kallad platt, sfärisk och hyperbolisk geometri gäller i
allmänhet för ett godtyckligt antal dimensioner, och be-
skriver i grund och botten huruvida lägredimensionella
ytor som lokalt verkar ‘parallella’ konvergerar eller
divergerar (eller förblir parallella). Exempelvis innebär
ett D-dimensionellt rum med sfärisk geometri att alla
tillsynes parallella d-dimensionella ‘ytor’, där d < D, så
småningom konvergerar i en (d−1)-dimensionell ‘linje’.

I den allmänna relativitetsteorin resulterar fallet med
R = 0, inte helt förvånande, i platt Minkowski-rumtid.
Det positiva fallet, R > 0, kallas för de Sitter-rumtid
medan det negativa, R < 0, benämns anti-de Sitter-
rumtid (ofta förkortat till AdS) [43, kap. 5.2]. Foku-
set läggs på den sistnämnda för att kunna studera
AdS/CFT-dualiteten (som förklaras i kapitel 6).

Den D-dimensionella AdS-rumtiden kan beskrivas som
en hyperboloid av dimension D = d + 2 med radien L.

Den kan parametriseras på formen [44]

−L2 = −X2
0 − X2

−1 +
d+1∑
i=1

X2
i .

Hyperboloiden är inbäddad i en (D + 1)-dimensionell
platt rumtid med metriken

ds2 = −dX2
0 − dX2

−1 +
d+1∑
i=1

dX2
i .

De d + 3 dimensionerna kan tolkas som d + 1 rumslika
(positiva) dimensioner och två tidslika (negativa) di-
mensioner. Anti-de Sitterrumtidens hyperboliska struk-
tur illustreras i figur 5.5. En vanligare parametrisering
är dock Poincaré-koordinaterna (t, z, x⃗) som resulterar
i metriken

gµν = L2

z2 diag (−1,1, 1, . . . , 1) . (5.14)

Av den hyperboliska AdS-rumtidens D = d + 2 dimen-
sioner är en tidslik och resterande rumslika.

Poincaré-koordinaterna täcker egentligen inte hela rum-
tiden (utan delar den i två halva hyperboloider, där
det oftast är z > 0 som väljs), men används flitigt
då den har en mer lätthanterlig form som fortfaran-
de stämmer i korrespondensen AdS/CFT. Med denna
parametrisering har AdS-rumtiden en singularitet i
z = 0, som kan ses som dess ‘rand’. Denna rand ligger
egentligen i oändligheten ty z har en invers relation till
radiella koordinaten r, det vill säga z → 0 då r → ∞.

Figur 5.5: Enkel bild av AdS3. Det (oändliga) tvådi-
mensionella rummet representeras av en hyperbolisk
skiva, där randen motsvarar r = ∞, och tiden repre-
senteras av den vertikala axeln. Det cylindriska skalet
som bildas av skivans rand och tidsaxeln kallas för den
konforma randen.

5.5 Reissner-Nordström i AdS

Rumtiden kring ett elektriskt laddat svart hål, som
asymptotiskt övergår till anti-de Sitter-rumtid då
z → 0, kan bestämmas genom att ansätta en sfäriskt
symmetrisk metrik som liknar den i ekvation (5.14):

gµν = L2

z2 diag
(

−f(z), 1
f(z) , 1, . . . , 1

)
. (5.15)
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5.6. Hawking-temperaturen

Notera att de två första komponenterna avser tiden
och z-koordinaten; en metrik som beskrivs av denna
tensor är alltså ekvivalent med sambandet

ds2 = L2

z2

(
−f(z)dt2 + 1

f(z)dz2 + dx2
1 + · · · + dx2

d

)
.

Fältekvationerna kan lösas på samma sätt som för
Reissner-Nordström-lösningen i förra avsnittet. En full-
ständig beräkning finns att läsa i bilaga B.5. Lösningen
som hittas är

f(z) = 1 −

(
1 + d − 1

d

κ2µ2z2
H

L2

)(
z

zH

)d+1

+ d − 1
d

κ2µ2z2
H

L2

(
z

zH

)2d

,

(5.16)

där z = zH ger händelsehorisonten. Se figur 5.6 nedan
för visualisering av lösningen. Konstanten µ relateras
till laddningen, och den elektromagnetiska potentialens
nollskilda komponent är

At = µ

[
1 −

(
z

zH

)d−1
]

. (5.17)

Figur 5.6: Visualisering av ett Reissner-Nordström-
svart hål i AdS3 med tillhörande hyperbolisk skiva
till höger. Rumtiden beter sig som AdS vid randen
(z = 0), men kröks kraftigt nära det svarta hålet. No-
tera att geometrilinjerna inte är matematiskt korrekta
geodeter, utan endast en illustration av krökningen.

Det visar sig att kravet om asymptotisk anti-de Sitter-
rumtid ger en relation mellan AdS-radien och den
kosmologiska konstanten. De fullständiga beräkning-
arna visar nämligen, eftersom f(z) → 1 då z → 0,
att

Λ = −d(d + 1)
2L2 . (5.18)

Notera speciellt att Λ < 0 för anti-de Sitter-rumtid
med d ≥ 1, vilket är konsekvent med en negativ krök-
ning i ekvation (5.1), eftersom D ≥ 3.

5.6 Hawking-temperaturen

År 1974 använde Stephen Hawking matematiken för
svarta hål tillsammans med kvantfältteori för att visa
att svarta hål avger en strålning [45]. Denna strålning

kallas numera Hawking-strålning och visar sig vara ek-
vivalent med värmestrålning, vilket betyder att svarta
hål har en temperatur (Hawking-temperatur) [46]. För
ett svart hål i en rumtid med metrik av samma slag
som den i ekvation (5.15) definieras denna temperatur
som [47, kap. 6]

TH = 1
4π

∣∣f ′(zH)
∣∣ . (5.19)

Att så är fallet kan bekräftas genom ett koordinatbyte
då metriken utvecklas kring horisonten. Den exakta
formen följer av fältteorin samt att horisonten inte ut-
gör en singularitet [17, kap. 4]. Hawking-temperaturen
är en användbar parameter när f(z) behöver taylorut-
vecklas nära horisonten. Med funktionen f(z) enligt
ekvation (5.16) evalueras TH till

TH = 1
4πzH

(
d + 1 − (d − 1)2

d

κ2µ2z2
H

L2

)
. (5.20)

Med detta har all relevant teori inom allmän relati-
vitet presenterats. I nästa kapitel lämnar vi tillfälligt
relativitet, och börjar istället med att gå igenom nöd-
vändig kunskap inom kvantfältteori innan AdS/CFT-
dualiteten slutligen presenteras.
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6. Kvantfältteori och holografisk dualitet
Holografisk dualitet bygger på att det finns en dualitet
mellan en rymd och en annan rymd i en högre dimen-
sion [48]. Ett specifikt fall är AdS/CFT-dualiteten,
där kvantgravitation i AdS-rumtid relateras med kon-
form fältteori i en lägre dimension. Vad som relateras
i denna dualitet och hur den används förklaras i detta
kapitel.

6.1 Brott mot konform symmetri

Värt att poängtera är att ‘konform fältteori’ som
sådan inte används i detta projekt; det är egentligen
mer korrekt att använda benämningen kvantfältteori
(QFT). Anledningen till att konform fältteori (CFT)
ändå nämnts är att AdS/CFT-dualiteten bygger på
symmetrin mellan just en konform kvantfältteori och
AdS-rumtid. En konform kvantfältteori är en kvant-
fältteori inom vilken fysikens lagar är invarianta under
konforma transformationer: transformationer som lo-
kalt bevarar vinklar men inte nödvändigtvis längdska-
lor. En sådan teori bryr sig alltså inte om längder och
avstånd (det vill säga storskalig fysik är densamma
som småskalig fysik) [49, kap. 4]. AdS/CFT-dualiteten
gäller således specifikt för ren AdS-rumtid, det vill
säga en rumtid utan skala; en sådan är konformt
invariant överallt.

Så fort vi lägger till vårt Reissner-Nordström-svarta hål
med ändlig temperatur bryts skalinvariansen (och där-
med också CFT-symmetrin) i rumtiden nära det svar-
ta hålet, vilket motsvarar lågenergifysik (även kallad
IR-fysik) för materialet på randen [50]. Nära randen,
vilken motsvarar högenergifysik (UV-fysik), är model-
len däremot fortfarande konform då effekterna av det
svarta hålet går mot noll. Därmed kan z-koordinaten
tolkas som en energi-koordinat, där minskande z repre-
senterar ökande energi [51]. Det visar sig att AdS/CFT-
korresponensen gäller så länge randen är konform även
om den inre rumtiden i sig inte är det, varför det fun-
gerar att använda fysiken nära svarta hål i AdS/CFT-
dualiteten trots att den konforma symmetrin bryts [52,
kap. 3].

6.2 Vägintegraler och partitionsfunk-
tioner

Det som kommer användas för att sammankoppla
kvantfältteorin och gravitationsteorin är partitions-
funktioner och genererande funktionaler, vilka vi får
fram ur vägintegraler.

Feynmans vägintegral används för att evaluera den
kvantmekaniska propagationen mellan två punkter i

koordinatsystemet q med en given verkan S[q]. Detta
är ett resultat av att partiklar propagerar som vågor
när de inte interagerar med sin omgivning. Verkan
beskriver sannolikheten att propagera en viss väg eller
riktning, så för att bestämma sannolikheten att pro-
pagera mellan två punkter beräknas en integral över
alla möjliga vägar viktat med sannolikheten för varje
väg (se figur 6.1). Liksom i föregående kapitel används
naturliga enheter för att förenkla uttrycken. Formellt
beskrivs vägintegralen som

⟨qf |e−iĤt|qi⟩ =
∫

Dq eiS[q], (6.1)

där
∫

Dq är en funktionalintegral (se avsnitt 2.2) ty
rummet vi integrerar i är ett funktionsrum [20, kap 3.2].
Härledningen av vägintegralen (som görs från Schrö-
dingers ekvation) kan hittas i bilaga C.1 för den intres-
serade.

Figur 6.1: Skillnaden mellan klassisk och kvantme-
kanisk propagation. I klassisk mekanik finns det bara
en möjlig väg för partikeln att ta (givet begynnelse-
och slutvillkor). I kvantmekanik propagerar partikeln
istället som en våg och kan då ta oändligt många olika
vägar, med en sannolikhetsvikt för respektive väg.

Ekvation (6.1) visar hur propagationen definieras i
kvantmekanik och beskriver alltså hur propagatorn
för ett enpartikelsystem beter sig där partikeln tar
alla vägar mellan start- och slutpunkt (qi,qf ), viktat
med verkan för varje väg. I kvantfältteori kan detta
generaliseras till [53, kap. 1]

〈
ϕf , tf

∣∣ϕi,ti

〉
= N

∫
Dϕ e

i
∫ tf

ti
dt
∫

ddxLfri(ϕ,∂ϕ)
. (6.2)

Här beskriver

Dϕ ∝
∏

ti<t<tf

∏
x⃗∈Rd

dϕ(x⃗,t)

integralmåttet för funktionalintegralen, N är en nor-
maliseringskonstant och Lfri(ϕ,∂ϕ) är den fria lagran-
giandensiteten för det fria fältet ϕ. Nu när vi övergått
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6.3. AdS/CFT-dualiteten

till en kvantfältteori betraktas partiklar istället som
excitationer i ett fält ϕ, som fokuset därmed ligger
på. Vägintegralen omtolkas som att vi betraktar alla
fältkonfigurationer viktat med motsvarande verkan.

I termodynamik och statistisk mekanik används parti-
tionsfunktioner för att erhålla termodynamiska vari-
abler. För ett kvantsystem är det möjligt att analogt
definiera en partitionsfunktion som

Z =
∑

n

e−βEn =
∑

n

⟨n| e−βĤ |n⟩ = tr e−βĤ , (6.3)

där tr
(

e−βĤ
)

beskriver partitionsfunktionen i Hilber-
trummet av möjliga tillstånd och β är relaterat till
systemets temperatur T som β = 1/kBT [20, kap. 3]
[54]. Med vårt enhetsval är kB = 1. Denna partitions-
funktion kan skrivas med vägintegralformalism som
[53, kap. 1.4]

Z =
∫

Dq e−S[q]. (6.4)

En längre utveckling om detta finns i bilaga C.2. Denna
integral kan liknas med vägintegralen, ekvation (6.2),
genom en så kallad Wick-rotation: t → iτ [20, kap. 3.2]
[55, kap. 2]. På så sätt kan partitionsfunktionen för en
fri fältteori skrivas som

Z =
∫

Dϕ ei
∫

ddxLfri . (6.5)

Genom att introducera källor h(x) för en given kvanto-
perator O(x) kan den genererande funktionalen skrivas
som [11, kap. 12.1][53, kap. 1.3]

Z[h] =
∫

Dϕ ei
∫

ddx [Lfri+h(x)O(x)]. (6.6)

Denna funktional kan på samma sätt som partitions-
funktionen ses som ett objekt som innehåller informa-
tion om systemet i fråga. Den genererade funktiona-
len kan sedan användas för att definiera den allmän-
na n-punktskorrelationsfunktionen för kvantoperatorn
O(x1), O(x2), . . . ,O(xn) som [17, kap. 1][48, kap. 2]

〈
O(x1) . . . O(xn)

〉
=(−i)n 1

Z[h]
δnZ[h]

δh(x1) . . . δh(xn)

∣∣∣∣
h=0

.
(6.7)

I (statistisk) kvantfältteori kan n-punktsfunktionen
tolkas som den statistiska korrelationen mellan ope-
ratorn O(x) för punkterna x1, . . . , xn [56, kap. 2.2].
Beroende av val av operator kan det handla om allt
från sannolikhetsamplituden att hitta ett antal partik-
lar till att relatera magnetfältstyrkan i ett antal givna
positioner.

Med ekvation (6.7) definieras tvåpunktsfunktionerna
som [20, kap. 5]〈

O(x1)O(x2)
〉

= −1
Z[h]

δ2Z[h]
δh(x1)δh(x2)

∣∣∣∣
h=0

(6.8)

Mer konkret kan tvåpunktsfunktionen, exempelvis〈
J(x1)J(x2)

〉
mellan strömtätheterna J(x1) och J(x2),

ses som den statistiska relationen mellan strömtäthe-
terna vid två olika positioner i ett material. Faktumet
är att denna tvåpunktsfunktion är relaterad till kon-
duktiviteten och kommer därmed vara central i nästa
kapitels beräkning.

6.3 AdS/CFT-dualiteten

Nu, när både AdS-rumtiden och grundläggande kvant-
fältteori har introducerats, är det tillfälle att förklara
vad som sammankopplar dem i AdS/CFT-dualiteten.
Kopplingen har sin grund i att de genererande funktio-
nalerna för kvantfältteori i en rumtidsdimension d + 1
är matematiskt samma som på randen av en AdS-
rumtid med d + 2 dimensioner [57]. Denna observation
beskrivs i Gubser-Klebanov-Polyakov-Witten-formeln

ZQFT[h(x)] = Zgrav[h(x)], (6.9)

som ligger till grund för AdS/CFT [13][48, kap. 2][57].
Notera att det i allmänhet handlar om en kvantgra-
vitation, men en förenkling av detta till den icke-
kvantiserade gravitationsteorin ger en bra approxi-
mation; hädanefter särskiljer vi inte dessa. Den gravi-
tationella genererande funktionalen på randen av en
AdS-rumtid med d + 2 dimensioner kan beskrivas som

Zgrav[h(x)] =
∫ ϕ→h

Dϕ eiSgrav[ϕ], (6.10)

där ϕ → h betyder att fältet ϕ ska vara lika med källan
h vid randen av AdS-rumtiden: h(x) = limz→0 ϕ(x)
[17, kap. 1.6]. Genom att betrakta Zgrav semiklassiskt
kan följande approximation göras med hjälp av sadel-
punktsmetoden:

Zgrav[h(x)] ≈ eiSgrav[ϕ∗]. (6.11)

Här är ϕ∗ fältet som fås när rörelseekvationerna löses
för en given teori.

Den genererade funktionalen för kvantfältteori, å andra
sidan, blir enligt ekvation (6.6) med d + 1 dimensioner
(en lägre än gravitationsteorin) [17, kap. 1.6]

ZQF T [h(x)] =
∫

Dϕ eiSQFT+i
∫

dd+1x O(x)h(x). (6.12)

Fördelen med AdS/CFT är att denna integral, som
kan vara extremt komplicerad i bland annat starkt
kopplade material, inte behöver beräknas. Exempelvis
kan tvåpunktsfunktionen i ekvation (6.8) beräknas ge-
nom att gå över till gravitationsteorin med hjälp av
ekvation (6.9):〈

O(x1)O(x2)
〉

= −1
ZQFT

δ2ZQFT

δh(x1)δh(x2)

∣∣∣∣
h=0

= −1
Zgrav

δ2Zgrav

δh(x1)δh(x2)

∣∣∣∣
h=0

≈ δ2Sgrav[ϕ∗]
δh(x1)δh(x2)

∣∣∣∣
h=0

,

(6.13)
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6. Kvantfältteori och holografisk dualitet

vilket innebär att det räcker med att beräkna Sgrav på
randen av rumtiden med gravitationsteorin och sedan
utföra funktionalderivator. Det är precis på detta sätt
som den optiska konduktiviteten i modellen av ett
svart hål kommer att beräknas i nästa kapitel.

Några viktiga korrespondenser mellan den högre di-
mensionen (kallad bulken) och den lägre dimensionen
(kallad randen) brukar listas i ett ‘holografiskt lexikon’
[17][47]. Några av dessa visas i tabell 6.1 nedan.

Tabell 6.1: Holografiskt lexikon som visar vad storhe-
ter på randen (i konform fältteori) motsvarar i bulken
(kvantgravitation).

Rand (CFT) Bulk (gravitation)
ZQFT Zgrav
Skalär operator O Skalärt fält ϕ
Källa h(x) Fältet på randen, lim

z→0
ϕ(x)

Stress-energitensorn Tµν Metrik gµν

Bevarad ström Jµ Elektromagnetisk potential Aµ

Temperatur T Hawking-temperatur TH
Kemisk potential µ Elektrisk potential At vid randen
Källan av operatorn Ledande term i fältets serieutveckling
Respons Fältets andra serieterm
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7. Beräkning av ett starkt kopplat materials
konduktivitet

Låt oss nu angripa problemet med att beräkna konduk-
tiviteten hos ett starkt kopplat material. Konduktivi-
teten kan beräknas från den genererande funktionalen
enligt QFT. Som det anspelades på i inledningen är
starkt kopplade material komplexa att modellera. Ett
exempel på detta är dess verkan som är mycket svår
att bestämma. Detta problem måste kringgås för att
beräkna konduktiviteten från den genererande funk-
tionalen som är beroende av verkan. En metod är att
använda den holografiska dualiteten.

Beräkningen bygger på att verkan för ett svart hål
modellerat i AdS är betydligt mindre komplicerad
än för det starkt kopplade materialet. Om verkan på
randen av det svarta hålets bulk är känd kan den, med
hjälp av den holografiska dualiteten, relateras till den
genererande funktionalen i QFT. Att hitta det starkt
kopplade materialets konduktivitet reduceras därmed
till en beräkning på en modell av ett svart hål i en
högre dimension.

Beräkningen kommer att utföras på en starkt kopp-
lat materal i 2+1 dimensioner med ett elektriskt fält
som antas vara konstant i rummet utan rörelsemängd
(vågtalet är noll).

7.1 Konduktiviteten utan metriksvar

I och med att energi kröker rumtid medför en pertur-
bation av ett fält att också rumtiden ändrar sig. Till
en början utförs en räkning där rumtidens motreaktion
på perturbationen av den elektromagnetiska potenti-
alen, metriksvaret, bortses ifrån. Vi börjar alltså att
beräkna konduktiviteten utan metriksvar.

7.1.1 Uttryck för konduktiviteten
Konduktivitet σ visar hur ett visst material inducerar
ström J⃗ som respons av ett elektriskt fält E⃗, och känns
igen i det vedertagna sambandet

J⃗ = σE⃗. (7.1)

I denna beräkning betraktar vi endast elektriska fält
som är konstanta i rummet, det vill säga endast tidsbe-
roende. Detta motiverar att göra beräkningar i fourier-
rummet, där de istället är vinkelfrekvensberoende. Om
endast den fouriertransformerade storheten betraktas
kan sambandet skrivas

J⃗(ω) = σ(ω)E⃗(ω), (7.2)

där σ(ω) är den optiska konduktiviteten. Ekvationen
visar att en störning i det elektriska fältet vid en given

frekvens ω ger en respons i form av ström vid samma
frekvens, det vill säga en linjär respons. I kvantfältteo-
ri bestäms konduktiviteten från tvåpunktsfunktionen
enligt [17, kap. 3.4]

σ(ω) = ⟨J⟩
E

= 1
iω

⟨JJ⟩. (7.3)

Med hjälp av ekvation (6.8) kan ekvation (7.3) skrivas
om som

σ(ω) = 1
iω

⟨JJ⟩ = 1
iω

−1
ZQFT

δ2ZQFT

δhδh
. (7.4)

I upplysning av fältteori för AdS/CFT (se avsnitt 6.3)
kan den genererande funktionalen för randen relateras
till den för bulken enligt ekvation (6.13). Detta innebär
att konduktiviteten kan beräknas från

σ(ω) = 1
iω

−1
ZQFT

δ2ZQFT

δhδh
≈ 1

iω

δ2S∗

δhδh
, (7.5)

där S∗ representerar verkan på randen av AdS (det vill
säga verkan på randen av gravitationsteorin). Förutsatt
att ett explicit uttryck för S∗ är känt har problemet så-
ledes reducerats till att utföra två funktionalderivator;
inget uttryck för verkan i QFT behöver hittas.

7.1.2 Verkan i bulken
Låt oss nu försöka hitta verkan S∗ på randen av AdS-
rumtiden. Om det starkt kopplade materialet betraktas
i 2 + 1 dimensioner utgörs bulken av en högre dimen-
sion D = 4, det vill säga AdS4. Som tidigare beräknat
lyder metriken för ett Reissner-Nordström-svart hål
i AdS-rumtid enligt ekvation (5.15) där f(z) ges av
ekvation (5.16). För AdS4, där d = 2, blir metriken
således

ds2 = L2

z2

[
−f(z)dt2 + 1

f(z)dz2 + dx2 + dy2
]

, (7.6)

med f(z) enligt

f(z) = 1 − (1 + α)
(

z

zH

)3
+ α

(
z

zH

)4
, (7.7)

där zH som tidigare betecknar horisontens läge och

α = 1
2

κ2µ2z2
H

L2 . (7.8)

Genom att beräkna determinanten av metriken erhålls
ett uttryck för

√
−g enligt

√
−g = L4

z4 . (7.9)
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7. Beräkning av ett starkt kopplat materials konduktivitet

Eftersom beräkningarna till en början görs utan
metriksvar är det tillräckligt att betrakta Maxwell-
verkan utan ström i krökt rum, vilket med omskrivning
från ekvation (3.7) blir [17, kap. 3.4]

S = −1
4

∫√
−g d4x FµνF µν = −1

2

∫√
−g d4x ∇µAνF µν .

Partiell integration av verkan ger

S = −1
2

∮
d3x

√
−γ nµAνF µν

+ 1
2

∫√
−g d4x Aν∇µF µν

= −1
2

∮
d3x

√
−γ nµAνF µν + 0 = S∗.

Den andra termen blir noll enligt Maxwells ekvationer i
avsaknad av ström (ty ∇µF µν = 0). Den första termen
är verkan på randen av AdS, vilket är precis det som
skulle uttryckas. Som introducerats i ekvation (4.12)
fås γij från gµν = diag(γij , N2) och normalen är en
vektor så att nµ = (0,0,0,N) (där det för notationens
skull antas att z-komponenten är satt som sista index).
Därmed gäller det, eftersom f(z) = 1 på randen, att

nz = N = −L

z

1√
f

= −L

z
,

√
−γ = L3

z3

√
f = L3

z3 .

(7.10)

Alltså gäller att

S∗ = 1
2

∮
d3x

L4

z4 AνF zν . (7.11)

Verkan är nu beskriven på randen av AdS. Nästa steg
i beräkningen av konduktiviteten är egentligen att ut-
föra deriveringarna med avseende på källan h. Detta
kräver dock en tydligare bild av vad h är samt hur
verkan beror på den. Därför behöver verkan uttryckas
i den störning som läggs till den elektromagnetiska
potentialen.

7.1.3 Bulkens verkan som funktion av po-
tentialen

Systemets rörelseekvationer, som i vanlig ordning fås
genom att variera verkan, är Maxwells ekvationer i
krökt rum. De skrivs enligt ekvation (5.10) på formen

∂µ(
√

−gF µν) = 0. (7.12)

Som tidigare etablerat (se ekvation (5.17)) beskrivs
potentialen i AdS4 med den enda nollskilda kompo-
nenten

At = µ

(
1 − z

zH

)
, (7.13)

där µ enligt det holografiska lexikonet i tabell 6.1 ses
som den kemiska potentialen. Om problemet betrak-
tas som en linjäriserad respons störs potentialen och

metriken enligt

Aµ → Ãµ + aµ,

gµν → g̃µν + hµν ,
(7.14)

där hµν = 0 för stunden, då metriksvar ignoreras. Per-
turbationen aµ väljs nollskild endast i x-riktningen, för
att studera konduktiviteten när det pålagda elektris-
ka fältet är homogent (och riktat i x-led). I och med
att endast frekvensberoendet studeras är t den enda
av randens koordinater som aµ beror av, men detta
utesluter ej ett z-beroende. Det är således befogat att
skriva potentialen som

ax =
∫

dω âx(z)e−iωt, (7.15)

där âx(z) alltså är den fouriertransformerade potenti-
alen. Då metriksvar ignoreras kommer endast denna
perturbation spela roll.

Insättning av den fouriertransformerade perturbatio-
nen i rörelseekvationen (ekvation (7.12)) ger, efter an-
vändning av Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, en andra ordningens
differentialekvation för ν = z (övriga ekvationer ger
det triviala sambandet 0 = 0):

â′′x + f ′

f
â′x + ω2

f2 âx = 0. (7.16)

I och med att funktionen kommer att utvärderas på
randen av AdS (z → 0) motiveras valet att ansätta
randbeteendet âx = cz∆ + h.o.t. (högre ordningens
termer). Derivering och insättning omvandlar differen-
tialekvationen till följande form:

0 = ∆(∆ − 1)cz∆−2 + · · · ≈ ∆(∆ − 1)cz∆−2,

där högre ordningens termer har försummats. Det finns
således två lösningar ∆ = 0 och ∆ = 1, varvid lösning-
en av den ursprungliga differentialekvationen (ekvation
(7.16)) blir

âx = c0z0 + c1z1 + . . . , (7.17)

där termer av högre ordning, som härstammar från de
försummade termerna, inte skrivs ut explicit. Första
konstanten c0 identifieras som den ledande i bulken,
vilket alltså korresponderar till källan av operaton
på randen (se det holografiska lexikonet i tabell 6.1).
Alltså gäller i det här fallet att källan identifieras som
h = c0. Andra konstanten, c1, kommer från nästa term
i taylorutvecklingen och är därmed responsen.

Nu gäller det att sätta in uttrycket för âx i verkan.
Givet ekvationerna (7.11) och (7.17) erhålls uttrycket
för verkan beroende av potentialen

S∗ = 1
2

∫
d3x

L4

z4 âx∂zâx

=
∫

d3x
1
2(c0 + c1z)c1 + h.o.t.

(7.18)
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7.2. Konduktiviteten med metriksvar

Målet att finna källan och ett explicit uttryck för ver-
kan på randen beroende av den är nu uppfyllt. Insätt-
ning i ekvation (7.5) och användning av det linjära
sambandet mellan källa och respons (c1 = konst · c0)
ger konduktiviteten

σ(ω) = 1
2iω

δ2

δc0δc0
(c0c1 + c2

1z)
∣∣∣∣
z=0

= 1
iω

δ

δc0
c1 = c1

iωc0
.

(7.19)

Det återstår nu endast att bestämma konstanterna c0
och c1. I och med det linjära sambandet mellan källan
och responsen räcker det dock att avgöra förhållandet;
gemensamma faktorer tar ut varandra i divisionen.

7.1.4 Konstanternas ömsesidiga beroende
Genom att hitta en exakt lösning till differentialekva-
tionen (7.16) och sedan taylorutveckla denna kan de
två konstanterna avläsas. Notera att differentialekva-
tionen kan skrivas på formen[

f
d
dz

]2
âx = −ω2âx.

Med variabelbytet

l(z) =
∫ z

0

ds

f(s)

tillsammans med kedjeregeln d
dl = dz

dl
d

dz = f(z) d
dz blir

nu detta
d2

dl2 âx(l) = −ω2âx(l).

Från denna välkända differentialekvation fås att lös-
ningen är

âx(z) = a+eiωl(z) + a−e−iωl(z), a+,a− ∈ C.

Eftersom detta är perturbationens fouriertransform
blir lösningen

ax(z,t) =
∫

dω
[
a+eiωl(z)−iωt + a−e−iωl(z)−iωt

]
.

Eftersom funktionen l(z) är växande rör sig den första
termen åt ökande z medan den andra rör sig mot mins-
kande z, det vill säga ut ur det svarta hålet. Jämför
med höger- respektive vänstergående vågor eikx−iωt

och e−ikx−iωt. Vid z = zH fås alltså randvillkoret att
den andra, ofysikaliska (som diskuterat i avsnitt 5.2.2
kan ingen information kan passera händelsehorisonten
utåt), termen är 0.

Vid randen z = 0, där f(z) = 1, taylorutvecklas lös-
ningen som

âx(z) = a+ + a+iωz + O
(

z2
)

.

Jämförelse med ekvation (7.17) ger att c0 = a+ och
att c1 = iωa+.

7.1.5 Konduktivitetens frekvensberoende

Konduktiviteten blir således, genom insättning av kon-
stanterna c0 = a+ och c1 = iωa+ i ekvation (7.19):

σ(ω) = c1

iωc0
= iωa+

iωa+
= 1. (7.20)

Detta är AC-konduktiviteten för ett starkt kopplat
material beräknat genom modellen av ett svart hål
utan metriksvar.

7.2 Konduktiviteten med metriksvar

Vi kan nu undersöka fallet med metriksvar, alltså att
metriken nu påverkas då den elektromagnetiska poten-
tialen perturberas. På samma sätt som i tidigare beräk-
ning är bulken en AdS4-rumtid innehållande ett laddat
Reissner-Nordström-svart hål. Problemet betraktas
återigen som linjär störning, ekvation (7.14). Skillna-
den när metriksvaret nu inkluderas är att hµν ̸= 0.
Eftersom metriken varieras motiveras det att inklude-
ra Einstein-verkan från ekvation (4.22). Alltså blir den
totala verkan

S =
∫√

−g d4x

[
1

2κ2 (R − 2Λ) − 1
4FµνF µν

]
, (7.21)

där, enligt ekvation (5.18),

Λ = − 3
L2 . (7.22)

Bakgrundsmetriken kommer precis som i föregående
modell att utgöras av diagonalelementen i enlighet
med ekvation (7.6). Eftersom bakgrundens elektromag-
netiska potential, som har en nollskild t-komponent,
perturberas med en x-komponent visar det sig att
metriksvaret innehåller en blandterm mellan dessa ko-
ordinater [51]. Därmed förekommer även icke-diagonala
termer i metriken enligt

gµν =


− L2

z2 f 0 htx 0
0 L2

z2
1
f 0 0

htx 0 L2

z2 0
0 0 0 L2

z2

 . (7.23)

Det visar sig att ett metriksvar på denna form inte
påverkar lösningsgången i avsnitt 7.1, bortsett från
att differentialekvationen skiljer sig åt. Därmed gäller
precis som tidigare att

σ(ω) = c1

iωc0
. (7.24)

Metrikstörningen htx utgör ytterligare en okänd funk-
tion, vilket medför att fler ekvationer än Maxwells
ekvationer behövs för att lösa problemet. Eftersom
Einstein-Hilbert-verkan inkluderades utgörs rörelse-
ekvationerna dessutom av Einsteins fältekvationer,
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7. Beräkning av ett starkt kopplat materials konduktivitet

varför även dessa nu kommer att användas.

Med den ansatta metriken och potentialen tar den av
Maxwells ekvationer (7.12) som är icke-trivial formen

− 1
f

d2

dt2 ax + (fa′x)′ = µ

zH

z2

L2 (h′tx + 2
z

htx). (7.25)

Einsteins fältekvationer, Gµν + Λgµν = κ2Tµν , medför
att

h′tx + 2
z

htx = 2κ2 µ

zH
ax. (7.26)

För den intresserade läsaren finns härledningar av ekva-
tionerna (7.25) och (7.26) i bilaga C.3. Med den senare
ekvationen kan htx elimineras ur den första, som efter
fouriertransform lämnar differentialekvationen

fâ′′x + f ′â′x +
(

ω2

f
− 2µ2κ2

L2z2
H

z2

)
âx = 0, (7.27)

där perturbationen av potentialen fouriertransformeras
på samma sätt som i ekvation (7.15). Notera likhe-
ten med differentialekvationen (7.16) utan metriksvar.
Skillnaden är z2-termen som uppstår på grund av
metrikens perturbation.

Målet är att bestämma âx, varvid en taylorutveck-
ling kan avslöja konstanterna c0 och c1 som krävs för
att bestämma konduktiviteten enligt ekvation (7.24).
Till skillnad från fallet utan metriksvar saknas enkla
lösningar och problemet löses istället numeriskt. De
randvillkor som används är att information inte ska
kunna passera horisonten utåt. Nära horisonten kan
ekvation (7.27) taylorutvecklas för att hitta randvillkor
som gäller för z ≈ zH. Eftersom f(z) ≈ 4πT (zH − z)
uppfyller lösningen

âx ∼ (zH − z)± iω
4πT ,

för z ≈ zH. Temperaturen ges enligt det holografiska
lexikonet i tabell 6.1 av Hawking-temperaturen

TH = 1
4πzH

(
3 − κ2µ2z2

H
2L2

)
. (7.28)

De infallande randvillkoren uppfylls genom att bortse
från lösningar som motsvarar utgående vågor. Med
tidsberoendet e−iωt blir det infallande randvillkoret
därmed att âx ∼ (zH − z)− iω

4πT vid horisonten. Den
fullständiga numeriska lösningen beskrivs i bilaga C.4.
Den erhållna konduktivitetens realdel illustreras för
olika värden på den kemiska potentialen i figur 7.1.
Vid låga frekvenser antar den ett ändligt DC-värde.
Den växer till ett maximum och går sedan asymp-
totiskt mot 1 för höga frekvenser. Högre värden på
den kemiska potentialen motsvarar lägre DC-värden
samt ger större maximan och förskjuter dem till högre
frekvenser.
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Figur 7.1: Realdelen av konduktiviteten σ som funk-
tion av frekvensen ω för olika värden på den kemiska
potentialen µ vid en given temperatur T .

I figur 7.2 visas frekvensberoendet för konduktivitetens
imaginärdel för olika värden på den kemiska poten-
tialen. Den går mot oändligheten för låga frekvenser,
avtar sedan till ett minimum och går asymptotiskt mot
noll för höga frekvenser. Högre värden på den kemiska
potentialen medför lägre miniman som ges vid högre
frekvenser.
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Figur 7.2: Imaginärdelen av konduktiviteten σ som
funktion av frekvensen ω för olika värden på den ke-
miska potentialen µ vid en given temperatur T .

Den första beräknade konduktiviteten, som erhölls i
ekvation (7.20), var konstant 1. När hänsyn tas till
metriksvaret erhålls däremot en frekvensberoende kon-
duktivitet. Observera att den frekvensberoende kon-
duktiviteten vid höga frekvenser går mot det konstanta
värde som ges utan metriksvar. Lösningarna verkar
även sammanfalla för låga värden på den kemiska po-
tentialen, bortsett från imaginärdelens pol vid ω → 0.
Fysikaliska tolkningar av dessa resultat diskuteras i
kommande kapitel.
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8. Diskussion och slutsatser
Den optiska konduktiviteten för ett starkt kopplat
material har nu beräknats med hjälp av den holografis-
ka dualiteten med ett svart hål. Modellen tog initialt
endast hänsyn till den elektromagnetiska potentialen
utan metriksvar, men utvecklades sedan till att inklu-
dera metriksvar. Detta avslutande kapitel har i syfte
att diskutera båda resultaten samt ge en fysikalisk
tolkning av frekvensberoendet i den senare. Vidare dis-
kuteras modellens begränsningar och resultaten sätts
i sammanhang med tidigare och framtida forskning.

8.1 Konduktiviteten utan metriksvar

Ett starkt kopplat materials optiska konduktivitet be-
räknat utan metriksvar blev enligt ekvation (7.20)

σ(ω) = 1. (8.1)

Det mest intressanta är konduktivitetens oberoende av
ω/T , medan faktumet att det blev just 1 snarare beror
på valet av enheter (naturliga enheter ansattes och
den elektromagnetiska kopplingskonstanten sattes till
ett). Att konduktiviteten är konstant är ett resultat av
den elektromagnetiska dualiteten: att elektriska och
magnetiska fältet endast är lorentztransformationer
av varandra [17, kap. 3]. Det visar sig nämligen att i
specialfallet då D = 3 + 1 (vilket våra beräkningar i
bulken hade) är Maxwells rörelseekvationer invarianta
under en viss transformation vilket tillsammans med
elektromagnetiska dualiteten tvingar konduktiviteten
till att vara konstant. I fallet D = 3 + 1 krävs det
således mer än bara Maxwell-verkan för att få ett
varierande svar.

En konstant optiskt konduktivitet kan ses som ofysika-
liskt: Det förväntas att konduktiviteten borde ändras
med både frekvens och temperatur. Modellen är alltså
för enkel. En utveckling av modellen, för att undvika
effekterna från den elektromagnetiska dualiteten, kan
till exempel göras genom att introducera ytterligare
fält i bulken eller genom att betrakta metriksvar. Det
förstnämnda gjordes inte i detta projekt, utan kan ses
som en naturlig utveckling för vidare forskning. Där-
emot togs metriksvaret med i en följande uträkning,
vilket diskuteras härnäst.

8.2 Konduktiviteten med metriksvar

Metriksvaret innebär att variationen av det elektro-
magnetiska fältet ger upphov till en krökning av
AdS4-rumtiden, vilket ger konduktiviteten ett frekvens-
beroende. Eftersom realdelen bidrar till dissipation av
energi dras slutsatsen att mer energi absorberas i mate-
rialet för höga frekvenser. Att den kemiska potentialen

styr var övergången mellan realdelens lågfrekvens- och
högfrekvensregioner kan kopplas till att den visar vilka
energitillstånd som ockuperas.

Faktumet att imaginärdelen är betydligt större än
realdelen för låga frekvenser indikerar att strömmen är
fasvriden π/2 relativt det elektriska fältet. Då ω → ∞
är konduktiviteten reell och fasvridningen upphör,
vilket innebär att partiklarnas starka koppling gör
att strömmen kan följa ett högfrekvent elektriskt fält.
Detta kan jämföras med en klassisk metall som följer
Drude-modellen, enligt vilken materialet inte hinner
svara på det pålagda fältet vid höga frekvenser och
elektronerna inte hinner växelverka med jonerna. No-
tera dock att starkare strömmar kan uppnås vid lägre
frekvenser eftersom konduktivitetens belopp är större.

Även om lågfrekvensbeteendena skiljer sig åt sam-
manfaller konduktiviteten som erhålls då metriksvar
inkluderas med det konstanta värdet σ = 1 , som
erhölls utan metriksvar, för höga frekvenser. En möj-
lig förklaring kan vara tolkningen av z som energi-
koordinat, där låga värden på z motsvarar fältteorins
högenergetiska del. Låga frekvenser, och därmed låga
energier, representeras alltså av effekter nära det svar-
ta hålet. Högfrekvensbeteendet korresponderar istället
till regioner nära randen, där metriksvaret skäligen
har mindre inverkan. De två resultaten verkar även
stämma överens för en liten kemisk potential och skälet
till detta förmodas vara att den kemiska potentialen µ
är dual till den elektriska potentialen som alstras av
det svarta hålets laddningstäthet. Låga värden leder
därför till att metriksvaret har mindre betydelse, vilket
framgår av att dess inverkan i differentialekvationen
(7.27) innehåller en faktor µ2.

En aspekt av frekvensberoendet som är av särskilt in-
tresse är imaginärdelens pol vid låga frekvenser. Real-
och imaginärdelarna av en responsfunktion i fourier-
rummet är dock inte oberoende, utan relateras vid
krav om kausalitet av Kramers-Kronig-relationerna

Re(σ(ω)) = 2
π

P
∫ ∞

0
dω′

ω′Im(σ(ω′))
ω′2 − ω2

Im(σ(ω)) = −2ω

π
P
∫ ∞

0
dω′

Re(σ(ω′))
ω′2 − ω2 ,

där P betecknar Cauchys principalvärde för integraler
[58]. Användning av Kramers-Kronig-relationerna är
ett vanligt förfarande vid behandling av responsfunk-
tioner inom fysik. Av sambandet följer, då strömmen
ses som en respons på det elektriska fältet, att konduk-
tivitetens realdel blir oändlig då imaginärdelen har en
pol. Detta krav medför att Diracs deltafunktion δ(ω)
behöver läggas till i realdelen. På så sätt säkerställs
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8. Diskussion och slutsatser

systemets kausalitet, det vill säga att strömmen i ma-
terialet inte kan påverkas av det pålagda elektriska
fältets framtida värden. Eftersom deltafunktionen en-
dast verkar i en punkt kan den inte upplösas numeriskt,
varpå den inte framträder i figur 7.1. När konduktivi-
teten justeras efter kausalitetskravet får realdelen ett
frekvensberoende som visas nedan i figur 8.1.
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Figur 8.1: Realdelen av konduktiviteten σ som funk-
tion av frekvensen ω för olika värden på den kemiska
potentialen µ vid en given temperatur T . Kausalitets-
kravet medför Diracs deltafunktion vid ω/T = 0.

Deltafunktionen kan tolkas som en Drude-topp med
oändlig relaxationstid. De två modellerna saknar dock
andra gemensamma drag; Drude-konduktiviteten i
figurerna 3.1 och 3.2 går mot noll för höga frekven-
ser och dess imaginärdel är alltid ändlig. De stora
skillnaderna beror på Drude-modellens förenklande
förhållanden, som att partikelväxelverkan utöver kolli-
sioner mellan elektroner och joner försummas. Sådana
antaganden är inte kompatibla med starkt kopplade
material, vilket gör svart hål-modellen bättre lämpad.

Det bör dock nämnas att även modellen som inklude-
rade metriksvaret har vissa förenklingar. Ekvationerna
som togs fram linjäriserades, dels för att kunna lösa
för perturbationerna, dels för att hitta infallande rand-
villkor. Dessutom betraktades bara en komponent av
metrikstörningen. Detta gäller om den kemiska po-
tentialen är konstant över randen, men inte i ett mer
allmänt fall där den följer ett periodiskt gitter [51]. Då
skulle fler variabler behöva införas, och Einsteins fäl-
tekvationer skulle inte uppfyllas direkt av bakgrundens
konstruktion. Detsamma gäller om potentialstörningen
även hade fouriertransformerats i rummet så att kon-
duktiviteten med nollskild rörelsemängd beräknades.
Detta ses som naturliga utvecklingar av projektet och
intressanta aspekter för vidare forskning.

8.3 Praktisk tillämpbarhet

Då det teoretiska arbetet främst har utförts i en
AdS4-geometri, som är dual med en fältteori med
två rumsdimensioner och en tidsdimension på ran-

den, gäller endast den beräknade konduktiviteten för
tvådimensionella material. För att göra kopplingar
till verkligheten och diskutera praktisk tillämpbarhet
måste vi alltså leta efter tvådimensionella material av
industriellt eller vetenskapligt intresse.

Ett exempel på ett 2D-material är grafen, som består
av ett enda atomlager av grafit. Det var det första
upptäckta 2D-materialet och producerades för första
gången 2004 av bland andra Andre Geim och Konstan-
tin Novoselov [59]. Innan dess troddes 2D-material
vara termodynamiskt instabila och således inte kunna
existera i verkligheten [60][61]. Forskningen på 2D-
material är alltså en ung gren inom materialvetenskap
och har visat sig erbjuda en mängd nya möjligheter.
Grafen uppvisar hög mekanisk hållfasthet och elektrisk
konduktivitet samt flera andra unika optiska, elekt-
riska och mekaniska egenskaper som är lämpliga vid
förbättring av komponenter som batterier, tryckskär-
mar och transistorer. Geim och Novoselov tilldelades
nobelpriset i fysik år 2010 för upptäckten av grafen [37].

I och med det stora vetenskapliga intresset för grafen
finns det både teoretiska modeller för, och experimen-
tell data på, många av dess fysikaliska egenskaper,
inklusive dess optiska konduktivitet. Dessa modeller
och data, givet rätt förhållanden såsom temperatur
och tryck, stämmer väl överens med frekvensberoendet
som har erhållits med hjälp av den holografiska dua-
liteten i denna rapport (se exempelvis [62, fig. 1][63,
fig. 3]). Det bör dock påpekas att likheterna endast
är principiella, och att en kvantitativ jämförelse med
specifika material som grafen kräver mer komplexa
modeller som inkluderar materialparametrar. En ovän-
tad skillnad är att realdelen i figur 7.1 inte växer då
ω → 0 (se experimentell data i artikeln av Li m.fl. 2008
[64, fig. 2]). En möjlig förklaring är den deltafunktion
som enligt avsnitt 8.2 uppstår ur Kramers-Kronig-
relationerna. Den förväntade lågfrekvenstoppen för
det starkt kopplade materialet är alltså så smal att
den inte kan upplösas av numeriska hanteringen av
den holografiska modellen, men indirekt impliceras av
imaginärdelens pol.

Utöver grafen har en mängd nya 2D-material föresla-
gits, upptäckts och producerats. Dessa kan ha betydan-
de framtida roller inom industrin med användningsom-
råden i allt från nanoelektronik till energilagring [65–
68]. I allmänhet verkar 2D-material uppvisa optiska,
elektroniska och mekaniska egenskaper som inte obser-
veras i 3D-material. Då elektronerna blir begränsade
till att röra sig på ett tvådimensionellt plan uppstår
starka elektroninteraktioner som gör att de flesta 2D-
materialen är starkt kopplade [69][70]. Den holografiska
metodens framtida roll i modellering av 2D-material
är i nuläget svår att förutsäga eftersom liknande re-
sultat kan uppnås med andra metoder (se exempelvis
Falkovsky 2007 [71]). Detta projekt har dock visat att
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8.4. Vidare forskning

holografiska beräkningar kan ge samma principiella
resultat som andra modeller samt experimentell data.
AdS/CFT-dualiteten framstår därmed som en lämplig
kandidat för att modellera 2D-material, vars tillämp-
barhet bör studeras vidare (se artikeln av Phillips m.fl.
2022 som undersöker detta [72]).

8.4 Vidare forskning

Ett flertal olika områden för vidare forskning har re-
dan påpekats. Vi sammanfattar dem här: Det handlar
bland annat om att bemöta projektets avgränsningar
såsom att utvidga till 3D-material, betrakta elektris-
ka fält som är rumsberoende, inkludera fler fält än
det elektromagnetiska i bulken eller studera det all-
männa fallet där den kemiska potentialen följer ett
periodiskt gitter anpassat efter ett visst material. Yt-
terligare områden för vidare forskning är att studera
fler egenskaper än bara den optiska konduktiviteten
och att försöka modellera mer komplexa material som
exempelvis olika typer av staplade 2D-material (se
bland annat [73, fig. 1]). Ett annat intressant områ-
de att studera vidare på är andra materialegenskaper
då dessa går att räkna på så länge det finns en dual
variabel i gravitationsteorin.

8.5 Sammanfattning och slutsatser

Vissa materialegenskaper såsom optisk konduktivitet
kan vara mycket komplexa att modellera för starkt
kopplade material, vilket härstammar från problemet
att sätta upp materialets verkan och partitionsfunk-
tion. I detta projekt har det visats att materialets
partitionsfunktion, genom holografisk dualitet, kan
relateras till partitionsfunktionen för en gravitations-
teori av högre dimension innehållande ett svart hål:
den så kallade AdS/CFT-korrespondensen. På så sätt
kringgås problemet med att ta fram verkan för det
starkt kopplade materialet och istället tas den enklare
verkan för gravitationsmodellen med de önskade egen-
skaperna fram.

Användningen av den holografiska dualiteten kan på
ett sätt jämföras med hur elektriska fält matematiskt
beskrivs av komplexa vågor. Liksom de verkliga elekt-
riska fälten inte är komplexa, utan beskrivs så för
att underlätta den matematiska beskrivningen, kan
det starkt kopplade materialet ses som randen av
en högredimensionell bulk. Denna högre dimension,
som beskrivs av AdS, efterliknar inte i sig vårt verk-
liga universum (AdS har en negativ krökning, vilket
vårt universum inte verkar ha) men fungerar som ett
verktyg för att utföra beräkningar på verkliga material.

Beräkningen utan metriksvar gav ett ofysikaliskt resul-
tat för konduktiviteten och ansågs således vara en för
enkel modell. När metriksvaret inkluderades erhölls ett
mer realistiskt svar. Då beräkningarna gjordes i två

rumsdimensioner jämfördes resultatet med det tvådi-
mensionella materialet grafen, vilket visade principiella
likheter. Beräkningen av konduktivitet med hjälp av
den holografiska dualiteten kan därmed ses som en
framgång och metoden som ett användbart verktyg
för att lösa komplicerade fältteoretiska problem (med
förutsättningen att det är känt vilka storheter i bulken
som randegenskaperna motsvarar). I och med det väx-
ande forskningsintresset för olika 2D-material är det
också av intresse att utforska möjligheten för model-
lering av dessa material via holografi, men huruvida
metoden faktiskt kan få utbredd användning är däre-
mot en öppen fråga.
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A. Härledningar och exempel inom
elektromagnetisk fältteori

Detta appendix erbjuder en djupare inblick i tensor-
formuleringen av den elektromagnetiska fältteorin som
introduceras i kapitel 3. Det visar explicit att Maxwells
ekvationer i tensornotation är ekvivalenta med den
klassiska formuleringen och att den elektromagnetiska
verkan är gauge-invariant. Vidare ges en härledning
av stress-energitensorn samt ett exempel på hur dess
komponenter är kopplade till systemets energi.

A.1 Maxwells ekvationer på
tensorform

I kapitel 3 härleddes två tensorekvationer som påstods
vara ekvivalenta med Maxwells ekvationer. Att så är
fallet visas nedan. Den elektromagnetiska verkan vari-
erades för att ta fram ekvationerna

∂νF µν = jµ.

Vad som ser ut som en ekvation ovan är egentligen
fyra olika ekvationer som korresponderar till de fyra
värden som indexet µ kan ha. Dessa fyra ekvationer
ger de klassiska formuleringarna

∇ · E⃗ = ρ, ∇ × B⃗ − ∂tE⃗ = j⃗

av Maxwells inhomogena ekvationer. Det bekräftas
genom att sätta in den kontravarianta fälttensorns och
strömtäthetens komponenter

F µν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 , jµ = (ρ, j⃗).

Exempelvis ger µ = 0 ekvationen

∂νF 0ν = ∂tF
00 + ∂xF 01 + ∂yF 02 + ∂zF 03

= ∂xEx + ∂yEy + ∂zEz = ∇ · E⃗ = ρ.

Med µ = 1 erhålls istället

∂νF 1ν = ∂tF
10 + ∂xF 11 + ∂yF 12 + ∂zF 13

= −∂tEx + ∂yBz − ∂zBy = (∇ × B⃗ − ∂tE⃗)x

= jx.

Analogt fås y, z-komponenten av ekvationen ∇ × B⃗ −
∂tE⃗ = j⃗ av µ = 2, 3.

Vidare påstods Bianchi-identiteten ∂µFνρ + ∂νFρµ +
∂ρFµν = 0 vara ekvivalent med de homogena ekvatio-
nerna

∇ × E⃗ + ∂tB⃗ = 0, ∇ · B⃗ = 0.

Identitetens vänsterled har 64 komponenter, men anta-
let oberoende ekvationer reduceras av symmetriegen-
skaper. Vänsterledet är en fullständigt antisymmetrisk
tensor, det vill säga att komponenten byter tecken
då två av de tre indexen byter plats. Det innebär att
om flera index är lika måste tensorn vara noll och
ekvationerna som erhålls är triviala. De oberoende
ekvationerna som erhålls motsvarar de fyra kombina-
tionerna av tre unika index som kan väljas bland de
fyra dimensionerna. Exempelvis ger µ = 1, ν = 2, ρ = 3
ekvationen
∂xF23+∂yF31+∂zF12 = ∂xBx+∂yBy+∂zBz = ∇·B⃗ = 0.

Med µ = 0, ν = 1, ρ = 2 erhålls istället
∂tF12 + ∂xF20 + ∂yF01 = ∂tBz + ∂xEy − ∂yEx

= (∇ × E⃗ + ∂tB⃗)z = 0.

Analogt fås x, y-komponenten av ekvationen ∇ ×
E⃗ + ∂tB⃗ = 0 av µ = 0, ν = 1, ρ = 3 respektive
µ = 0, ν = 2, ρ = 3. Andra permutationer av samma
indexvärden resulterar i samma ekvationer på grund av
antisymmetrin. Därmed är ekvationerna ekvivalenta.

A.2 Gauge-invarians för den
elektromagnetiska verkan

När den elektromagnetiska verkan

SEM[Aµ] =
∫

d4x

[
−1

4FµνF µν + Aµjµ

]
(A.1)

konstruerades i avsnitt 3.3 var ett av villkoren att
den skulle vara gauge-invariant. Det är därför av in-
tresse att bekräfta att den är invariant under gauge-
transformationen

Aµ 7→ Aµ + ∂µΛ,

där Λ är någon skalär funktion. Först visas att den
elektromagnetiska fälttensorn är gauge-invariant
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ 7→ ∂µ(Aν + ∂νΛ) − ∂ν(Aµ + ∂µΛ)

= Fµν + ∂µ∂νΛ − ∂µ∂νΛ = Fµν .

Med denna information kan den transformerade verkan
studeras∫

d4x

[
−1

4FµνF µν + Aµjµ

]
7→∫

d4x

[
− 1

4FµνF µν + (Aµ + ∂µΛ)jµ

]
= SEM[Aµ] +

∫
d4x

[
(∂µΛ)jµ

]
= SEM[Aµ] +

∮
d3x Λnµjµ −

∫
d4x

[
Λ(∂µjµ)

]
,

A-1
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där nµ är en utåtriktad normalvektor på rumtidens
rand. FµνF µν ändrades inte eftersom Fµν enligt ovan
är gauge-invariant. I sista steget utfördes partiell in-
tegration, där randtermen är noll eftersom ström-
tätheten på randen av den oändliga rumtiden antas
vara noll. Den återstående integralen är noll enligt
kontinuitetsekvationen ∂µjµ=0. Därmed gäller alltså
att den elektromagnetiska verkan är gauge-invariant;
SEM[Aµ] 7→ SEM[Aµ + ∂µΛ] = SEM[Aµ].

A.3 Stress-energitensorn för
Maxwell-verkan

För att lösa Einsteins fältekvationer behöver stress-
energitensorn beräknas. I fallet med Reissner-
Nordström-metriken i avsnitt 5.3 orsakas den av det
elektriska fältet från laddningen och materieverkan är

SEM[Aµ] =
∫

dDx
√

−g

[
−1

4FµνF µν

]
. (A.2)

Utifrån denna verkan kan stress-energitensorn beräk-
nas som

Tµν = − 2√
−g

δSEM

δgµν
. (A.3)

Funktionalderivatan beräknas lämpligtvis genom att
variera SEM med avseende på metriken:

δSEM =
∫

dDx

[
−1

4FµνF µνδ
√

−g − 1
4

√
−gFµνδF µν

]
.

Från ekvation (4.23) är det känt att δ
√

−g =
− 1

2
√

−ggµνδgµν . Vidare gör fälttensorns antisymme-
tri att FµνFρσ = FνµFσρ, så den andra termen kan
skrivas

FµνδF µν = Fµνδ(gµρgνσFρσ)
= δgµρgνσFµνFρσ + gµρδgνσFµνFρσ

= 2gµρδgνσFµνFρσ.

Variationen av verkan blir därmed

δSEM =
∫

dDx
√

−g

[
1
8FρσF ρσgµν − 1

2FρµFσνgρσ

]
δgµν .

Nu återstår att beräkna funktionalderivatan

δSEM

δgµν
=

√
−g

[
1
8FρσF ρσgµν − 1

2FρµFσνgρσ

]
,

och att sätta in den i definitionen (A.3). Sammanfatt-
ningsvis blir stressenergitensorn

Tµν = FρµFσνgρσ − 1
4FρσF ρσgµν

= F ρ
µFρν − 1

4FρσF ρσgµν .

Som exempel kan komponenten T 00, som motsvarar
energidensiteten, betraktas i platt rumtid. Där är metri-
ken gµν = ηµν , vilket medför att T 00 = T00. Den

elektromagnetiska fälttensorns matrisrepresentation
gör det tydligt att

Fρ0Fσ0gρσ = |E⃗|2, FρσF ρσ = −2|E⃗|2 + 2|B⃗|2.

Därmed blir T 00 = 1
2 (|E⃗|2 + |B⃗|2), vilket känns igen

som energitätheten för ett elektromagnetiskt fält.
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B. Härledningar och exempel inom allmän
relativitet

Den här bilagan syftar till att demonstrera hur kon-
cept inom den allmänna relativitetsteorin kan använ-
das. Den innehåller exemplifierande beräkningar av
storheterna som införs och härledningar av vissa ma-
tematiska samband som nämns i 4 och 5. Dessutom
visas hur Einsteins fältekvationer löses för att hitta
Reissner-Nordström-metriken i en asymptotisk platt
rumtid samt i AdS-rumtiden.

B.1 Allmän relativitet i sfäriska
koordinater

Ett användbart exempel för att illustrera de koncept
och tensorer som introduceras i kapitel 4 är att be-
trakta en sfärisk yta. Nedan illustreras framtagning
av metriken på S2, det vill säga en tvådimensionell
sfär. Dessutom beräknas Christoffelsymboler, Riemann-
tensorn, Ricci-tensorn samt Ricci-skalären. I sfäriska
koordinater (r, θ, ϕ) med fix radie r = r0 kan x, y och
z definieras som

x = r0 sin θ cos ϕ,

y = r0 sin θ sin ϕ,

z = r0 cos θ.

Därifrån fås

dx = r0(cos θ cos ϕdθ − sin θ sin ϕdϕ),
dy = r0(cos θ sin ϕdθ + sin θ cos ϕdϕ),
dz = −r0 sin θdθ.

och med tidigare nämnda tensornotation skrivs

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = r2
0dθ2 + r2

0 sin2 θdϕ2.

Med µ, ν = θ, ϕ erhålls slutligen metriken gµν samt
dess invers gµν enligt

gµν = r2
0

[
1 0
0 sin2 θ

]
, gµν = 1

r2
0

[
1 0
0 1

sin2 θ

]
.

Med hjälp av definitionen (4.1) och enkla beräkningar
kan Christoffelsymbolerna bestämmas. Eftersom metri-
ken endast har θ-beroende och gµν = 0 om µ ̸= ν blir
de enda nollskilda Christoffelsymbolerna

Γθ
ϕϕ = −1

2gθθ∂θgϕϕ = −1
2 sin 2θ

Γϕ
ϕθ = Γϕ

θϕ = 1
2gϕϕ∂θgϕϕ = cot θ.

Riemann-tensorn bestäms med hjälp av ekvation (4.14)
tillsammans med symmetriegenskaperna att Rσ

ρµν =

Rσ
ρνµ samt Rσ

ρµν = 0 då µ = ν. De nollskilda kom-
ponenterna blir

Rϕ
θϕθ = −Rϕ

θθϕ = −∂θΓϕ
ϕθ − Γϕ

ϕθΓϕ
ϕθ

= ∂θ cot θ − cot2 θ = 1.

Rθ
ϕθϕ = −Rθ

ϕϕθ = ∂θΓθ
ϕϕ − Γϕ

ϕθΓθ
ϕϕ

= ∂θ(−1
2 sin 2θ) + 1

2 cot θ sin 2θ = sin2 θ.

Definitionen (4.17) av Ricci-tensorn ger följaktligen de
nollskilda komponenterna

Rθθ = Rϕ
θϕθ = 1,

Rϕϕ = Rθ
ϕθϕ = sin2 θ.

Slutligen kan Ricci-skalären beräknas till

R = gθθRθθ + gϕϕRϕϕ = 1
r2

0
+ 1

r2
0 sin2 θ

sin2 θ = 2
r2

0
.

B.2 Härledning av Christoffel-
symbolens transformation

När Christoffel-symbolen introducerades i avsnitt 4.3
nämndes att den inte är en tensor eftersom den inte
följer tensorernas transformeringsregler. Istället ändras
den vid koordinatbyet xµ till yµ enligt

Γ̃ρ
µν = ∂yρ

∂xα

∂xβ

∂yµ

∂xγ

∂yν
Γα

βγ + ∂2xα

∂yµ∂yν

∂yρ

∂xα
. (B.1)

Denna transformation härleds genom att först uttrycka
Γ̃ρ

µν i de nya koordinaterna:

Γ̃ρ
µν = 1

2 g̃ρσ

(
∂g̃νσ

∂yµ
+ ∂g̃µσ

∂yν
− ∂g̃µν

∂yσ

)
, (B.2)

där den transformerade metriken ges av

g̃µν = ∂xα

∂yµ

∂xβ

∂yν
gαβ .

Med hjälp av deriveringsregler kan termerna i den
andra faktorn i ekvation (B.2) utvecklas till

∂g̃νσ

∂yµ
= ∂2xα

∂yµ∂yν

∂xβ

∂yσ
gαβ + ∂xα

∂yν

∂2xβ

∂yµ∂yσ
gαβ

+ ∂xα

∂yν

∂xβ

∂yσ

∂xγ

∂yµ
∂γgαβ ,

och motsvarande för andra index. Dessa uttryck, metri-
kens symmetri och ett antal namnbyten mellan olika
summeringsindex gör att faktorn kan bearbetas till
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∂g̃νσ

∂yµ
+ ∂g̃µσ

∂yν
− ∂g̃µν

∂yσ
= 2 ∂2xα

∂yµ∂yν

∂xβ

∂yσ
gαβ

+ ∂xα

∂yµ

∂xβ

∂yν

∂xγ

∂yσ
(∂αgβγ + ∂βgαγ − ∂γgαβ).

Därefter används identiteterna gµρgρν = δµ
ν och

∂yρ

∂xν
∂xµ

∂yρ = δµ
ν för att beräkna produkten i ekva-

tion (B.2). Efter ytterligare omskrivningar erhålls
(B.1), som är transformeringsreglerna för Christoffel-
symbolen.

B.3 Volymelementets invarians

Volymelelementet för en krökt yta ges, som nämnt i
avsnitt 4.5, av

√
−g dDx. Detta volymelement är inva-

riant under koordinatbytet dxµ = ∂xµ

∂yµ dyµ. Det visas
genom att först uttrycka den transformerade metriken

gµν = ∂yi

∂xµ

∂yj

∂xν
g̃ij .

Därmed ändras metrikens determinant enligt

g = det
(
gµν

)
= det

(
∂yi

∂xµ

∂yj

∂xν
g̃ij

)
= J2g̃,

där det i sista steget användes att Jacobianen J defi-
nieras av

J = det
(

∂yi

∂xµ

)
.

I allmänhet gäller dessutom att volymelementet vid
koordinatbyte ändras enligt

dDx = J−1dDy.

Det transformerade volymelementet blir alltså
√

−g dDx =
√

−J2g̃ J−1dDy =
√

−g̃ dDy

Därmed är volymelementet invariant vid koordinatby-
ten.

B.4 Asymptotiskt platt Reissner-
Nordström-metrik

I avsnitt 5.3 gjordes en sfäriskt symmetrisk ansats för
metriken och de elektromagnetiska fälten kring ett
elektriskt laddat svart hål i asymptotiskt platt rumtid

gµν = diag(−A, B, r2, r2 sin2 θ),

gµν = diag
(

− 1
A

,
1
B

,
1
r2 ,

1
r2 sin2 θ

)
,

Nedan följer lösningen av Einsteins fältekvationer
för denna ansats. Den elektromagnetiska stress-
energitensorn bestämdes i A.3 till

Tµν = F ρ
µFρν − 1

4FρσF ρσgµν . (B.3)

Den elektromagnetiska fälttensorns nollskilda kompo-
nenter är enligt avsnitt 5.3 Ftr = −Frt = −Er, där Er

är det elektriska fältet

Er = Q
√

AB

4πr2 . (B.4)

Därmed är den elektromagnetiska fälttensorn helt känd
och stress-energitensorn kan beräknas:

Tµν = E2
r

2 diag
(

1
B

, − 1
A

,
r2

AB
,

r2 sin2 θ

AB

)

= Q2

32π2 diag
(

A

r4 , − B

r4 ,
1
r2 ,

sin2 θ

r2

)
.

Härnäst används den ansatta metriken för att beräk-
na Christoffel-symbolerna Γρ

µν . Komponenterna med
ρ = t eller ρ = r beror på funktionerna A och B

Γt
µν =


0 A′

2A 0 0
A′

2A 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

Γr
µν =


A′

2B 0 0 0
0 B′

2B 0 0
0 0 − r

B 0
0 0 0 − r

B sin2 θf

 .

Christoffel-symbolerna med ρ = θ eller ρ = ϕ är dock
oberoende av A och B. De kommer från det sfäriska
vinkelberoendet och ges av

Γθ
µν =


0 0 0 0
0 0 1

r 0
0 1

r 0 0
0 0 0 − 1

2 sin 2θ

 ,

Γϕ
µν =


0 0 0 0
0 0 0 1

r
0 0 0 cot θ
0 1

r cot θ 0

 .

Ricci-tensorn blir diagonal med komponenterna

Rtt = A′′

2B
− A′2

4AB
− A′B′

4B2 + A′

rB
,

Rrr = −A′′

2A
+ A′2

4A2 + A′B′

4AB
+ B′

rA
,

Rθθ = 1 − rA′

2AB
+ rB′

2B2 − 1
B

,

Rϕϕ = sin2 θ

[
1 − rA′

2AB
+ rB′

2B2 − 1
B

]
.

Utifrån detta kan Ricci-skalären enkelt beräknas ge-
nom kontraktion med metriken (ekvation (5.9))

R = − A′′

AB
+ A′2

2A2B
+ A′B′

2AB2 − 2A′

rAB
+ 2B′

rB2 + 2
r2 − 2

r2B
.
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Därmed är alla termer i Einstein-tensorn kända. Även
den blir diagonal och har komponenterna

Gtt = AB′

rB2 + A

r2 − A

r2B
, Grr = A′

rA
− B

r2 + 1
r2 ,

Gθθ = r2A′′

2AB
− r2A′2

4A2B
− r2A′B′

4AB2 + rA′

2AB
− rB′

2B2 ,

Gϕϕ = sin2 θ

(
r2A′′

2AB
− r2A′2

4A2B
− r2A′B′

4AB2 + rA′

2AB
− rB′

2B2

)
.

Lösningens återstående del är insättning av tensorerna
i Einsteins fältekvationer. Einstein-tensorns, metrikens
och stress-energitensorns diagonala element ger fyra
kopplade differentialekvationer. Komponenterna Gθθ

och Gφφ, gθθ och gφφ respektive Tθθ och Tφφ skiljer
sig dock bara med en gemensam faktor sin2 θ, varpå
endast följande ekvationer återstår

AB′

rB2 + A
r2 − A

r2B − ΛA = κ2Q2

32π2
A
r4

A′

rA − B
r2 + 1

r2 + ΛB = − κ2Q2

32π2
B
r4

r2A′′

2AB − r2A′2

4A2B − r2A′B′

4AB2 + rA′

2AB − rB′

2B2 + Λr2 = κ2Q2

32π2
1
r2 .

En kombination av de första två av dessa resulterar
i att AB′ + A′B = (AB)′ = 0, det vill säga att pro-
dukten AB är konstant. Återigen används gränsen
r → ∞ och övergången till Minkowski-metriken, som
medför att konstanten måste vara 1 [42]. Alltså är
B(r) = 1/A(r), vilket reducerar de två återstående
ekvationerna till{

r3A′ + r2A − r2 + Λr4 = − κ2Q2

32π2

r4A′′ + 2r3A′ + 2Λr4 = κ2Q2

16π2 .

Den andra ekvationen visar sig dock vara en om-
skrivning av den första, vilket kan inses genom att
först multiplicera den med r och sedan derivera den
med avseende på r. Ekvationens lösning är A(r) =
1 + κ2Q2

32π2r2 − Λ
3 r2 + CM

r , där CM är en integrations-
konstant kopplad till massan i den Newtonska grän-
sen på samma sätt som i Schwarzschild-lösningen.
Den bestäms enklast genom jämförelse med Schwarz-
schilds lösning i gränsen Q → 0, vilket ger CM = −rS.
Sammanfattningsvis kan alltså Reissner-Nordström-
metriken skrivas

ds2 = −f(r)dt2 + 1
f(r)dr2 + r2dΩ2, (B.5)

med lösningen

f(r) = 1 − 2GM

r
− Λ

3 r2 + κ2Q2

32π2r2 . (B.6)

B.5 Reissner-Nordström-lösningen i
anti-de Sitter-rumtid

I avsnitt 5.3 hittades den asymptotiskt platta Reissner-
Nordström-lösningen. På samma sätt kan metriken för
en asymptotisk anti-de Sitter-rumtid kring ett elekt-
riskt laddat svart hål bestämmas. En sfärisk sym-
metrisk generalisering av AdS-metriken (5.14) analog

med formen av Schwarzschild- och Reissner-Nordström-
lösningarna är

gµν = L2

z2 diag
(

−f(z), 1
f(z) , 1, . . . , 1

)
. (B.7)

Med denna metrik blir
√

−g = (L/z)d+2. Symmetrin
medför även att potentialen endast har en radiellt be-
roende tidskomponent At. Den av Maxwells ekvationer
som är icke-trivial blir därför

∂z

(
z2−d∂zAt

)
= 0.

Lösningen skrivs

At = µ

[
1 −

(
z

zH

)d−1
]

, (B.8)

där µ är en konstant som kan relateras till laddningen
och den andra integrationskonstanten har valts så att
At = 0 vid händelsehorisonten z = zH. Den elektro-
magnetiska fättensorns nollskilda komponenter blir
Fzt = −Ftz = −µ/zH. Av detta följer att stressenergi-
tensorn, enligt (5.8), är

Tµν = µ2(d − 1)2

2L2

[
z

zH

]2d−2
diag

(
f, − 1

f
,1, . . . , 1

)
.

I vanlig ordning bestäms Christoffelsymbolerna Γρ
µν .

För denna metrik erhålls

Γz
µν = diag

(
f ′f

2 − f2

z
, − f ′

2f
− 1

z
,

f

z
, . . . ,

f

z

)
medan

Γt
zt = Γt

tz = f ′

2f
− 1

z
, Γxi

zxi
= Γxi

xiz = −1
z

och de komponenter som inte har skrivits ut är noll.
Ytterligare beräkningar visar att Ricci-tensorn är dia-
gonal och att dess nollskilda komponenter är

Rtt = −f2Rzz = f ′′f

2 − (d + 2)f ′f
2z

+ (d + 1)f2

z2 ,

Rxixi
= f ′

z
− (d + 1)f

z2 .

Det medför att Ricci-skalären blir

R = z2

L2

(
−f ′′ + (2d + 2)f ′

z
− (d + 1)(d + 2) f

z2

)
,

och att även Einsteintensorn blir diagonal och har
komponenterna

Gtt = −f2Gzz = d

2
f ′f

z
− d(d + 1)

2
f

z2 ,

Gxixi
= f ′′

2 − d
f ′

z
+ d(d + 1)

2
f

z2

Insättning av termerna i Einsteins fältekvaioner (4.25)
resulterar i d + 2 icke-triviala ekvationer. Dessa är
dock inte oberoende; de första två skiljer sig åt med en
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faktor −f2 och de övriga d är identiska. De två unika
ekvationerna som erhålls är

d
2

f ′

z − d(d+1)
2

f
z2 − Λ L2

z2 = κ2µ2(d−1)2

2L2

[
z

zH

]2d−2

f ′′

2 − d f ′

z + d(d+1)
2

f
z2 + Λ L2

z2 = κ2µ2(d−1)2

2L2

[
z

zH

]2d−2
.

Genom att multiplikation med z och differentiering
med avseende på z av den första ekvationen erhålls
den andra. Det är därför ett tillräckligt villkor att den
övre ekvationen uppfylls, vilket gäller för lösningen

f(z) = − 2ΛL2

d(d + 1) + κ2µ2(d − 1)z2
H

dL2

(
z

zH

)2d

+ Czd+1

(B.9)
med en integrationskonstant C. Långt ifrån det svarta
hålet, då z → 0, måste metriken sammanfalla med
(5.14), vilket innebär att f(z) → 1. Därmed hittas
relationen Λ = −d(d + 1)/2L2 mellan den kosmologis-
ka konstanten och AdS-radien. Integrationskonstanten
kan uttryckas i de övriga parametrarna genom att ut-
nyttja att f(zH) = 0. Den allmänna lösningen i d + 2
dimensioner formuleras därmed som

f(z) = 1 −

(
1 + d − 1

d

κ2µ2z2
H

L2

)(
z

zH

)d+1

+ d − 1
d

κ2µ2z2
H

L2

(
z

zH

)2d

.

Specialfallet med d = 2 kan ger alltså att Λ = −3/L2

med lösningen

f(z) = 1−

(
1 + κ2µ2z2

H
2L2

)(
z

zH

)
3+ κ2µ2z2

H
2L2

(
z

zH

)4
.
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C. Härledningar och exempel inom kvantfältteori
Detta appendix förklarar hur Feynmans vägintegral
som presenteras i 6 uppstår och ger exempel på hur en
partitionsfunktion kan uttryckas i en funktionalinte-
gral. Det visar även hur differentialekvationerna ur vil-
ka konduktiviteten med metriksvar beräknas i kapitel 7
tas fram ur systemets rörelseekvationer. Avslutningsvis
bifogas Mathematica-koden som implementerar den
numeriska beräkningen av konduktiviteten.

C.1 Feynmans vägintegral från
Schrödingers ekvation

Beräkningen nedan följer i stora drag källa [20,
kap. 3.2].

Vägintegralen har sitt ursprung från den tidsberoende
Schrödingerekvationen. Den integreras för att få fram
tidsevolutionsoperatorn Û(t,t′):

iℏ∂t |Ψ⟩ = Ĥ |Ψ⟩ →
∣∣Ψ(t′)

〉
= Û(t,t′)

∣∣Ψ(t)
〉

.

Operatorn Û(t,t′) kan för någon senare tidpunkt t′

skrivas som

Û(t,t′) = e−
i
ℏ Ĥ(t′−t)Θ(t′ − t),

för en given hamiltonian

Ĥ = T̂ + V̂ ,

med rörelseenergi-operator T̂ = p̂2

2m och potential V̂ .

Därmed kan vi skriva ett kvantmekaniskt tillstånd
med rumskoordniater q′ vid tid t′, från en ursprungs-
koordinat q vid en tidpunkt t, som

〈
q′
∣∣Ψ(t′)

〉
=
〈

q′
∣∣∣Û(t,t′)Ψ(t)

〉
=
∫

dq U(q′,t′; q,t)Ψ(q,t).

Här är

U(q′, t′; q,t) =
〈
q′
∣∣ e− i

ℏ Ĥ(t′−t) |q⟩ Θ(t′ − t),

där U(q′, t′; q,t) är (q′,q)-komponenten av operatorn
U(t′,t) och kallas för propagatorn. Denna är sannolik-
hetsamplituden för att en partikel med hamiltonian Ĥ
tar sig mellan rumskomponenterna q och q′ på tiden
t′ − t.

Tricket för att komma till vägintegralen är nu att, istäl-
let för att betrakta tidsevolutionen för längre tider,
använda tidsevolutionsoperatorn för infinitesimalt små
propagationstider. Alltså blir ∆t = t

N för något (stort)
N och någon (längre) tid t. Detta gör att tidsevolutio-
nen kan skrivas som

e−iĤt/ℏ =
(

e−iĤ∆t/ℏ
)N

,

där sedan

e−iĤ∆t/ℏ = e−iT̂ /ℏe−iV̂ ∆t/ℏ + O(∆t2). (C.1)

Med hjälp av ekvation C.1 kan tidspropagationen av
en partikel skrivas som

⟨qf |e−iĤt/ℏ|qi⟩ ≃
∫

qN =qf ,q0=qi

n=N−1∏
n=1

dqn

n=N∏
n=0

dpn

2πℏ
· exp

−i
∆t

ℏ

n=N∑
n=0

(
V (qn) + T (pn+1) − pn+1

qn+1 − qn

∆t

) ,

där likhet fås när N → ∞. Enligt denna ekvation
går tidpropagationen för en partikel att beskriva som
en (2N − 1)-dimensionell integral över koordinater-
na (p,q). När man sedan går i gräns blir integralen
oändlig-dimensionell, vilket ger

⟨qf |eĤt/ℏ|qi⟩ =
∫

Dx exp
(

i

ℏ

∫ t′=t

t′=0
dt′
(
pq̇ − H(p,q)

))
,

(C.2)
där∫

Dx = lim
N→∞

∫
qN =qf ,q0=qi

n=N−1∏
n=1

dqn

n=N∏
n=0

dpn

2πℏ
.

I och med att den diskreta uppdelningen av q =
[q0, . . . qN ] =

[
q(0), q(∆t), . . . q(N∆t)

]
övergår till

en kontinuerlig funktion q = q(t), liksom p = p(t),
blir integralen en funktionalintegral (se avsnitt 2.2).

För att sedan få ekvation C.2 kan en Legendre-
transform göras, det vill säga

H(p,q) = L(p,q) − pq̇. (C.3)

Detta ger i sin tur den resulterande integralen

〈
qf

∣∣ e−iĤt/ℏ |qi⟩ =
∫

Dq exp
(

i

ℏ

∫ t′=t

t′=0
dt′ L(q,q̇)

)
(C.4)

genom att dela upp ekvation (C.2) i två bidrag, se-
dan använda definitionen för hamiltonianen i ekvation
(C.1), och till sist lösa den gaussiska integralen för den
kinetiska energioperatorn. Integralmåttet Dq i ekva-
tion (C.4) kan defineras som

Dq = lim
N→∞

(
Nm

2πiℏt

)N/2 N−1∏
n=1

dqn.
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C.2 Exempel på partitionsfunktion och
vägintegral

En tillståndssumma, även kallad partitionsfunktion,
ser ut som

Z(β) =
∑

q

⟨q| e−βĤ |q⟩

där β = 1/T och |q⟩ är tillstånd som diagonaliserar Ĥ.

Om Ĥ = V̂ (q̂) + p̂2/2m kan termen Kq =
⟨q| e−βĤ |q⟩ = tr

{
e−βĤ

}
, med hjälp av identiteten

∫
|x⟩ ⟨x| dx = 1, skrivas som

N−1∏
j=1

dqj

N∏
i=1

⟨qi+1| e−ϵĤ |qi⟩

=
N−1∏
j=1

dqj

N∏
i=1

⟨qi+1| e−ϵp̂2/2m+ϵV (qi) |qi⟩ ,

där N ∈ Z+, ϵ = β/N och |qN ⟩ = |q0⟩ = |q⟩ [55,
kap. 2]. Vad vi gjort här är att skriva om tr

{
e−βĤ

}
i termer av en produkt, sedan ‘klämma in’ 1 =∫

|qi⟩ ⟨qi| dqi mellan varje {e−βĤ}-term och till sist
dela upp index på lämpligt sätt. Om samma identitet
används igen, denna gång med avseende på p, visas
att ⟨qi+1| e−ϵĤ |qi⟩ är detsamma som [54]

e−ϵV (qi) ⟨qi+1|
(∫

dpi+1 |pi+1⟩ ⟨pi+1| e−ϵp̂2/2m

∫
dpi |pi⟩ ⟨pi|

)
|qi⟩

= e−ϵV (qi)
∫

dpi dpi+1 ⟨qi+1|pi+1⟩ ⟨pi+1| e−ϵp̂2/2m |pi⟩ ⟨pi|qi⟩

= e−ϵV (qi)
∫

dpi dpi+1
eiqi+1pi+1

√
2π

⟨pi+1| e−ϵp2
i /2m |pi⟩

e−iqipi

√
2π

= e−ϵV (qi)
∫

dpi dpi+1
eiqi+1pi+1

√
2π

e−ϵp2
i /2mδ(pi+1 − pi)

e−iqipi

√
2π

= e−ϵV (qi)
∫

dpi

exp
{

ipi(qi+1 − qi) − ϵp2
i /2m

}
2π

=
√

m

2πϵ
exp
{

−ϵV (qi) − (qi+1 − qi)2 m

2ϵ

}
,

där vi för den gaussiska integralen använt den allmänna
formeln∫

dv⃗ e−v⃗T Av⃗+b⃗T v⃗ = 1√
det(A/π)

eb⃗T A−1b⃗/4.

Allting sammansatt resultarar således i att vi kan ut-
trycka termen Kq som

Kq,N =
(

m

2πϵ

)N
2 N−1∏

j=1
dqj exp


N∑

i=1
−ϵ

(
V (qi) + m

2

(
qi+1 − qi

ϵ

)2
).

Om N ≫ 1 och qi är med jämna mellanrum utspridda
längs med en väg som börjar och slutar i q, kan vi
genom att införa en parameter τ ∈ [0, β] skriva [55,
kap. 2]

qi+1 − qi

ϵ
≈ q̇i := dqi/dτ, τ ∈ [0, β].

Om N → ∞ går summan i exponenten mot en integral

lim
N→∞

Kq,N = N
∫

q′(0)=q′(β)=q

Dq′ exp
{

−SE [q′]
}

,

SE [q′] =
∫

dτ LE(q′) =
∫

−dτ

[
m

2 q̇2 + V (q)
]

där N är en normaliseringskonstant och Dq′ =
∏∞

q′ dq′

och q′ ligger på en kurva med början och slut i q. Det-
ta är en så kallad vägintegral och ska tolkas som en
integral över alla möjliga vägar som börjar och slutar i
q, viktade med en faktor exp

{
SE [q′]

}
. Det framgår nu

om vi jämför med i ekvation (C.4) ovan att vi här har
propagerat genom euklidisk tid τ som kan relateras till
vanlig tid t genom en så kallad Wick-rotation: t = iτ .

Om vi byter den diskreta tillståndssumman mot en
kontinuerlig integral kan vi sålunda skriva om den som
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en enda vägintegral [54][55, kap. 2]

Z(β) =
∫

dq ⟨q| e−βĤ |q⟩ =
∫

dq

∫
q′(0)=q′(β)=q

N Dq′ e−SE [q′]

=
∫

q(0)=q(β)

Dq e−SE [q],

med måttet Dq = N Dq′dq.

C.3 Differentialekvationer vid störning
av metriken

För att beräkna konduktiviteten i kapitel 7 lades en
störning till den elektromagnetiska potentialen, vars
nollskilda komponenter därmed tar formen

At =
(

1 − z

zH

)
, ax =

∫
dω âx(z)e−iωt. (C.5)

Denna störning påverkar metriken med en störning
htx som på grund av symmetrin antas bero på z och t.

Metriken är alltså given som

gµν =


− L2

z2 f 0 htx 0
0 L2

z2
1
f 0 0

htx 0 L2

z2 0
0 0 0 L2

z2

 , (C.6)

Då små variationer undersöks skrivs hädanefter endast
termer upp till linjär ordning i störningarna ut. Exem-
pelvis kan den kontravarianta metriken approximeras
till

gµν ≈


− z2

L2
1
f 0 htx

z4

L4
1
f 0

0 z2

L2 f 0 0
htx

z4

L4
1
f 0 z2

L2 0
0 0 0 z2

L2

 . (C.7)

Allmänt för den elektromagnetiska fälttensorn gäller
att

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (C.8)

vilket med potentialen i ekvation (C.5) och metriken i
ekvation (C.7) resulterar i

Fµν =


0 − µ

z
d
dt ax 0

µ
z 0 a′x 0

− d
dt ax −a′x 0 0
0 0 0 0

 , F µν =


0 − µ

z
z4

L4 − 1
f

z4

L4
d
dt ax 0

µ
z

z4

L4 0 f z4

L4 a′x − µ
zH

z6

L6 htx 0
1
f

z4

L4
d
dt ax

µ
zH

z6

L6 htx − f z4

L4 a′x 0 0
0 0 0 0

 . (C.9)

Härifrån ska problemets rörelseekvationer uppfyllas.
Detta innebär först att att Maxwells ekvationer i krökt
rum, ∂µ(

√
−gF µν) = 0, ska gälla. Den enda icke-

triviala ekvationen ges av komponenten med ν = x:

− 1
f

d2

dt2 ax + (fa′x)′ − µ

zH

z2

L2 (h′tx + 2
z

htx) = 0. (C.10)

Utöver Maxwells ekvationer ska även Einsteins fäl-
tekvationer, Gµν + Λgµν = κ2Tµν , gälla. För att
behandla dem krävs först att Christoffel-symbolerna
beräkningas. Detta görs i vanlig ordning enligt ekva-
tion (4.1), vilket resulterar i

Γt
µν =


0 f ′

2f − 1
z 0 0

f ′

2f − 1
z 0 − 1

2f
z2

L2 h′tx − 1
f

z
L2 htx 0

0 − 1
2f

z2

L2 h′tx − 1
f

z
L2 htx 0 0

0 0 0 0

 ,

Γz
µν =


− f2

z + ff ′

2 0 − 1
2

z2

L2 fh′tx 0
0 − 1

z − f ′

2f 0 0
− 1

2
z2

L2 fh′tx 0 f
z 0

0 0 0 f
z

 ,
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Γx
µν =


z2

L2 ∂thtx
z

L2 htx − z2

L2
f ′

2f htx + 1
2

z2

L2 h′tx 0 0
z

L2 htx − z2

L2
f ′

2f htx + 1
2

z2

L2 h′tx 0 − 1
z 0

0 − 1
z 0 0

0 0 0 0

 ,

Γy
µν =


0 0 0 0
0 0 0 − 1

z
0 0 0 0
0 − 1

z 0 0

 .

Eftersom de i hög utsträckning liknar de ostörda
Christoffel-symbolerna påverkas endast två av Ricci-
tensorns komponenter. Den ges av

Rtx = −1
2

z2

L2 fh′′tx − z

L2 fh′tx + z

L2 f ′htx − 2f

L2 htx

Rzx = − 1
2f

z2

L2 ∂th
′
tx − 1

f

z

L2 ∂thtx

Ricci-skalären, som i linjär ordning är oförändrad, ges
av R = −12/L2. Stress-energitensorn för Maxwell-
verkan ges enligt bilaga A.3 av

Tµν = F ρ
µFνρ − 1

4FσρF σρgµν . (C.11)

Med ekvationerna (C.11) och (C.9) kan stress-
energitensorns komponenter bestämmas. Det visar sig
att samma komponenter som i Ricci-tensorn påverkas
av störningen:

Ttx = 1
2

µ2

z2
H

z4

L4 htx − µ

zH
f

z2

L2 a′x

Tzx = − µ

zH

z2

L2
1
f

∂tax.

Av Einsteins tio fältekvationer återstår alltså två som
inte uppfylls som en direkt följd av bakgrundsfältets
konstruktion. Tensorernas tx-komponenter ger ekva-
tionen

−1
2

z2

L2 fh′′tx − z

L2 fh′tx + htx

(
z

L2 f ′ − 2f

L2 + 3
L2

)
=κ2

(
1
2

µ2

z2
H

z4

L4 htx − µ

zH
f

z2

L2 a′x

)
.

(C.12)
Formen på f , som kommer från fältekvationernas oför-
ändrade komponenter, medför att

f ′

2 − 3f

z2 + 3
z2 = κ2 1

2
µ2

z2
H

z2

L2 .

Ekvation (C.12) kan således reduceras till

z2h′′tx + 2zh′tx − 2htx = 2κ2 µ

zH
z2a′x.

Genom division med z2 och partiell integration följer
att

h′tx + 2
z

htx = 2κ2 µ

zH
ax + C, (C.13)

där konstanten C kan ha ett tidsberoende. Tensorernas
zx-komponenter ger istället ekvationen

− 1
2f

z2

L2 ∂th
′
tx − 1

f

z

L2 ∂thtx = −κ2 µ

zH

z2

L2
1
f

∂tax,

som kan skrivas på samma form som ekvation (C.13)
med ett C som därmed varken beror på z eller t. Ge-
nom att betrakta situationen i fallet då fälten inte
perturberas dras slutsatsen att denna konstant mås-
te vara noll. Den ansatta metriken gäller alltså då
den elektromagnetiska potentialen perturberas med
villkoret att

h′tx + 2
z

htx = 2κ2 µ

zH
ax.

Tillsammans med ekvation (C.10) används den för att
ta fram en frekvensberoende konduktivitet i kapitel 7.
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C.4 Numeriska beräkningar

Nedan bifogas Mathematica-koden som utför den numeriska beräkningen av konduktiviteten genom att lösa
ekvation (7.27) med infallande randvillkor. Figurer som visar real- och imaginärdelens frekvensberoende skapas
för olika värden på den kemiska potentialen.

Holografisk konduktivitet med metriksvar

De numeriska berä kningarna görs i enheter där koordinaten z skalas så att den mäts i enheter av zH . Det
medför att derivator skalas med 1/zH . Vidare mäts frekvensen och den kemiska potentialen i enheter av T.
Faktorn κ2 /L2 motsvarar styrkan av bulkens gravitationella vä xelverkan relativt den elektromagnetiska .
För enkelhets skull sätts den till 1; andra kopplingskonstanter ger samma resultat efter en skalning
av den kemiska potentialen . De olika parametrarnas relationer definieras nedan .

zH [µ_] = (Sqrt [6µ2 + 16π2 ] - 4π)/(µ2 T)
fs[z_ , µ_] = 1 - (1 + zH [µ]2 T2 /2)z3 + zH [µ]2 T2 z4 /2;

Om potentialens differentialekvation skrivs på en form där hö gerledet är noll ges vä nsterledet av
fö ljande funktion .

diff [ω_, µ_] = f[z, µ]Ax ''[z] + D[f[z, µ], z]Ax '[z] + ((ωT)2zH [µ]2 /f[z, µ] - 2zH [µ]2 T2µ2 z2 )Ax[z] /. f → fs

Randvillkor vid horisonten ges genom att Taylorutveckla ekvationen . Av de mö jliga lö sningarna används
den som motsvarar en infallande våg.

Axnh[z_ , ω_, µ_] = (1 - z)^(-Iω/(4 Pi))
Axnhp [z_ , ω_, µ_] = D[Axnh[z, ω, µ], z];

Med kända randvillkor kan differentialekvationen lösas. För att undvika koordinatsingulariteten vid
horisonten sätts randvillkoren vid z = (1− ε)zH för ett litet ε.

ε = 0.00001;
Asol[ω_, µ_] := NDSolve [{ diff [ω, µ] == 0, Ax [1 - ε] == Axnh [1 - ε, ω, µ], Ax '[1 - ε] == Axnhp [1 - ε, ω, ←↩

µ]}, Ax , {z, 0, 1 - ε}][[1]];

Givet denna lö sning kan konduktiviteten beräknas.

σsol[ω_, µ_] := 1/I/(zH [µ]ωT) Ax '[0]/ Ax [0] /. Asol[ω, µ];

Konduktiviteten är nu given som en funktion av frekvens och kemisk potential . Nedan skapas figurer
där frekvensberoendet visas med µ som parameter .

<< MaTeX `
figRe = Plot [{ Re[σsol[ω, 5]] , Re[σsol[ω, 25]] , Re[σsol[ω, 50]]} , {ω, 0.001 , 75} ,

PlotRange → {{0 , 75} , {0, 1.2}} , PlotStyle → {Black , {Blue , Dashed }, {Red , DotDashed }},
PlotLegends → Placed [ LineLegend [{ MaTeX ["\\ mu/T=5" , FontSize → 16] , MaTeX ["\\ mu/T=25" , FontSize → ←↩

16] , MaTeX ["\\ mu/T=50" , FontSize → 16]} , LegendFunction → Panel ], {Right , Bottom }],
GridLines → Automatic , GridLinesStyle → Directive [Black , Thickness [0.0002] , Opacity [0.5]] ,
Frame → True , FrameTicks → {{ Automatic , None}, {Automatic , None }},
FrameLabel → { MaTeX ["\\ omega /T", FontSize → 20] , MaTeX ["\\ text {Re }\\ sigma (\\ omega )", FontSize → ←↩

20]} ,
FrameTicksStyle → Black ,
BaseStyle → { NumberPoint → ",", FontFamily → "CMU Serif ", FontSize → 16} ,
ImagePadding → {{55 , 10} , {50 , 10}}]

figIm = Plot [{ Im[σsol[ω, 5]] , Im[σsol[ω, 25]] , Im[σsol[ω, 50]]} , {ω, 0.001 , 75} ,
PlotRange → {{0 , 75} , {-1, 6}} , PlotStyle → {Black , {Blue , Dashed }, {Red , DotDashed }},
PlotLegends → Placed [ LineLegend [{ MaTeX ["\\ mu/T=5" , FontSize → 16] , MaTeX ["\\ mu/T=25" , FontSize → ←↩

16] , MaTeX ["\\ mu/T=50" , FontSize → 16]} , LegendFunction → Panel ], {Right , Bottom }],
GridLines → Automatic , GridLinesStyle → Directive [Black , Thickness [0.0002] , Opacity [0.5]] ,
Frame → True , FrameTicks → {{ Automatic , None}, {Automatic , None }},
FrameLabel → { MaTeX ["\\ omega /T", FontSize → 20] , MaTeX ["\\ text {Im }\\ sigma (\\ omega )", FontSize → ←↩

20]} ,
FrameTicksStyle → Black ,
BaseStyle → { NumberPoint → ",", FontFamily → "CMU Serif ", FontSize → 16} ,
ImagePadding → {{55 , 10} , {50 , 10}}]

Export [" Re_sigma .pdf", figRe ] // SystemOpen
Export [" Im_sigma .pdf", figIm ] // SystemOpen
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