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Forord

Denna kandidatuppsats har skrivits av gruppmedlemmar Adam Ivehag, Joakim Quach och Tom
Doran som &r studenter pa Géteborgs universitet, och Ludvig Jakobsson som &r student pa Chal-
mers tekniska hogskola. Vara handledare var David Cohen och Annika Lang fran Institutionen for
Matematiska vetenskaper.

Adam har skrivit kapitel 7 som handlar om linjér stabilitet hos stokastiska differentialekvationer.

Joakim har skrivit kapitel 6 om Milstein—metoden och kapitel 9 om Monte Carlo—metoden,
tillsammans med respektive Python—kod som finns i bilaga G och bilaga I. Dessutom ger han mer
detalj om variansreduktion fé6r Monte Carlo—metoden i bilaga B.

Tom har skrivit kapitel 3 om stokastiska integraler, kapitel 4 om Euler-Marayama—metoden
och kapitel 8 om stokastiska kedjeregeln, tillsammans med Python—kod i bilaga D, E och H. Dess-
utom har han skrivit populdrvetenskapliga artikeln och bilaga A som behandlar teorin bakom
Ito—integralen i mer detalj.

Ludvig har skrivit kapitel 2 om Brownsk rérelse, kapitel 5 om konvergens av Euler—-Maruyama—
metoden och kapitel 10 om Cox—Ingersoll-Ross—modellen, med tillhérande Python—kod i bilaga C,
F och J. Dessutom har han skrivit ssammanfattningen bade pa svenska och engelska.

Alla har bidragit till skrivingen av inledningen och avslutningen, samt diskussioner om pro-
jektets presentation, och har gett varandra forbattringsforslag. Mer detalj angaende individuella
prestationer har dokumenterats under projektets gang i gruppens daghok samt individuella logg-
bdcker.

Vi tackar hjartligt alla vara larare pa Institutionen fér Matematiska vetenskaper som har lyckats
ldra oss s mycket under en relativ kort period. Speciellt vill vi tacka David och Annika, vara
handledare, for all tid de har lagt ner for att hjilpa oss forstd dmnet och undvika alltfor manga
pinsamma fel!

Goteborg, maj 2021,

Adam Ivehag, Joakim Quach, Tom Doran och Ludvig Jakobsson.



Popularvetenskaplig presentation

To this may be added, that some of the problems about chance having a great appearance
of simplicity, the mind is easily drawn into a belief, that their solution may be attained
by the mere strength of natural good sense; which generally proving otherwise, and the
mistakes occasioned thereby being not infrequent, it is presumed that a book of this kind,
which teaches to distinguish truth from what seems so nearly to resemble it, will be looked
on as a help to good reasoning.

— Abraham de Moivre, The Doctrine of Chances, 1717

Matematiken som behandlar sannolikheter kallas sannolikhetsteori och har sitt ursprung i ha-
sardspel. Det var forst pa 1600-talet som matematiker sasom Pierre Fermat och Blaise Pascal
bérjade tillampa matematik pa slumpen for att se om monster bakom slumpméssiga héndelser
kunde kvantifieras. Det accepterades dock inte som en riktig del av matematiken férrén pa 1900—
talet.

Varfor tog det sa lang tid? Sedan de gamla grekerna hade matematiken betraktats som veten-
skapen av det som var sant, sikert och bestamt. Slumpen var kopplat till tron pa saker sdsom 6det
och religion. Efter att Isaac Newton troddes ha visat att universum var deterministiskt, var idéen
att slumpen skulle spela nigon betydelsefull roll i varlden mycket frimmande. Att citera en viss
tysk fysiker: God does not play dice.

Sa vad har fordndrats? Varfor skriva en matematisk uppsats om slumpen? Ok, lat oss anta
att virlden dr deterministisk, och att vi med perfekt information kan rdkna ut det som kommer
att ske i framtiden. Lat oss nu betrakta en gas. I endast ett milligram av en typisk gas finns det
100.000.000.000.000 partiklar. Ni férstar problemet! For att forsta nagot sa vardaglig som gas beho-
ver vi statistiska metoder, och statistik ar starkt kopplat till sannolikhet. Disciplinen for statistisk
mekanik, som utvecklades av James Maxwell, Ludwig Boltzmann m.m. under 1800—-talet applice-
rades med mycket framgang. Med det kunde vi adntligen forsta saker som gaser, virmeoverforing
och #ven termodynamikens andra huvudsats'.

Under 1900-talet boérjade sannolikhetsteori formaliseras, med bidrag fran matematiker som
Andrei Kolmogorov. Han anvinde nagot som kallas for méatteori for att hantera sannolikheter av
héndelser da antalet mojliga utfall &r odndligt. Till exempel, om jag véljer en boll slumpmassigt
fran en pase som innehaller 10 svarta bollar och 9 vita, kdnns det rimligt att chansen att plocka
ut en svart boll &r 10/19. Inga konstigheter! Men vad &r chansen att sla en bullseye i dart? Pilen
kan sld en av odndligt manga punkter pa darttavlan, och det finns odndligt manga punkter i
bullseyen. Klart att dividera odndlighet med oédndlighet inte kommer att hjalpa oss héar! Efter
en stund kommer vi kanske pa idén att dividera arean av bullseyen med arean av darttavlan.
Det later ju klokt! Det dr det som matteori later oss gora, med all noggrannhet man férvantar
sig av matematiken. Kolmogorov anvénde sedan teorin for att presentera sina axiom; vilka &r
grundléggande 'uppenbara’ antaganden som gors (men inte kan bevisas), och pa vilka resten av
sannolikhetsteorin bygger.

Under 1940-talet gjordes mycket arbete med stokastiska processer, huvudtemat for projektet.
Stokastisk betyder slumpmaéssig, och malet med studien av stokastiska processer ar att kategorisera
beteenden hos olika system som fordndras slumpméssigt genom tiden. Detta gor att vi kan se
monster och forutsdga sannolikheten av vissa héndelser, och det later oss modellera saker som
populationdynamik, foréandringar i aktiepriser, och till och med hur rék och vétskor kommer att
bete sig.

Men dven ’enkla’ sannolikheter kan vara kontraintuitivt. Till exempel, visste ni att pa vil-
ken fotbollsmatch som helst &r chansen mer &n 50 procent att tva personer pd plan (det finns
11 spelare i varje lag plus domaren, si 23 personer totalt) kommer att dela samma fodelsedag?
Héapnadsvickande, va?

Sa med tanke pa detta, tillsammans med méangfalden av och komplexiteten i stokastiska pro-
cesser som finns i s& manga olika former och har si& méanga olika tillampningar, blir det inte sa

ITermodynamikens andra huvudsats dr regeln att ordnade system tenderar att bli mer kaotiska som tiden gar.
Applicerat pa universum forklarar den varfér knickta 4gg inte reformeras, bland annat. Dessutom motiverar den
varfor vi upplever att tiden gar fran datiden till framtiden; ndgot Newtons ekvationer inte kan gora d& de fungerar
lika v&l 1 bada tidsriktningar.



forvanande att &mnet kan vara overvildigande, dven for matematikstudenter. Det &r ocksa ett falt
som kraver ett brett spektrum av andra matematiska kunskaper, inklusive kalkyl, linjar algebra
och topologi.

Vart mal med detta projekt ar att introducera studenter till simuleringar av stokastiska proces-
ser. I synnerhet tittar vi pa stokastiska differentialekvationer. En deterministisk differentielekvation
dr en beskrivning av hur en viss kvantitet av nagot fordndras beroende péa sjéilva kvantiteten. Till
exempel, om det finns 1000 bakterier som reproducerar sig med en hastighet av 2 per bakterie varje
timme, s& ar detta en differentielekvation. Forsta timmen kommer antalet bakterier att vixa med
2000; andra timmen, kommer det vixa med 2 - (1000 4+ 2000) = 6000, och s& vidare; och méngden
med vilken populationen vixer under en viss timme beskrivs 2 - p, dir p star for population.

Men naturligtvis skulle vi aldrig se en konstant 6kningstakt fér en population, och det skulle
inte heller vara forutsiagbart. Det &r hér stokastiska differentialekvationer kommer in: vi kan ta
den deterministiska ekvationen ovan och ge foréndringshastigheten en slumpmaéssig ’kick’. Och
da en stokastisk differentialekvation beskriver nagot som féréndras slumpmaéssigt genom tiden, ar
16sningen till den &ven en typ av stokastisk process. Slumpméssiga effekter kan simuleras med hjélp
av datorer, for att sedan skapa modeller som tar hénsyn till slumpméssighet. I projektet anvinder
vi dessa verktyg for att introducera stokastiska differentialekvationer och de grundlaggande idéerna
bakom &mnet. Vi ger ocksé ett exempel pa en tillimpning av stokastiska differentialekvationer inom
finansvérlden: CIR—processen.

CIR—processen ar ett finansiellt verktyg baserat pa en stokastisk differentialekvation, som an-
vinds for att prognostisera hur rdntorna kan variera i framtiden. Man anger genomsnittsréantan,
marknadsvolatiliteten (hur kraftigt rdntorna tenderar att stiga eller sjunka) och spreadar (skillna-
den mellan de lagsta och hogsta tillgéngliga rdntorna). Lat oss ta en titt pa ett exempel som ges i
rapporten i kapitel 10.
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(a) CIR~processen med a = 3,b = 0.3, 0 = 0.2. (b) CIR-processen med a = 3,b = 0.3, 0 = 0.4.

I varje graf finns tre firgade linjer som motsvarar tre mojliga utfall f6r réntorna. Grafens
hojd i en viss punkt motsvarar rintesatserna, betecknade r(t) pa vinster sida av diagrammet, for
tidpunkten ¢, som visas langst ner i diagrammet. Vénstra grafen ar tydligt mindre flyktig &n hogra.
Detta beror pa att volatilitetsparametern (eller varians), o, ar dubbelt s hog som i vénstra grafen.
Vi ser ocksa att alla sex linjer i bada graferna tenderar att ligga runt medelvirdet 0.3. Varje linje
ritas slumpmassigt, sa vi far olika resultat varje gdng. Men en intressant sak med dessa modeller
ar att vi fortfarande kommer att se samma monster da linjerna ungeférligt kommer att fo6lja den
underliggande deterministiska delen av ekvationen (t.ex. behalla sig kring b = 0.3 i det hér fallet);
och variansen mellan olika linjer i en viss graf ar ungefar lika, med en styrka som styrs av o—vardet.
Linjernas taggighet beror pa stokastiska processen som anvéinds i manga sadana modeller: Brownsk
rorelse. Brownsk rorelse beskriver matematiskt manga sma oférutsedda forandringar, sasom rorelse
av gaspartiklar eller ’brus’, som det statiska man kan hora pa radion. Detta &r ocksa nagot vi kollar
nérmare pa i projektet, och det ar ett fascinerande objekt i sig sjélv!

Teorin om stokastiska processer ar djup, intressant och ofta Gverraskande. Det &r ett aktuellt
dmne inom matematik och mycket forskning bedrivs. Sa varfér inte damma av dina mattebdcker
och ge det en chans? Vilket béttre séatt att tillbringa en kvall?



Sammanfattning

I detta projekt presenteras grundlidggande teori inom studien av stokastiska differential ek-
vationer (SDE:er) samt ett urval av viktiga metoder for numerisk approximation av 16sningar.
Detta gors pa ett praktiskt vis genom kapitel som ett efter ett presenterar grundlaggande be-
grepp samt underbygger dessa med numeriska exempel. Till varje exempel ges en beskrivning i
texten och Python—kod aterfinns i bilagorna. Rapporten behandlar framst Euler—-Maruyama—
metoden for simulering av 16sningar till SDE:er och resultat kopplade till denna. Till resultaten
hor stark och svag konvergensordning samt linjér stabilitet. Konvergensordning studeras dven
for Milstein—metoden och dérefter ges en presentation av den stokastiska kedjeregeln. For en
djupare forstaelse av bakomliggande teori i de numeriska exemplen ges &ven en beskrivning
av Monte Carlo-metoder. Resultaten tilldimpas inom finansiell matematik genom en studie av
Cox—Ingersoll-Ross—processen for beskrivning réntors rorelser. I den forsta bilagan ges ytterli-
gare en djupdykning i teorin genom en guide for intuitionen bakom den viktiga It6—integralen.

Abstract

This project presents the basic theory behind stochastic differential equations (SDE’s),
along with a selection of important numerical methods for the approximation of solutions to
stochastic differential equations. This is done in a practical way using chapters that build upon
each other by introducing basic concepts that build upon one another, supported by numerical
examples. Each example is described in the text and the accompanying Python code is found
in the appendices. The report mainly concerns the Euler—-Maruyama method, which is used to
simulate solutions of SDE’s, and topics connected to this. These topics include the strong and
weak orders of convergence, as well as linear stability. The order of convergence is also studied
for the Milstein method and a presentation of the stochastic chain rule is given. For a deeper
understanding of the underlying theory in the numerical examples, Monte Carlo methods
are described. The results are applied to an example taken from financial mathematics: the
Cox—Ingersoll-Ross process, which is used for describing the changes of interest rates. In the
first appendix, more details are given regarding intuition and theory behind the important It6
integral.
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1 Inledning

En differentialekvation dar en eller flera av termerna &r en stokastisk process kallas for en stokas-
tisk differentialekvation (SDE). Dessa ekvationer harstammar fran arbeten av bland annat Albert
Einstein och Louis Bachelier och under 1940-talet utvecklade Kiyosi It ett sétt att integrera med
avseende pa stokastiska variabler, kint som Ito-integralen [21]. Under 1950—talet utvecklade Ruslan
Stratonovich ett alternativ till Ito—integralen, ként som Stratonovich—integralen [10]. Till skillnad
fran Ito—integralen kan kedjeregeln fran matematiskt analys appliceras pa Stratonovich—integralen,
ddremot dr Itdo-integralen en martingal medan Stratonovich—integralen inte ar det [43]. De bada
integralerna har varit vésentliga féor SDE:er och sedan dess har SDE:er integrerats allt mer inom
omraden som exempelvis kemi, biologi och finans [18].

Syftet med detta kandidatsarbete &r att introducera ldsaren till teorin bakom SDE:er, och att
presentera nagra metoder som anvinds for att losa sddana problem numeriskt. Vi kommer &ven
att ge mer detalj om specifika omraden sdsom konvergens av algoritmer och Monte Carlo—metoder.
Under arbetet kommer vi att anvinda algoritmer for att illustrera vissa begrepp och for att stodja
vara pastaenden. Till slut kommer vi att visa, i detalj, en process som anviands inom finans for att
modellera réantor.

Detta material riktar sig till studenter inom matematik eller liknande och férutsatter forkun-
skaper i sannolikhetsteori, analys och ett programmeringssprak som Python eller Matlab. Huvud-
inspirationen for detta arbete dr artikeln [18]. Alla algoritmer skrivs i Python—kod.

Rapporten ar strukturerad pa foljande sétt. I kapitel 2 introduceras slumpvariabler, stokastiska
processer och Brownsk rorelse. Kapitel 3 behandlar stokastiska integraler och framforallt Ito—
och Stratonovich-integralen. I kapitel 4 presenteras Euler-Maruyama-metoden (EM-metoden) for
simulering av l6sningar till SDE:er. Darefter diskuteras tva olika typer av konvergens av EM—
metoden i kapitel 5. I kapitel 6 presenteras ytterligare en numerisk metod for simulering av 16sningar
till SDE:er: Milstein—metoden. Linjar stabilitet for EM—metoden diskuteras i kapitel 7. Kapitel 8
handlar om stokastiska kedjeregeln. Grunderna i Monte Carlo-metoderna presenteras i kapitel 9.
Kapitel 10 behandlar Cox—Ingersoll-Ross-modellen (CIR), en modell for beskrivning av réntor.
Till den som &r intresserad ges i bilaga A mer bakgrund och teori bakom Itdo—integraler. I bilaga B
presenteras variansreduktion fér Monte Carlo-metoden. Till den intresserade ldsaren finns det
Python-kod till nagra av de experiment som utfors i de aterstaende bilagorna.

2 Brownsk rorelse

Vi inleder med en kort introduktion till stokastiska variabler och stokastiska processer. En reell
stokastisk variabel, eller slumpvariabel, &r en métbar funktion X : Q — R, déar Q &r ett utfallsrum
och virdeméngden ar de reella talen. Vi har alltsé en variabel vars virde beror av nagot slumpvist
fenomen. Lat nu Y () vara en slumpvariabel som beror kontinuerligt pa t € T, parameterméngden
for den stokastiska variabeln. Vi kan dé definiera en stokastisk process Y = {Y(t),t € T}, som
en sekvens av slumpvariabler éver nagon parameterméngd. For ett visst utfall w € Q samt t € T
kallar vi Y (¢,w) for en realisation av den stokastiska processen. Vi utesluter ofta w ur notationen
och later ddrmed Y () beteckna en slumpvariabel av Y i punkten ¢.

En viktig stokastisk process &r den standardiserade Brownska rorelsen, dven kallat standardise-
rad Wienerprocess. Vi later W = {W(t),t € [0,T]} beteckna Brownsk rérelse pa intervallet [0, T],
for nadgot T > 0. W dr d& en tidskontinuerlig stokastisk process 6ver intervallet 7 = [0,7] som
uppfyller féljande krav:

1. Sannolikheten att W (0) = 0 &r 1.

2. Slumpvariabeln W (t) — W(s) ~ N(0,t — s), for 0 < s < t < T, det vill siga att varje
inkrement féljer en normalférdelning med véntevarde 0 och varians t — s.

3. W(t) — W(s) och W(v) — W(u) &r oberoende slumpvariabler {or
0<s<t<u<wv<T.

I praktiska sammanhang, och synnerligen i den hér rapporten, dr det ofta givande att betrakta
en diskretiserad Brownsk rorelse. Vi later ddrmed W (t) vara definierad enligt ovan, men endast



i diskreta vérden pa [0,T]. Lat At = T/N f6r nagot positivt heltal N, samt lat ¢; = jA¢, dar
j =0,1,...,N. Enligt 2. ovan har vi att W(t) — W(s) ~ vt — sN(0,1), dar N (0,1) &r den stan-
dardiserade normalférdelningen. Vi kan da skriva W (t;) som

W(t;) = W(tj—1) + dWj, (1)
dér alla dW; ~ v/AtN(0,1) &r oberoende stokastiska variabler enligt 3.

Ekvation (1) ger upphov till en iterativ metod for att simulera Brownsk rorelse genom att lata
en pseudoslumptalsgenerator generera tal ur den standardiserade normalférdelningen. Dessa tal
multipliceras med v/At och summeras sedan iterativt for att ge en serie som simulerar Brownsk
rorelse. Figur 2a visar tva realisationer av standardiserad Brownsk rorelse, simulerade enligt den
iterativa metoden ovan, med ¢t € [0,1] samt At = 1/500. Vi kallar en sadan realisation for en
diskret Brownsk vig. Koden fér simuleringen aterfinns i bilaga C.
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(a) Tva realisationer av standardiserad Brownsk r6-  (b) Funktionen F'(W (t)) for 5 individuella diskreta
relse simulerade enligt (1) p& intervallet [0,1] med Brownska véigar (streckade), samt medelvirdet Gver
antalet tidsteg N = 500. 1000 sddana véigar (heldragen, bla).

Figur 2: Simulation av Brownsk rérelse.

Brownsk rorelse kan &ven forekomma som variabel i en funktion. I figur 2b har vi anvént (1)
for att utvirdera funktionen F(W(t)) = exp(t + W (t)/2) lings 1000 diskreta Brownska végar, i
N = 500 tidssteg, for ¢t € [0,1]. Figuren visar 5 sidana viigar samt medelvirdet av alla 10002.
Koden for detta exemplet finns i bilaga C.

3 Stokastiska integraler

Stokastiska integraler &r fundamentet i stokastisk kalkyl och SDE:er. Sddana integraler anvénds
for att skapa modeller som tar hansyn till osédkerhet. D& det i verkligheten kan finnas ordkneligt
manga slumpmaéssiga faktorer som paverkar ett visst resultat, ser vi varfér Brownsk rorelse spelar
en s& viktig roll i kommande berékningar. Som i kapitel 2 fixerar vi ett intervall 7 = [0,7]. Vi
paminner oss sjilva om att Riemannintegraler av typen fOT f(t)dt, dar f ar en funktion som &r
kontinuerlig néstan 6verallt; kan definieras som grénsvirdet av Riemannsummorna

. T

N-—1
lim > f(t)(t — ), =3 N (2)
7=0

N—oo 4

Ekvivalent kan vi &ven definiera Riemannsummorna pa féljande sétt, dér funktionen f beréknas i
mittpunkten av intervallet [t;,t;1] istéllet for vanstra &ndpunkten:

N—-1
. ti +ti41 T
im > 7 <J 5 ) (e =), =7

=0

3)

2Det &r inte en slump att medelvirdet inte &r ’taggigt’, som de individuella véigarna ar. Det gar niamligen att
visa analytisk att medelvirdet av funktionen F'(W(t)) &r exp(9t/8).



Dessa definitioner tyder pa en enkel och kraftfull metod for att 16sa integraler numeriskt: vélja
nagot lampligt heltal N och rékna ut summan i (2) eller (3) med motsvarande diskreta tidspunkter
() -

Pa ett liknande sétt kan vi &ven definiera och approximera stokastiska integraler. Hér integrerar
vi med avseende pd Brownsk rorelse. De stokastiska motsvarigheterna till (2) och (3) i detta fall
blir d&

N-1
Jim fE)W(tj1) —W(ty)), tj=jAt, NeZ:NAt=T, (4)
=
j=0
respektive
=ttt
i ] j+1 .
Jim ZO ! (72J) (W(tj41) —W(ty), t;j=jAt, NeZ":NAt=T. (5)
=

Notera att dessa gransvirde ar slumpvariabler. Definitionen av konvergens som anvénds hér &r
konvergens i kvadratiskt medelvirde, dér en f6ljd av slumpvariabler (Xn)_; 1 M, M ett metriskt
rum; iir konvergent om det finns X i M sadant att limy_,o E((Xxy — X)?) = 0. Férutom konver-
gensen dr en annan stor skillnad att (4) och (5) inte &r ekvivalenta. Definition (4) kallas for en
Ité—integral, som skrivs fOT f(t) dW(t), och definition (5) kallas for en Stratonovich—integral, som

skrivs fOT f(t)odW(t). Dessa tva typer av integral antar olika virde och ger upphov till olika typer
av stokastisk kalkyl. For att se ett exempel av detta: lat nu f = W, dir W &r Brownsk rorelse som
definieras i kapitel 2. Det kan visas att

T 2
W(T)*-T
| wwawe = 0
T 2
T
/ W (t) o dW (1) W(2 . (1)
0
For mer detaljer om hur likheterna ovan hérleds, se [18, sida 531].

I bilaga D presenterar vi en algoritm som numeriskt 16ser dessa tva integraler, dar vi anvander
sluttiden T'= 1, N = 500 tidsteg och steglingden At = T'/N = 1/500. Vi borjar med att simulera
den sa kallade integratorn: dW (t) och integratorn W (t) med hjalp av en diskret Brownsk viig pa
samma sétt som vi gjorde i kapitel 2.

Till 16sningen av Ito—integralen anvinder vi direkt summan i (4). For Stratonovich—integralen

noterar vi forst att
W (tj + tj+1> _ W) + W)
2 2

dér varje Z; ar oberoende N (0, At/4). En sadan likhet &r en typ av Brownsk bro [7]. Notera att
bade vénstra och hogra sidan av (8) har véntevirdet 0 och varians At(j + 1/2). Dessutom da
summan av oberoende normalférdelade slumpvariabler ocksa &r en normalférdelad slumpvariabel
ser vi att likheten haller. Genom att anvinda hogra sidan av (8) slipper vi att generera och lagra
sa manga slumptal och vi far en enklare algoritm.

Da vi har tillgang till integralernas analytiska l6sningar kan vi dven ta reda pa hur stort felet
ar i approximationerna. Vi berdknar absolutbeloppet av skillnaden mellan vara approximationer
ovan och de riktiga virdena pé integralerna.

For att kunna reproducera féljande resultat har vi anviint ett sa kallat slumptalsfré® i Python.
Den gor att pseudoslumptalsgeneratorn alltid anvinder samma vektor av tal fran den simulerade
N(0,1)-f6rdelningen. Med godtyckligt valt slumptalsfré nummer 30, blir resultaten av approxima-
tionen ungefar —0.1262 for Ito—integralen, med ett fel av storleken 0.0200. Felet ar ca 16% sé stort
relativt till approximationen. For Stratonovich—integralen far vi ca 0.4206, med ett fel av storleken
0.0268 som &r ca 6% av approximationen?. Som forvintat ser vi att integralerna antar olika vérde.

[t6— och Stratonovich—integralerna &dr mer eller mindre anvindbara &n varandra beroende pa
sammanhanget. I resten av rapporten kommer vi att halla oss till Ito—definitionen. Att fokusera

+Z; (8)

3'Random seed’ pa engelska.
4Notera att felen vi presenterar ar ocksa slumpvariabler, och vi kan inte géra nagon bedémning om vilken
approximation dr mest precis baserat pa endast ett resultat.



oss pa detta sétt tillater oss att ge mer detalj pa de allménna idéerna bakom SDE:er, och man kan
alltid véxla mellan It6— och Stratonovich—integraler med hjilp av relationen

T T 1 T
| reeeneawts) = [ rexenawes) + ;5 [ reee) e ds
0 0 0

Mer detaljer om vad menas med konvergens av slumpvariabler och stokastiska processer, till-
sammans med en mer detaljerad definition av Ito—integralen och villkor pa dess integrand som
garanterar existens, ges i bilaga A.

4 Euler-Maruyama—metoden

Eulers metod minns vi ar en iterativ procedur for att numeriskt 16sa ordinéra differentiellekvationer
(ODE:er) [17, kapitel 9.3]. Den gar ut pa att approximera en given deriverbar funktion med hjilp
av funktionens Taylorutveckling av forsta ordningen, kring en viss tidspunkt. En forlingning av
denna metod ar Fuler—-Maruyama—metoden, som anvands i det stokastiska fallet for att simulera
approximativa losningar till SDE:er.

Vi borjar med att definiera en SDE. Lat f,g : R — R, och X, vara ett deterministiskt (icke—
slumpmaéssigt) begynnelsevirde. Vi siger att stokastiska processen X pa intervallet [0,7] ar en
l6sning till den skalira autonoma® It6-SDE:n

X(t) = Xo + / F(X(s))ds + / g(X(5)) AW (s), (9)

1. Lat F = (F(¢),t € [0,t]) vara en vixande familj av méngder sadan att F(t1) C F(t2)
om t; < tg, och dir varje F(t) dr en miingd av delmingder® av alla mojliga utfall upp
till tidpunkten ¢t. D& &r X (¢) F(t)-métbar [19, sida 219]; det vill siga, virdet av X (t) pa
tidpunkten ¢ bestdms helt av all information som géller processens historia fran tidpunkten
0 till och med tidpunkten t¢.

2. foX :[0,T] xQ2 = RochgoX:[0,T] x Q2 — R &r element i Hgp (se bilaga A). Det vill
siga, de ar element i Hilbertrummet av reellvirda F(t)-métbara stokastiska processer for
vilka det galler E( fOT f(X(5))?ds) < co. (Det kan visas att detta villkor implicerar att X ir
kontinuerlig. Se, till exempel, [1, sida 75| eller [12, sida 84]).

Analogt med ODE:er &r det vanligt att skriva (9) i differentialform:
dX (1) = F(X (1) dt + g(X(£) AW (), X(0)=Xo, 0<t<T. (10)

Observera att vi inte kan skriva X (t) = f(X(t)) + g(X(t)) dW (¢)/dt som vi skulle med en ODE,
da Brownsk rorelse inte dr deriverbar. For att se detta betrakta figur 2a. Det taggiga monstret
vi ser delas av alla realisationer av Brownsk rorelse, och beteende fortsdtter om vi 6kar antalet
steg i den diskreta approximationen och forstorar bilden av kurvan. Det vill siga funktionskur-
vorna av Brownsk rorelse ar fraktala, dar varje punkt kan ses som en spets dér den vénster— och
hogerderivatan inte ér lika”. Att W inte dr deriverbar medfér att dW (¢)/dt¢ inte kan definieras.
Dessutom, med g = 0 och X, nagon fixerad deterministisk konstant blir (10) en vanlig ODE av
formen dX (¢)/dt = f(X(t)).

For att applicera EM-metoden pa (10) viiljer vi forst i hur manga steg®, L € ZT, vi vill att
intervallet [0, 7] ska delas. Fler steg leder till en béttre approximation, men dven hogre kostnader
i termer av berékningstid och minne. Med At = T/L och t; = jAt, later vi X; sta for var
approximation till slumpvariabeln X (¢;). D& & EM-metoden

X;=X;1+ f(Xj_l)At + g(Xj_l)de, j=1,..., L. (11)

5Det vill siga; en endimensionell SDE som inte beror explicit pa tidsvariabeln t.

SFamiljen F kallas for en filtrering, och varje F(t) &r en si kallad o-algebra. Se definition A.1.

"Ett ordentligt bevis ges i [12, kapitel 3.4.2].

8Vi anvinder nu L dd N anvinds for antalet steg till var fixerade simulering av Brownsk rorelse. Se koden,
bilaga E.



Vi ser att foljden (X j)JL:1 definierad av (11) &r en diskret stokastisk process som approximerar
den kontinuerliga (10), pa ett liknande sétt som Eulers metod approximerar en 16sning till en ODE.

Vi tittar nu pa ett exempel av en linjar SDE vars 16sning kallas for geometrisk Brownsk rorelse:
dX(t) = AX () dt + pX(t)dW (), X(0)= Xo. (12)

En sadan ekvation &r en del av Black—Scholes modellen som férekommer inom finans, dér X (t)
beskriver en aktiekurs vid tiden ¢, och A och p &r konstanter som beskriver den lokala genomsnittliga
avkastningen, respektive volatiliteten av aktien. Vi aterkommer till detta i kapitel 10.

Se bilaga E déir vi approximerar en 16sning till (12) med EM-metoden och parametrar A = 2,
1 = Xo = 1 och tidsintervallet [0, 1]. Vi simulerar forst tio olika stickprov med hjilp av en imple-
mentation av EM—metoden, dér vi anvinder L = 256 tidsteg och det faktum att alla slumpvariabler
av formen dW; &r N(0, At)-fordelade. Sedan fixerar vi en simulering av Brownsk rorelse, och med
denna och en ny algoritm approximerar vi ett stickprov tre ganger med varierande antal tidsteg
Ly =64, Ly = 128 och L3 = 256. Hir later vi R; = 256/L;, i =1,2,3 och

(G+DRi+1
AWine, = Y dWi, j=0,..,L; — 1,
k=jR;+1

dér dWj, ar element fran var diskreta Brownska vég, dWW;. Pa detta sdtt kan vi approximera samma
SDE med samma fixerade Brownsk rorelse simulering, fast med olika antal steg.
Det kan visas [28, sida 105] att (12) har den exakta 16sningen:

X(t) = Xoexp (A — p?/2)t + nW (1)), (13)

som tillater oss att berdkna felet hos approximationerna. Vi gor detta i andra algoritmen dér vi
fixerar en simulerad Brownsk rorelse och berdknar |Xp, — X(T)|, ¢ = 1,2,3. Vi far att felet vid
Ly = 64 steg ar 0.1220, vid Ly = 128 steg &r 0.0514 och vid L3 = 256 steg &r 0.0092. Som vi hade
forvantat oss ser vi att ett storre antal steg leder till en battre approximation.

x(t)

Figur 3: En implementation av EM—metoden: tio simuleringar av linjira SDE:n
dX(t) =2X(t)dt + X (t) dW(¢t), X(0) = 1, med L = 256 tidsteg.

Till slut plottar vi vara tio olika stickprov som visar att man far olika resultat vid simulerade
losningar till (12), d& varje losning dr en realisation av en stokastisk process. Se figur 3 nedan
som illustrerar slumpmassigheten hos realisationerna. Vi har &ven plottat var approximation med
L = 256 steg mot den analytiska losningen. I figur 4 noterar vi att EM-metoden ger en bra
approximativlosning i detta fall.

5 Konvergens av Euler-Maruyama—metoden

Vi sag ovan att ett storre antal tidssteg leder till en béttre approximation av 16sningarna till en
SDE. Da storleken péa felet avgdr hur anvindbar den numeriska metoden é&r i praktiken sa ar detta
intressant att studera djupare. I synnerhet ar fragan om hur felet beror pa tidsstegets storlek av
intresse; man talar d& om metodens konvergensordning.
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Figur 4: Approximation av en realisation av linjira SDEm dX(¢) = 2X(¢)dt + X (t) dW(¢),
X (0) =1 med L = 256 tidsteg (roda stjarnor), plottat mot den analytiska 16sningen (lila, heldra-
gen). Approximationen ges av en implementation av EM-metoden baserad pa (11), och analytiska
16sningen ges av (13).

Vi vill méta felet mellan X; och X(t;) for nagot ¢t; = jAt € [0,T] och j = 0,1,...,L, d& vi
approximerar 1osningen av (10) med EM-metoden. I det deterministiska fallet, d& g = 0 och X &r
konstant, hade vi studerat skillnaden, |X; — X (¢;)|, for att fa en uppfattning om felet. I vart fall
ar dock bada termerna, och dérmed ocksa skillnaden, slumpvariabler. Skillnaden | X; — X (¢;)| ger
darfor inte en konkret uppfattning for hur felet konvergerar och vi méste saledes bestdmma hur
felet i fraga ska métas. Ett sétt att gora detta dr att méta medelvirdet av felet, E(|.X; — X (¢;)]),
vilket ger upphov till konceptet stark konvergens. En metod sdgs ha stark konvergensordning v om
det finns en konstant C' > 0 sadan att

E(|X; — X(¢)]) < CAt7, (14)

for godtyckligt j =0, 1,..., L sadant att t; = jAt € [0,T] och At tillrackligt litet. Det kan visas att
EM-metoden har stark konvergensordning v = 1/2 for passande funktioner f och g, [18]. Detta
resultat for en SDE kan liknas vid det deterministiska fallet da v = 1. Notera att en hégre konver-
gensordning leder till snabbare konvergens da hoger sida av (14) minskar d& ~ véxer, eftersom At
ar litet. Resultatet ovan séger darfor att den starka konvergensen for EM—metoden &r langsammare
an for den deterministiska Fuler-metoden.

I foljande numeriska approximationer betraktar vi felet ovan i slutpunkten ¢;, = T. Lat detta

fel, i stark mening, betecknas
ear = E( XL — X(T))), (15)

och notera att om olikheten (14) géller, med v = 1/2, for godtyckligt t; € [0,T] s& géller det
speciellt i slutpunkten. Fér EM-—metoden, har vi ddrmed

evens < A2 (16)

for tillrackligt litet At.

Vidare ska vi forsidkra oss om att v = 1/2 dr den korrekta konvergensordningen genom en
numerisk analys som presenteras i [18]. Vi studerar konvergensen genom att simulera 1000 diskreta
Brownska vigar och applicera EM—metoden pé (12), med A = 2, p = 1, samt X = 1, for 5 olika
steglangder At. Felet i slutpunkten for varje Brownsk vig och steglingd berdknas med hjalp av
den exakta 16sningen (13) och sparas i en matris X_err, som dé har formen 1000 x 5. Vi tar ett
medelvérde 6ver varje kolumn och sparar detta i X_err_mean, nu pa formen 1 x 5. Observera att
om (16) géller med ungefiirlig likhet si kan vi ta logaritmen av vardera sida. Vi far da

log €577 ~ log C + 1log At, (17)

vilket innebér att om vi ritar upp X_err_mean mot At i ett diagram med logaritmisk skala lings
z— och y—axeln, s& ger lutningen av den resulterande grafen ett approximativt virde pa konver-
gensordningen v = 1/2. Se koden i bilaga F. I figur 5a visas resultatet av testet ovan, bredvid en
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Figur 5: Felet for EM-metoden vid approximation av 16sningar till (12), i slutpunkten 7' = 1, for
olika virden péa steglangden At.

streckad linje med lutning 1/2. Vi observerar att lutningen av de tva graferna stdmmer 6verens vil
och tar darmed olikheten (16) som faktum hédanefter.

Den starka konvergensordningen i (14) &r ett matt pa hur snabbt “medelviirdet av felet” i en
tidspunkt minskar, da At — 0. Ett alternativt sitt att se pa felet ar att miéta “felet av medelvér-
dena”, vilket leder till konceptet svag konvergens. En metod ségs ha svag konvergensordning v om
det finns en konstant C' > 0 sa att, for alla funktioner p i nagon klass,

[E(p(X;)) — E(p(X(#;)))] < CALY, (18)

for godtyckligt j = 0,1, ..., L sadant att t; = jAt € [0, 7] samt At litet. Utan att ga in pa detaljer
later vi p(X) = X, alltsd identitetsfunktionen. I enlighet med fallet stark konvergens si definierar
vi nu felet, i svag mening, av EM-metoden i slutpunkten som

A = [E(Xz) - E(X(T)). (19)

Det kan visas att EM—metoden har svag konvergensordning v = 1, [18], vilket med hjélp av (18)
ger
eXek < CAt, (20)

for tillrackligt litet At.

Vi testar (20), se bilaga F, genom ett liknande numerisk exempel som for den starka konver-
gensordningen, med ett fatal skillnader. Vi simulerar 500000 diskreta Brownska vigar och utfor
EM-metoden pé (12), med samma parametervirden och startpunkt som tidigare, nu pa alla vigar
samtidigt for att forbéttra berdkningstiden. Virdet av E(Xp) for varje steglingd sparas i vek-
torn X_em och det exakta virdet E(X(T)) sparas i X_true; vi far X_err = |X_em - X_truel.
Vanteviardet E(X (T')) berdknas i sin tur fran (13) genom att inse att

E(euW(t)) — E(eu\/ZZ) — euzt/27

dir Z ~ N(0,1). Den forsta likheten giller d& W (¢) ~ \/1?/\/((), 1); den andra finner vi genom en
enkel berdkning:
1 o0 2 1 o 2 2
E(etViZ) — / ehVizg—27/2 4, — / (V)2 2= (z—puV)? /2 4, _
( ) V2T J 0o V2T ) oo
2 o 1 2 2
_ it / o~ GmnVD?/2 ., _ it/
oo V2T



Har har vi, i forsta steget, utnyttjat lagen om den omedvetna statistikern [9, Sida 213], och, i sista
steget, det faktum att integranden #r en téthetsfunktion p(Z) och [*_¢(2)dz = 1. Dérmed har
vi véntevardet

E(X(T)) _ E(eATe,HZ)T/Qe;LW(T)) _ e)‘Te*#QT/ZE(e“W(T)) _ eAT€,u2T/2e#2T/2 — T,

Resultatet av simuleringen ovan visas i figur 5b tillsammans med en referenslinje med lutning 1.
Vi noterar att lutningen av simuleringen stdmmer vil 6verens med referenslinjen.

Vi har nu sett tva olika tolkningar av att méta felet som fas nér vi 16ser (12) med EM-
metoden. Dessa var E(|X; — X (¢;)]), som gav oss den starka konvergensordningen v = 1/2, och
|E(X;)—E(X(t;))|, som gav oss den svaga konvergensordningen v = 1. I den senare tolkningen tar
vi ett medelvirde av den numeriska l6sningen X; 6ver alla diskreta Brownska végar, vilket innebér
att vi forlorar all information om individuella végars fel. I den forsta tolkningen tar vi ocksa
ett medelviarde men hér finns fortfarande implikationer for individuella véagar. Betrakta Markovs
olikhet, se lemma A.1, som séger att fér en given slumpvariabel Y med &ndligt vintevirde samt
a > 0, sa giller det for sannolikheten P att

E(Y])

P(lY| >a) <
(Y] 2 a) < =

Vilater Y = X; — X(¢;), for godtyckligt j =0,1,..., L, samt a = At'/*, Detta ger

E(1X; — X(¢)])

P(IX; = X(t))| > att/*) < Af/A

< CAtY4,

dér vi anvént (14) med v = 1/2. Vi skriver om detta som
P(IX; — X(tj)] < AtY*) > 1 — oAt /4,

och noterar da att felet i en given tidspunkt, fér varje simulerad vég, ar litet med sannolikhet
nira 1. Det ska ndmnas att konstanten C' ovan kan variera stort mellan olika ekvationer vilket
leder till olika krav pa steglingden. Detta diskuteras vidare i kapitel 7.

6 Milstein—metoden

Genom att anvinda Milstein—metoden vid simulering av approximativa losningar till SDE:er fas en
hogre stark konvergensordning &n om vi hade anvint EM-metoden [27]. For att erhalla Milstein—
metoden anvinds Ités lemma och Taylorutveckling [13, Kapitel 6] for att f& Ito—Taylorutveckling.
Mer detaljer angaende Itds lemma finns i kapitel 8. Dérefter trunkeras It6—Taylorutvecklingen och
da erhalls Milstein—metoden

Xj= X1+ f(Xj_1)At + g(X;—1)(W(tj) — W(tj-1))
(21)

59068 (X4 )W) = Wity )P = A8, j =12, L

for SDE av typen (10). For mer detaljer angdende hérledningen av Milstein-metoden hénvisas
lasaren till kapitel 6 av [14].

Jamfoér vi EM—metoden (11) med (21) ser vi att Milstein-metoden innehaller en extra term
som syftar till att réatta till felet hos EM—metoden. Fran kapitel 5 har vi att EM—metoden har
stark konvergensordning v = 1/2. Om vi istéllet anvinder Milstein-metoden kan vi 6ka den starka
konvergensordningen till v = 1, vilket vi kan se i figur 6. Milstein-metoden har samma svaga
konvergensordning som EM-metoden, v = 1, men &r mer komplext och &r dérfor inte lamplig att
anvianda fOr svaga approximationer [27].

Lat oss nu studera SDE av typen

dX () =rX(t)(K — X(¢)dt + X (t)dW(t), X(0)= Xo, (22)

dér K, r och 8 &r konstanter. Denna SDE anvénds inom populationsdynamik dar X &r popula-
tionsstorleken, K &ar ekosystemets barférmaga, r dr kvalitén pa ekosystemet och g &r storleken pa
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Figur 6: Felet for EM—metoden och Milstein—metoden vid approximation av lésningar till (22), i
slutpunkten 7" = 1 for olika varden pa At.

bullret i ekosystemet [43]. For en mer djupgdende diskussion angdende tillampningen av SDE inom
populationsdynamik rekommenderas [33]. I bilaga G finns koden {or att anvinda Milstein—-metoden
till (22). T koden har vi 14tit konstanterna fa virdena r = 2, K = 1, 8 = 1/4 och Xy = 1/2. Vi
simulerar 500 diskreta Brownska vigar éver [0,1] med dt = 27!, Steglingderna #r At = 16dt,
At = 32dt, At = 64dt och At = 128dt. Vi anvéinder At = dt som en tillrdckligt bra approxima-
tion pa den exakta l6sningen. Figur 6 visar felet for Milstein—metoden och som jamforelse visas
dven felet for EM—metoden.

7 Linjar stabilitet

Vi ska i detta avsnitt understka beteende for en SDE nér t — oco. Vi inser att stark konvergens
samt svag konvergens inte dr relevant i dessa situationer eftersom konstanten C' i (14) respektive
(18), generellt, divergerar da T' — oco. Istéllet gar vi forst in pé losningsmetoder {6r deterministiska
ODE:er, dér stabilitetsteori har utvecklats genom aren for att ge en insyn i hur numeriska metoder
beter sig for fix steglingd nér ¢t — oo.

7.1 Linjar stabilitet for ODE
Vi sétter ¢ = 01 (10) och betraktar den deterministiska ODE:n pé formen

X(t) = X(0)eM, tel0,T), (23)

dér X (0) = Xy &ar en konstant som ej dr en slumpvariabel och A € C &r en given parameter. Detta
ger upphov till tre olika fall {6r den exakta 16sningen till den linjéra testekvationen (23). Vi ser att
for fallet A < 0 s& dr (23) stabil eftersom ekvationen gar mot noll d& ¢ blir stort. Fér A = 0 ar (23)
konstant, det vill séiga lika med X, for alla ¢. For det tredje fallet da A > 0 s &r (23) inte stabil
eftersom termen e — oo, t— o0.

Fortséttningsvis applicerar vi Eulers metod pa (23) och far

Xpr1 =14+ ANX,, n=0,1,...N -1, (24)

vilken &r stabil om |1 + AtA| < 1.



Fortsdttningsvis har vi dven implicita, eller baklanges, Eulers metod for den linjira testekva-
tionen (23)

1

Xnt1 = Xn +AAtX ) = Xy = 1= Ain

Xn (25)
for 1 — AtA # 0. Vi ser att baklinges Eulers metod &r stabil for |1 — AtA| > 1.

7.2 Linjar stabilitet for SDE

Att for den generella SDE:n (10) diskutera beteendet efter en lang tid dr ingen enkel uppgift. Vi
ska dérfor fokusera pa testekvationen till den linjira SDE:n

AX (1) = AX (1) + pX () dW (1), X(0)=Xo, 0<t, (26)

A, p € C &r givna parametrar och X ar ett givet startviirde som inte &r en slumpvariabel.

Vi borjar med att definiera nagra begrepp som vi kommer att behova. Lat (2, A, P) vara ett
fullstéindigt sannolikhetsrum®. Vi siiger att en hindelse A i A intriffar ndstan sikert (n.s.) om
P(A) = 1. Vidare definierar vi {or (26) kvadratisk medelvirdesstabilitet som

36> 0: lim E(X (t)%) =0, (27)
— 00

for alla | Xo| < d, samt asymptotisk stabilitet som

36 >0: tlggo | X(t)] =0, mn.s. (28)

for alla | Xo| < 4§, vilka enbart géller for den exakta 16sningen till linjira testekvationen. Vidare blir
nddvindiga och tillrdckliga villkor f6r kvadratisk medelvirdesstabilitet

1
RO+ 51wl <0, (29)
och tillrackliga och nédvandiga villkor for asymptotisk medelvirdesstabilitet
1
R{N — §u2} <0. (30)

Vi ser ocksa att om (29) géller sa géller &ven (30) eftersom

RO - 217} = RO - 5 (R(nY ~ S{u)?) < RO+ 5 (R +3(n)) = RO+ 51l <0, (31)

vilket géller eftersom R{u}? och I{u}? dr positiva konstanter.

For att visualisera kvadratisk medelviardesstabilitet och asymptotisk stabilitet fér 16sning av
linjar testekvation av SDE sa observerar vi figur 7. Vidare betonar vi att for denna sektion &r vi
enbart intresserade av det gronstreckade omradet samt omréadet med rutnét, resterande former och
prickar i figur 7 kommer vi att diskutera i nista sektion. Vi sitter x = At och y = Atu?. Vi ser
i figur 7 att asymptotisk stabilitet (28) for exakt l6sning av den linjira testekvationen uppfylls da
y > 2x, vilket illustreras av det vertikalt gronstreckade omradet och betecknas SDE:as. Vidare ser
vi att definitionen kvadratisk medelvirdesstabilitet for exakt 16sning av linjar SDE (27) uppfylls da
y < —2x. Vi ser att omradet y < —2x representeras i figur 7 av rutnitet med beteckning SDE:ms.
Vi observerar &ven att omradet SDE:as i figur 7 inkluderar omradet SDE:ms, vilket 6verensstammer
med (31).

98e definition A.3 samt avsnitt A.3.2 fér mer information om sannolikhetsrum respektive fullstandighet.
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Figur 7: Regioner for kvadratisk medelvirdesstabilitet samt asymptotisk stabilitet. Bild tagen fran
[18, figure 6]

7.3 Linjar stabilitet for Euler—-Maruyama—metoden

Fortséattningsvis ar vi intresserade av stabilitet for numeriska 16sningar av EM—metoden applicerat
pa linjara SDE:er (26), det vill sdga vilken storlek steglangden At behover ha for att vara stabil
pa liknande sétt som (27) och (28).

Vi borjar med ett exempel d& EM—metoden ar stabil i meningen av kvadratiskt medelvérde.
Egenskaper for vintevirde och (27) ger kvadratisk medelvirdesstabilitet for 16sning av EM

lim E(X7) =0 <= |1 — AtA® + At[ul* < 1. (32)

Jj—o0

Vidare anvénder vi egenskaper for vintevirde och (28) vilket ger asymptotisk stabilitet for numerisk
16sning av EM

lim |X;| =0, n.s. <= E(In |1 + AtA + VAtpN(0,1)]) < 0. (33)
J—>00

Vi undersoker ett exempel for att kunna illustrera hur de olika matten pé stabilitet kan se ut.
Vi borjar med att underscka kvadratisk medelvirdesstabilitet for linjar SDE med EM-metoden,
se (32). Vi léser (12) med Xy = 1 over intervallet [0,20] och vi véljer parametrarna A = —3 och
1 = /3. Vi ser att parametrarna A och p #r valda si att de uppfyller (27)

1 3 3

vilket innebér att for "ritt” steglingd sa foljer (32) eller (33). Vidare anvinder vi EM-metoden for
att simulera 50000 diskreta Brownska vigar med steglingd At = 1,1/2,1/4. Vi noterar att enbart
At = 1/4 kommer att uppfylla (32).

Figur 8a illustrerar kvadratiskt medelviarde plottat mot ¢. Vi ser i figuren hur kurvorna med
steglingd At = 1,1/2 okar med ¢, medan kurvan med A¢ = 1/4 gar mot noll. De tre kurvornas
beteenden Gverensstiammer med teorin. Vi ser ocksa i figur 8a att antalet Brownska véigar inte &r
tillrackliga eftersom de inte &r rata linjer.

Vi fortsétter exemplet genom att undersdka asymptotisk stabilitet for EM. Denna gang valjer
vi att parametrisera med A = 1/2 och g = /6. Vi ser att denna SDE inte uppfyller kvadratisk
medelvirdesstabilitet enligt (27), men att den uppfyller asymptotisk stabilitet enligt (28). Eftersom
asymptotisk stabilitet berér handelser med sannolikhet 1 s anvinder vi EM—metoden pa enbart
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en Brownsk rorelse for vardera steglingd At = 1,1/2,1/4 pa intervallet [0,500]. Vi ser i figur 8b
att for enbart steglingden At = 1/4 s& verkar EM—metoden bli litet nér ¢ ndrmar sig 500, vilket
Gverensstammer med teorin. Vi ser for steglangderna At = 1,1/2 verkar véxa sig stora nér ¢ ndrmar
sig 500, vilket ocksa Gverensstdmmer med teorin.

107 I pa ] — ﬁtiés
ELi 2:8;5 1008 | — At=0.25
107 1050
10? 10%2 J
X z
T 107 101 4 ,/"”"/*“
10-¢ 10-4 4
10713 10-22 4
107]3 10*40,
00 25 50 75 100 125 150 17.5 20.0 0 100 200 300 400 500
(a) Kvadratisk medelvirdesstabilitet for (b) Asymptotisk stlablhtet for EM-
EM-metoden, dir A =3, u = V/3. metoden, dir A = = och u = V6.
2

Figur 8: I bilden till vinster simulerar vi 50000 Brownska végar for att undersoka kvadratisk
medelvardesstabilitet for tre olika stegléngder. I bilkden till hoger simulerar vi en Brownsk vég for
att undersoka asymptotisk stabilitet for tre olika steglangder.

Vi avslutar exemplet genom att aterigen betrakta figur 7, vilken illustrerar regioner av stabilitet
for A\, n € R. Figur 7 illustrerar kombinationer av virden pa At\, z-axeln, och Atu?, y-axeln. Vi
har tidigare diskuterat de bada omradena som betecknas med SDE:as respektive SDE:ms. Nu
dgnar vi dven var uppmaéarksamhet at omradet inom den bla dggliknande kurvan som betecknas
EM:as. Omradet som betecknas EM:as innehaller alla 16sningar till EM—metoden som ocksa ar
asymptotiskt stabila. Vidare har vi parabolen —x(2 + x), vilken representeras av den réda kurvan
och omradet innanfér betecknas EM:ms. EM:ms representerar, analogt till EM:as, 16sningar till
EM-metoden som &r kvadratiskt medelvéardesstabila.

Vi observerar att for givet viirde pa A och p s& motsvarar beskrivningen punkten (z,y) = (), u?)
steglangden At = 1. Vidare s rér man sig via den strile som ansluter (A, ) med origo. Vi
ser att for steglingd At = 1 si #r vara tidigare parametriseringar p = (\, u?) = (=3,3) och
q = (\,u?) = (1/2,6) representerade som roda kvadrater i figur 7 och att de ligger i omradet
SDE:ms respektive SDE:as. Vidare ser vi att for At = 1/2, som representeras av tva bla prickar, si
uppfyller p asymptotisk stabilitet for EM metoden, medan ¢ inte uppfyller nagon stabilitet for EM
metoden. Slutligen ser vi att fér At = 1/4 uppfyller p kvadratisk medelvirdesstabilitet (savéil som
asymptotisk stabilitet) for EM-metoden, medan ¢ uppfyller asymptotisk stabilitet for At = 1/4.

7.4 Stabilitet av ©—metoden

Vi inleder denna sektion med en implicit version av. EM-metoden som kallas baklinges EM-
metoden

Xps1 = Xn + At X1 + pAW, X,

vilken hér &r applicerad pa den linjéra testekvationen (26). Vi ska nu diskutera ©-metoden, som
kan ses som ett mellanting av EM—metoden och baklanges EM—metoden

Xpi1 = Xn + (1 — O)AALX, + OAALX 41 + pAW, X, O € [0,1], (34)

dér vi for enkelhetens skull i den hér artikeln later A, u € R. Vi inser att for © = 0 sa har vi
EM-metoden och att for © = 1 har vi baklanges EM-—metoden.

Vi maste ocksa tdnka pa ndr ©—metoden &r vildefinierad. Vi séger att virdet X,,; 1 kan berdknas
under standardantaganden for koefficienterna till SDE:n.
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7.4.1 Kvadratisk medelvardesstabilitet for ©—metoden

Vi fortsitter med att flytta Gver alla termer i (34) s& att X,,41 hamnar i viinsterled och alla termer
med X,, hamnar i h6gerled

(1= OAAD) X1 = (14 (1 — O)NADX,, + uX, AW, (35)

Om vi dividerar bada led i (35) med (1 — ©AAt), kvadrerar och tar vintevirdet si far vi

_ (1+(1—0)AN)? + Aty

(X3,

for 1 — ©AtA # 0. Vidare ser vi att ©-metoden ar kvadratiskt medelvirdesstabil da

(14 (1 — ©)AtN)? + Atp?
(1 — OALN)2

< 1= At(1 —20)\? < —2(\ + 4?/2),

dar A\, 4 € R. Vidare undersoker vi tre fall. Vi kommer enbart att presentera resultat, detaljer som
gar bortom innehallet fér den héir artikeln kan ni finna i [41].

1
1. Givet 0 < O < 3 sa ar den linjdra SDE:n kvadratiskt medelvirdesstabil om och endast om
A+ p?/2 < 0, och ©-metoden #r kvadratiskt medelviirdesstabil om

2|\ + p? /2]

o< 2o

Denna olikhet ger en restriktion pa steglingd om man vill att ©—metoden ska bli kvadratiskt
medelvardesstabil.

2. Givet © = 1/2 sa &r den linjéra test-SDE:n kvadratiskt medelvirdesstabil om och endast om
O-metoden ar kvadratiskt medelvirdesstabil. Detta dr den perfekta situationen.

3. Givet 1/2 < © <1, om SDE:n dr kvadratiskt medelvirdesstabil sa &r ©-metoden ocksa det.
Om ekvationen inte ar kvadratiskt medelvardesstabil, s& &r ©—-metoden det for

21N+ p?/2]

A P R S S |
<o —1

och darmed a&r ©-metoden overstabil i det har fallet.

Att visualiera omraden for kvadratisk medelvirdesstabilitet och asymptotisk stabilitet for ©—
metoden dr ingen enkel uppgift och vi refererar till [41] f6r diskussion.
7.4.2 Asymptotisk stabilitet for ©—metoden

For att undersoka asymptotisk stabilitet for ©-metoden sé skriver vi om sd att X, 1 = (a+b&,) X,
dar &, ~ N(0,1) dr en slumpvariabel och

14 (1-0)AtA b VAL
T 1-08At\ T 1—0ALN

for 1 — AtA # 0. Vidare ser vi att

n—1

H (a+ b&;) Xo <= log | X,,| = log | Xo| + Y _ loga + b;|. (36)
7=0 7=0

Vi later m = E( Z?:_o log |a 4 b¢;|) och anviinder de stora talens lag i stark form
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n—00 n

n—1
- Vlog |a + bE;
lim <ZJ_O d 3l m) =0, n.s. (37)

Vi far aterigen tre fall dér
1. Om m <0, sa lim,_,o Y |a + b¢;| = —o0. Vi ser att lim,, o | X,| =0, n.s.
2. Om m>0, s& lim, o > |a + b¢;| = oo. Vi ser att lim,, o | X, | = 00, n.s.
3. Om m = 0 s& kan man visa att lim, . |X,| # 0, a.s. enligt lagen om itererade logaritmer

Vi summerar och ser att ©—metoden &ar asymptotiskt stabil om och endast om

lim |X,[0, n.s.<= m <0<= E(log|a+b¢;|) <0
RS (38)
<= logla| +~(c) <0,

déir ¢ :== b/a &r en given konstant och (c) := E(log |1+ ¢&;|) &r en integral [ ...dz som vi behdver
approximera med kvadraturformel for att kunna visualisera. Att visualisera detta &r ingen enkel
uppgift och for en diskussion om detta, se [41].

8 Stokastiska kedjeregeln

I kapitel 3 sag vi att stokastisk kalkyl skiljer sig 4t deterministisk kalkyl i att det finns tva olika
definitioner pé integraler som ger olika resultat. En annan viktig skillnad géller kedjereglen.

Viminns att i det deterministiska fallet, for deriverbara funktioner, ség V' och X'; ger kedjeregeln
088

dV(X(t)) _ dV(X(#)) d(X (1))
dt dX dt

Om X(t) ar en stokastisk process som loser It6-SDE:n (10), vet vi fran kapitel 4 att dX () =
F(X () dt + g(X(t))dW (t). Om vi nu sétter in detta uttryck i (39) och multiplicerar bada sidor
med dt sa far vi ut

(39)

dV(X(t
av(x(®) = LEO (1(x (1) ar + g(x (1) aw (1) (10)
Formel (40) verkar som en rimlig kandidat fr den stokastiska kedjeregeln'®, men tyviirr 4r det inte
sa. Den stokastiska kedjeregeln som vi ar intresserade av ar huvudresultatet av Ito—kalkylen: Itos
lemmal'!, som ger oss att

2
avix(o) = (recan D s Lyt g Y+ gx o) TS L awn.

Ett ordentligt bevis av detta ar tekniskt och ligger utanfor ramen for projektet ([1, kapitel 3.5]
rekommenderas f6r den som &r intresserad). Istéllet ger vi en heuristisk motivering som baseras pa
den icke—autonoma versionen av formeln i [5, kapitel 4].

Vi vet att en lokal approximation av dV (X (¢))/dX kring en viss punkt ges av dess trunkerade
Taylorutveckling av andra ordningen. Detta leder oss till

dV (X (1)) 1d%2V(X(t))

dV(X(t) v ——>dX{#) + = ——————

dér vi vet enligt definition (10) att dX (¢) = f(X(¢))dt + g(X(¢)) dW (), som i sin tur implicerar
att

(dX (1), (42)

(AX(£)* = F(X(£))*(dt)* + 2f (X (£))g (X (£)) (dt) (AW (£)) + (X (£))* (AW (1))*.

10Formeln (40) ger faktiskt den stokastiska kedjeregeln fér Stratonovich—kalkyl.
HKallas #ven for Ttos formel.
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Enligt |5, kapitel 4] fr det sa att (dt)? och (dt)(dW (¢)) ér forsumbara jimfort med dt, si att
forsta tvA termerna ovan forsvinner. Eftersom E((dW (¢))?) = d¢t, Var((dW (t))?) = 2(dt)?, ser vi
att variansen av slumpvariablen (dW (¢))? gir mot noll snabbare #n sitt vinteviirde om dt — 0. Ett
sitt att tolka detta ar att slumpvariabeln beter sig mer deterministiskt da tidsintervallet minskas,
vilket motiverar likheten (dW (¢))? = dt. Detta ger oss approximationen (dX (¢))? ~ g(X (¢))? dt. Vi
substituterar in denna i sista termen av (42), och vi byter ut dX (¢) med f(X (¢)) dt+g(X (t)) dW (¢).
Efter lite algebraisk manipulation far vi ut Itds formel (41).
Vi ska nu stédja (41) vidare med hjilp av ett numeriskt experiment. Betrakta SDE:n

AX () = (0 — X(£)) dt + B/ X () dW (1), X(0) = Xo, (43)

dir , B € RT dr konstanter. Den #r en variant av Cox—Ingersoll-Ross—processen som tas upp i
mer detalj i kapitel 10. Lat V(X (¢)) = /X (¢). En applicering av (41) ger oss nu att

[ Ao — B2 1
dV(X(t)) = <8V(X(t))> dt + 56 dW (t). (44)

t

Figur 9: EM-metod approximationer av V(X(t)) = /X (¢), dir dX(t) = (2 — X(¢))dt +
VX () dW(t), X(0) =1 med givet Brownsk rérelse. Approximationen plottat med en bla hel-
dragen linje &r baserad pa (43), och approximationen baserad pa stokastiska kedjeregeln (se (44))
har plottats med réda prickar.

Se bilaga H dér vi anvinder EM-metoden p&a SDE:n (43) med v = 2, 8 =1 och Xy = 1. Forst
fixerar vi en simulering av Brownsk rorelse. Sedan tar vi kvadratroten av approximationen till
SDE:n, som vi plottar mot en approximation av (44) med samma givna simulerade Brownsk rorelse.
Kvadratroten ur X (¢) &r véldefinierad i detta fall d& Xy > 0 och det kan visas att P(Xo > 0) =1
n.s. implicerar att X (¢) > 0 for alla ¢t > 0 [28, Kapitel 9.2]. Vi ser i figur 9 att det finns en bra
overensstdmmelse mellan dessa tva metoder, som bekriftas ndr vi tar maxnormen av skillnaden
mellan vektorerna som lagrar vara diskreta approximationer'?, och far 0.0161.

9 Monte Carlo-metoden

De numeriska exempel som har presenterats i tidigare kapitel har samma tillvigagangssatt som
en Monte Carlo-metod da slumpvariabler har simulerats med en slumpgenerator och vinteviarden
har approximerats av beriknade medelvirden. Det &r darfor anvindbart att forsta grunderna i
Monte Carlo—metoden [1]. T detta kapitel presenterar vi tva olika grundliggande Monte Carlo—
metoder. For att illustrera dessa metoder anvinder vi oss av ett dterkommande exempel déir vi
implementerar Monte Carlo—metoderna for att erhélla en numeriskt approximation av 7 /4, vars
véirde ar ungefiar 0.78539816. Koden som anvénds finns i bilaga I.

For att presentera Monte Carlo-metoderna pé ett intuitivt sdtt antar vi att vi vill approximera
integralen

12Det vill séiga, nir vi méter det storsta vertikala avstandet mellan en rédpunkt och den blaa linjen i grafen.
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1
I:/O f(z)de, (45)

dér f &r en reellviard och kontinuerlig funktion som &r definierad i [0,1] med vérden i intervallet
[0,1].

Den forsta Monte Carlo-metoden vi ska presentera kallas for triff-miss—metoden. Vi tar en slu-
ten kvadrat med l&ngden 1 som innesluter f. Sedan genererar vi slumpmaéssiga punkter i kvadraten
och raknar antal punkter som ligger under grafen av f. For att astadkomma detta later vi X och
Y vara oberoende slumpvariabler med en likformig sannolikhetsfordelning i intervallet [0,1]. D& &r
(X,Y) en tvadimensionell slumpvariabel och vi definierar Z som

Z:{ LY < f(X),

0 annars.

Alltsd uppfyller Z villkoren f6r en Bernoulliférdelning [30, Kapitel 2.2] och da &r p, sannolikheten
for Z = 1, ekvivalent med véntevirdet av Z. Parametern p ar saledes

1 pf(x) 1
pP(Zl)P(st(X))/<f()dxdy/0 /0 dyd:r:/o f(z)de =E(Z).

Detta innebér ocksa att p = E(Z) = I. Lat (Z;)}_, vara oberoende och likaférdelade slumpvariab-
ler som uppfor sig pa samma sitt som Z. Genom att anvinda de stora talens lag [10, Kapitel 13]
far vi foljande konvergens néstan sikert

1 !
lim — Zy = d 4
Jm 32 | faas, (46)

vilket innebér att for fixt heltal n kan 1/n >} _, Z) anvindas for att f4 en approximation av (45).

Lat oss nu kolla pa vart exempel dér vi approximerar 7/4 med traff-miss-metoden. Vi later
antalet slumpvariabler vara n = 10000 och sedan genererar vi X och Y. Déarefter rdknar vi antalet
variabler som uppfyller X2+ Y? < 1 och medelviirdet av detta ger oss approximationen 0.7818. Vi
far alltsa ett fel pa cirka 3.6 - 1072 och variansen &r cirka 17 - 1072,

Den andra Monte Carlo-metoden vi ska presentera kallas for medelvdrdesmetoden och gar ut
pa att vi genererar n nummer likformigt fran [0,1] och tar genomsnittet. Forst noterar vi att
E(f(U)) = fol f(z)dz, dér U ~ U(0,1). Lat (Uy)p_, vara en oberoende foljd av slumpvariabler
med likformig sannolikhetsfordelning. Genom att aterigen anvéinda de stora talens lag far vi att
féljden av slumpvariabler konvergerar nastan sikert enligt

1 — !
lim —» f(Ug) = f(z)de. (47)

Alltsa kan vi, for fixt heltal n, anvinda 1/n>"7_, f(Uy) for att fa en approximation av (45).

Nu atergar vi till vart exempel déir vi nu approximerar /4 med medelvirdesmetoden. Forst
noterar vi att 7w/4 &r arean av en fjirdedel av enhetscirkeln och d& kan vi anvinda f(z) = V1 — 22,
x € [0,1]. Vi anvénder &ven hér n = 10000 och genererar (Uy)7_,, vilket ger oss approximationen
0.78508821 och felet 3 - 10~%. Variansen fr ungefir 5- 1072,

Fragan som uppstar ar da vilken av dessa tva Monte Carlo-metoder som &r bést. Ett sitt att
se vilken av dessa Monte Carlo-metoder som ar bést &r att jamfora variansen fér de bada metoder-
na. Fér traff-miss-metoden approximerar vi E(Z) med 1/n ) ;_, Z) och fér medelvirdesmetoden
approximerar vi E(f(U)) med 1/n)_}_, f(Ux). Genom att anviinda Bienaymés sats |20, Kapitel 2|

far vi
Var <

3=

ZZk> = %Var(Z), Var (le Zf(U;g)) = %Var(f(U)).
k=1 k=1
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Detta innebér att vi endast behover jamfora varianserna av Z och f(U). For att berdkna variansen
av Z anvander vi att Z &r en Bernoulliférdelning déar p = fol f(z) dz. Detta ger oss

Var(Z) =p(l —p) = /01 f(z)dx — (/01 f(x)dx>2 > /01 f(z)?dx — </01 f(x)dx)Q,

dér vi far den sista olikheten av att f har virden i intervallet [0,1]. Variansen av f(U) &r

2

1 1
Var(f(0)) = B (1(0) - (@) = [ sras— ([ swa)

Vi har alltsd Var(f(U)) < Var(Z). Detta innebér att medelvirdesmetoden alltid har lagre eller
samma varians jamfort med traff-miss—metoden och dérmed &r traff-miss—metoden aldrig béttre
an medelvirdesmetoden.

I bilaga B presenteras nagra olika tekniker for att forbéttra Monte Carlo-metoderna genom

variansreduktion. For &nnu mer detaljer gillande simulering med Monte Carlo-metoder, se [37]
och [42].

10 Tillampning inom finans: CIR—processen

Ett viktigt tillampningsomrade for de resultat vi hittills presenterat &r finansiell matematik. I
synnerhet anvénds stokastiska differentialekvationer vid modellering av finansiella fenomen sédsom
rorelsen av aktie- och optionspris samt rantor. Se [35] for fler tillimpningar i mer detalj.

Vi upprepar ekvation (12) fran kapitel 4,

AX(t) = AX (1) dt + pX (1) dW(t), X(0) = Xo,

diar \,u € R, W &r en Brownsk rorelse, och X &r en slumpvariabel. Ekvationen anvinds som
beskrivits i Black—Scholes—modellen for att studera aktiepris 6ver tid [6]. Den stokastiska process
X som loser ekvationen kallas for geometrisk Brownsk rorelse (GBR) och besitter flera av de
egenskaper vi forvantar oss fran en modell Gver aktiepris, sasom endast positiva virden. Vi kallar
h&danefter faktorn AX (¢) for driftkoefficient och pX (¢) for diffusionskoefficient.

En annan modell som anvénds flitigt inom finans dr Coz—Ingersoll-Ross—modellen (CIR), for
beskrivning av rintors rorelse [3]. Modellen séger att rdntan r = {r(¢),¢ € [0, T|}, dr en stokastisk
process som foljer SDE:n

dr(t) = a(b—r(t))dt + o/r(t)dW(t), r(0) =y, (48)

dir a,b,0 € R, rg > 0 ar en slumpvariabel, och W igen avser Brownsk rorelse. Parametrarna a,
b, och o bestdmmer beteendet hos processen. I driftkoefficienten a(b — r(t)) dr b det virde som
processen gar mot Over tid, medan a &ar relaterat till hur fort detta sker. I diffusionskoefficienten
o4/r(t) ar o relaterat till volatiliteten hos processen.

En kvalitativ skillnad mellan GBR och CIR-—processen ar kvadratroten i diffusionskoefficienten.
Antag att vi vill simulera en CIR—process r(t) for t € [0, 7] med EM-metoden frén kapitel 4, vi far

T]-Jrl:rj—&-a(b—rj)At—f—a\/FdejH, jZO,...7L—1, (49)

dér L € N, dWj41 = W(tj41) — W(t;) och r; approximerar r(¢;), med t; = jAt och At =T/L.
Kvadratroten i tredje termen medfor att vi maste kunna garantera att r; > 0, fér j =0, ..., L, om
varje steg ska vara véldefinierat. Det kan visas att

Plr(t) > 0, > 0) =1, (50)

niistan siikert giiller om och endast om 2ab > o2 [22, Kapitel 5. Notera att (50) giller den exak-
ta processen r(t) och kan ge en kéinsla for vilka parametrar som dr anvindbara f6r modellering.
Resultatet utesluter dock inte méjligheten att EM—metoden ger negativa viarden och saledes odefi-
nierade steg. Genom att simulera M = 1000 diskreta vigar 6ver ¢ € [0, 1] med (49) kan vi avbryta
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ndr r; blir negativt och rékna antalet ganger detta sker. Fér parametrarna a = b = o = 1, samt
ro = 0.5 blir virdet endast negativt for enstaka vigar. Med o = 2 och resten oféréndrat ger samma
simulering daremot 6ver 600 fall av negativa virden, allts& over 60% av vagarna. For att undvika
detta problemet kan vi uttrycka en modifierad EM-metod som

Tj+1 = |rj+a(b—rj)At+U,/rj de_;,_l‘, j=0,.,L—1, (51)
vilket garanterar r; > 0 for alla j = 0, ..., L sa ldnge ro > 0. Figur 10 visar realisationer av CIR-
processen simulerade over ¢ € [0,1] enligt (51), for olika startviirden ro samt olika véirden pa o.
Se bilaga J for kod. Notera den ¢kade volatiliteten i 10b samt att varje vig i bada fallen svinger

0.6 0.6

0.5

0.4

0.2

0.1

0.0

0.0 02 0.4 06 08 10
t

(a) a=3,6=0.3,0=0.2.

0.1

0.0

0.0 02 0.4 06 08 10
t

(b)a=3,b=0.3,0=04.

Figur 10: CIR—processen simulerad med den modifierade EM—metoden for olika virden pa o samt
olika startvéarden r.

kring virdet av parametern b. Det &r har viktigt att vigar med samma startvirde ro simuleras
med samma realisation av Brownsk rorelse, for att jamforelsen ovan ska kunna goras. Detta uppnas
genom att vélja samma slumptalsfré i bada simuleringarna.

For att se om den modifierade EM—metoden (51) approximerar (48) vil krévs det att vi kan
jamfora med den verkliga l6sningen, som vi gjorde fér den geometriska Brownska rorelsen i figur 4.
Detta visar sig vara problematiskt da det inte finns ndgon kiind explicit 16sning av (48). En exakt
simulerad vig kan istéllet uppnés i ett &ndligt antal punkter genom provtagning av en icke—
centrerad x2—férdelning. En algoritm for detta ges i [14, Kapitel 3.4] och aterges som Pythonkod
i bilaga J. Det ska ndmnas att provtagningen och approximationen anvinder samma slumptalsfrd
fér simulering av sina respektive psuedoslumptal. Detta ar aterigen en grundférutsidttning for att
vi kan kunna jamfora resultatet av denna typen av exempel. Figur 11 visar resultatet av en sadan
provtagning i 512 tidssteg 6ver ¢ € [0, 1], samt en diskret vig simulerad enligt (51) i 256 tidssteg for
t € [0,1]. Vi noterar att den modifierade EM-metoden verkar approximera den verkliga 16sningen
val.

Ytterligare ett problem med EM-metoden for approximation av (48) &r att det saknas starka
stod for att garantera att metoden konvergerar. I [4] studeras den starka konvergensen av den
modifierade EM—metoden ovan pa SDE:er med diffusionskoefficient pa formen |z|*. Med a = 1/2,
som i (51), finner forfattarna att

E ( max _|r(t;) — rj|2p) < CLAP,
§=0,...,L
dar At <1/2,p>1, C, >0, och r; som i (51) approximerar r(¢;), t; = jAt, géller om

2ab
%>1+\/§max{g\/16p—l,16p—2}. (52)

Det dr uppenbart att (52) stéller harda krav pa parametrarna i (48) for att konvergens ska ske.
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Figur 11: CIR—processen simulerad dels med den modifierade EM—metoden, dels genom provtag-
ning av en icke—centrerad y?-férdelning, med a = 3, b = 0.3, ¢ = 0.4, samt 79 = 0.1.

Resultatet kan relateras till den starka konvergensen fran kapitel 5 genom att inse att

E(|r(tz) — ri|2p) <E ( max |r(t;) — rj|2p) < CLAP, (53)
=0y,
for godtyckligt ¢ = 0,1, ..., L saddant att t; = ¢At. Vi later p = 1 och tar en kvadratrot for att
erhéalla s
(E(r(t:) — r|2))"? < cae'/2,

dér C > 0 &r en konstant. Harnést anvinder vi lemma A.2 som séger att E(|X]) < (IE(|X|2))1/2

for godtycklig kvadratiskt integrerbar slumpvariabel X. Detta ger att
E(|r(t;) —ri]) < CAtY/2,

vilket vi kiinner igen fran (14) som definitionen av stark konvergensordning. Den modifierade EM—
metoden applicerad pad CIR-processen resulterar alltsé i samma starka konvergensordning v = 1/2
som vi erhéll i kapitel 5, givet att (52) ar uppfylld.

En alternativ metod som syftar till att 16sa problemen med EM-metoden presenteras i [11].
Metoden bygger pa transformationen Y (¢) = 1/7(t) vilken genom Itos formel (41) kan visas uppfylla
SDE:n

o«
S Y(t)
dér a = (4ab —0?)/8, B = —b/2, v = 0/2, och Yy = /r. Transformationen later oss skriva en
drift-implicit Fuler—metod till SDE:n (48) for ¢t € [0,7] som

v (t) dt + Y (1) dt +vdW (1), Y (0) = Yy,

«

Y=Y+ (Y +ﬂYj+1>At+7de+1, Jj=0,.,L—-1, (54)
i1

dér L € N och tidssteget At = T'/L. Ekvation (54) har den unika 16sningen

(55)

Y, +ydWipn \/ (Y +vdWj1)? | adt
Vi =

2(1 — BAY) 4(1 — BAY) 1— BAt’
vilket, med transformationen r; = YjQ, ger en positiv approximation av r(t;) for varje j = 0,1, ..., L.

Vidare bevisar forfattarna satsen [11, Sats 1.1] som siiger att da 2ab > o2, 79 > 0, och
T = LAt > 0 sa giller det for varje 1 < p < 2ab/o? att

(& (s, Ire) -~ 5P )”p < K,/ Tog(AO VAL, (56)

j=0,...,L

dér K, ar en konstant. Satsen ger resultat for konvergensen, da vi approximerar 16sningar till (48)
med metoden i (55), utan de harda kraven som (52) stéllde pd parametrarna. Later vi p = 1 kan
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vi, genom samma resonemang som i (53), relatera detta till den starka konvergensordningen fran
kapitel 5, nu med en extra faktor i hogerledet.

Genom ett liknande numeriskt exempel som i kapitel 5 kan vi forsikra oss om att detta géller
utan vidare bevis. Vi later p = 1, a = 3, b = 0.3, 0 = 0.4, T = 1, samt rg = 0.1 och utfor
M = 1000 simuleringar av (48), dels som exakt 16sning r(t), t € [0, 7] genom en provtagning av
en icke-centrerad y*-fordelning, dels som approximativ 1ésning 7;, j = 0,1, ..., L enligt metoden i
(55). For varje simulering beréknas det storsta felet, max;—q . 1 |r(¢;) — r;|. Detta gors for olika
steglangder At och ett medelvirde tas Gver alla M = 1000 végar for varje steglangd. Se koden
for detta exemplet i bilaga J. Resultatet visas i en loglog—graf i figur 12. Figuren visar dven en
referenslinje med lutning enligt hogerledet av (56); aterigen ser vi att lutningen av graferna verkar
stamma oOverens.

10°
—#— Fel mellan approximation och &kta I6sning
= = Referenslinje

10-2 4

1074 1073 102 107t 10°

Figur 12: Konvergensgraf for den numeriska metoden (55) for CIR-processen. Figuren visar medel-
varden av det storsta felet per vig mellan verklig 16sning och approximation for olika steglangder
(bla), samt en refernslinje med lutning enligt hogerledet av (56) (rod, streckad). Approximationen
ar simulerad enligt (55) och den verkliga 16sningen enligt en icke—centrerad y?—fordelning.

11 Sammanfattning och vidare lasning

For en fullkomlig forstaelse av stokastiska differentialekvationer och resultat relaterade till dessa
krévs en gedigen grund inom sannolikhetsteori och stokastisk analys. Didremot har vi nu sett att
man kan forsta de viktigaste resultaten och uppskatta virdet av dessa utan mer &n Eulers metod
och en intuition fér slumpvariabler i ryggen.

Vi har introducerat SDE:er och EM—metoden som anvénds fér att approximera deras 16sningar,
och presenterat implementationer av metoden i Python. Med hjilp av numeriska experiment har
vi visat att EM—metoden har stark och svag konvergensordning av v = 1/2 respektive v = 1. Vi
har &ven kollat pa Milstein—metoden, som anvinder en It6—Taylorutveckling av andra ordning-
en for att forbéttra starka konvergensen jamfort med EM-metoden, vilket vi har bekréftat via
ett numeriskt experiment. Vidare har vi tittat pa enklare fall av stabilitet for exakt 16sning av
den linjara SDE:n, samt stabilitet ndr EM—metoden och ©—metoden appliceras pa testekvationen
till den linjdra SDE:n. Vi har hérlett heuristiskt den stokastiska kedjeregeln och &ven motiverat
den numeriskt. For att oka forstaelsen bakom vara numeriska experiment har vi presenterat tva
grundlidggande Monte Carlo-metoder. Slutligen har vi studerat simulering av Cox—Ingersoll-Ross—
processen genom att identifiera problem med EM—metoden och darigenom motivera en ny metod
for effektiv approximation av 16sningar till just denna SDE.

Det finns naturligtvis mer att siga om numeriska simuleringar av SDE:er. Den intresserade
lasaren hénvisas till [23], [29] och [20]. For den som &r intresserad av stokastisk kalkyl och andra
relaterade teoretiska aspekter finns det en genomgang av teorin bakom It6—-integralen och konver-
gens av slumpvariabler och stokastiska processer i bilaga A.
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A Intuition och teori bakom It6—integraler

A.1 Introduktion

Vi ger en bakgrund till It6—integraler genom att férst introducera Riemann—Stieltjes integraler och
begreppet total variation. Sedan motiverar vi It6—integralen som en generalisering av Riemann—
Stieltjes integralen, da den tillater integration med avseende pa Brownsk rorelse som &r icke—
deriverbar i alla punkter och som har obegrinsad variation.

Till slut skisser vi en definition av It6-integralen. Vi borjar med att definiera tva olika Hil-
bertrum: ett som innehaller slumpvariabler, och ett som innehaller stokastiska processer. Vi ger
tillrackliga villkor pa integranden f for att f:s Ito—integral med avseende pa Brownsk rorelse skall
finnas. Vi definierar stokastiska stegfunktioner och deras stokastiska integraler, som sedan anvinds
tillsammans med villkoren pa f for att definiera It6—integralen. Fér en mer rigordés, men kanske
mindre tillgénglig version av denna skiss, hinvisas lasaren till kapitel 1, 2 och 3 av [1], som A.3
baseras mest pa.

A.2 Bakgrund

Fixera f och g som reellvarda begrénsade funktioner definierade pa ett begransat och slutet intervall
[0,T], T > 0. Vi definierar en familj av partitioner av [0,7] som 0 = tgn) < tﬁ”) <<t =T,
dér tz(") = iAt(™) och At(") =T/n.

En Riemann—Stieltjes integral &r en generaliserad Riemannintegral som later oss betraktar
integraler av formen

T
/0 F(H) () dt (57)

d4 g(t) inte dr deriverbar. I s fall saknar differentialformen ¢’(t) d¢ mening, och sa vi istéllet skriver

T
/0 £(t) dg(t). (58)

Heuristiskt sett kan operatorn d nu tolkas som en generaliserad differentialoperator. Narmare sagt
kan den ses som gréinsfallet av differensoperatorn A(g)z(»") = g(tl(n)) - g(tl(f)l), dir n — oo.

P& ett liknande sédtt som man talar om existensen av en Riemannintegral med hjilp av Rie-
mannsummor, sidger vi att en Riemann—Stieltjes integral existerar om och endast om det finns till
varje € > 0 en partition av [0,7] som gor att

n

> (M; —my) Ag)s

i=1

<e, (59)

dar m;, M; ar det minsta respektive det storsta virdet som f antar i intervallet [t;_1,¢;]. Sddana
varde finns d& f &r en begrinsad funktion pa en kompakt méngd.
Notera att med g(t) = ¢ ser vi att en Riemannintegral ar ett specialfall av en Riemann—Stieljes

integral, och om ¢ &r deriverbar sa tar (58) formen (57). Se [306, kapitel 6] for bevis av detta, och
nigra satser som ger mer precisa villkor pa f och g som garanterar existensen av (58). Ett vanligt
krav pa integratorn g dr att den ska ha begransad variation [31]. Total variation hos en funktion

ar en matt pa hur mycket funktionens véirde dndras under ett intervall. Fér funktionen ¢ definieras
det som

n
8171)102 lg(t:) = g(ti-n)l,
i=1

dér P dr méangden av alla mojliga partitioner av [0, T]. Att g har begransad variation betyder att
vardet ovan ar dndligt.

Antag att funktionen f dr ickenegativ. Da kan man betrakta en endimensionell Riemannintegral
av f som arean mellan f:s funktionkurva och t—axeln pa en graf. Lat g vara en funktion av begransad
variation. Vi kan se det som att integranden skalas upp eller ner i varje punkt ¢ med ett virde som
bestdms av integratorn g. Ett annat och ekvivalent sétt att tdnka pa en Riemann—Stieljes integral
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ar att integratorn g verkar pé [0, T]. Till exempel, om ¢(t) = 2t far vi att d(2t) = 2d¢, som vi kan
tolka som att intervallet [0,7] pa grafen av f stricks av g i varje punkt sa att arean under f:s
kurva férdubblas.

Vi tar ett exempel. Tank att vi vill kopa aktier i ett féretag. Vi bestdmmer oss i forvig hur
manga vi vill kopa eller sélja vid alla tidpunkter ¢ € [0,T]. Lat f(t) sti for antalet aktier vi dger,
och 14t g(t) sta for virdet av en aktie vid tidpunkten ¢. Skulle funktionen g vara deriverbar kan vi
berékna var total vinst/forlust éver perioden genom integralen (57). Skulle g vara ickederiverbar
men av begransad variation kan vi istéllet anvinda integralen (58).

I verkligheten fluktuerar ett aktiepris pa ett sdtt som inte &r helt forutsigbart. Sadant beteende
kallas for brus som kan modelleras med hjélp av Brownsk rorelse, som introducerades i kapitel 2.
For att ta hansyn till bruset hos aktiepriset vill vi d& integrera med avseende pa Brownsk rorelse;
det vill séga, i (58) vill vi kunna sétta g(t) = W(t). For att géra detta méste vi forst specificera vad
menas med att integrera med avseende pa en stokastisk process, och sedan maste vi ocksa hantera
konvergens da varje given realisation av en Brownsk rorelse &r en ickederiverbar funktion med
obegriinsad variation'?. Ito-integralen svarar pa dessa fragor. Den iir en generalisering av Riemann—
Stieltjes integralen som later bada f och g vara stokastiska processor, och som ger férutséttningar
for att kunna garantera existensen av integralen da integratorn har obegrénsad variation.

A.3 Definition av Itdé—integralen

A.3.1 Forberedelser

Det finns olika sdtt att tolka, definiera och rdkna med slumpméssighet. Detta illustreras vil av
den si kallad Bertrands paradozen som presenteras pa borjan av [12, kapitel 2.1]. Hir betraktas
problemet att bestdmma sannolikheten att ett slumpmaéassigt valt linjesegment som gar genom en
cirkel av tva tum radie, skulle triffa en mindre cirkel av en tum radie som har samma centrum.
Det visar sig att det finns tre logiska sétt att hantera problemet och skatta sannolikheten, men
dessa tre metoder ger olika resultat. Det dr darfor viktigt att definiera precist det man menar
ndr man riknar med sannolikhet. Vi presenterar hir de viktigaste begreppen som anvinds for att
beskriva sa kallade sannolikhetsrum, och som géller slumpvariabler definierade p& dessa rum, som
vi kommer att behdva i resten av kapitlet.

Lat w vara ett utfall av ett slumpforsok, och 2 vara méngden av alla mojliga utfall. En delméngd
av utfall, A C €, kallas for en hdndelse.

Definition A.1 (c-algebra). En o-algebra av en mingd Q &r en familj, (som vi betecknar hir
med A), av delméngder av 2 som har egenskaperna

1. 0,Q € A, dir @ 4r den tomma méangden.

2. Om en mingd A € A sa ir A® € A, dir A® betecknar komplementet av A; det vill siga
AC =Q\ A.

3. Om (Ag)2, € Asddr U (A, € A

Definition A.2 (Sannolikhetsmatt). En sannolikhetsmdtt &r en funktion P : A — [0,1] som
uppfyller

1. P(0) =0, P(Q) = 1.
2. For Ay, Ay, ... € A giller det att P(U2, Ax) < Y poq P(Ag).

Dessutom om méngderna Ay, Ao, ... &r disjunkta, det vill siga A; N A; = 0, for alla 4, j dér ¢ # j;
ar det likhet som géller i olikheten.

Definition A.3 (Sannolikhetsrum). Tripletten (€2, .4, P), dar € &r icketom, A dr en o—algebra av
delméngder av 2 och P ar ett sannolikhetsmatt pa A kallas for ett sannolikhetsrum.

Definition A.4 (Borelméndger). Borelmdngder &r element i den minsta c—algebran av R som
innehaller alla 6ppna méngder av R. Denna o—algebra betecknas B.

138e [12, kapitel 3.4.2] for bevis pa att Brownsk rorelse dr ickederiverbar och har obegrinsad variation.
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Definition A.5 (Slumpvariabel, A—métbar och férdelningsfunktion). Lat (£2, .4, P) vara ett san-
nolikhetsrum. Funktionen X : Q — R kallas fér en slumpvariabel om for varje B € B géller det
att X~1(B) € A. Ekvivalent kan man siiga att X &r A-mdtbar. Att slumpvariabler #r méitbara
innebér speciellt att médngden A, = {w € 2 : X(w) < a2} € A for alla x € R. Egenskapen later oss
definierar slumpvariabelns fordelningsfunktion: F,(x) = P(X < x).

Definition A.6 (Téthetsfunktion). En tdthetsfunktion till en kontinuerlig slumpvariabel dr en
funktion fx som for alla A € A det géller

H@=Awh®®

Definition A.7 (Vintevirde). For en kontinuerlig slumpvariabel X med téthetsfunktion fx de-
finierar vi dess vdntevdrde som -
E(X) = / z fx(z)dx.
—oo
Vi kommer dven att behova ett par av indikatorfunktioner. Forsta dr en slumpvariabel som ar
indikatorfunktionen till handelsen A € A, som definieras

1 A
IA:Q—HR,IA(w):{ 4 (60)
0 annars.
Notera att for denna slumpvariabel géller det att E(I4) = P(A).
Den andra indikatorfunktionen ar definierat pa ett intervall av formen [t;,¢;11], ddr
1, t e ltt;
Ii . [ti,ti+1] — R, Iz(t) — { bl e [ (3] Z+1]7 (61)
0 annars.

A.3.2 Hilbertrum av slumpvariabler

Forst fixerar vi ett sannolikhetsrum: (€, .4, P). Vi behover foljande definition:

Definition A.8 (Enkel slumpvariabel). En enkel slumpvariabel &r en dndlig linjairkombination av
indikatorfunktioner som har formen

X(w) =Y e Ia, (@)
i=1
dar ¢; ar en reell koefficient, A; &r en héndelse i A f6r ¢ = 1,...,n, och I, &r indikatorfunktionen

av formen (60) definierad pa dessa méngder.

Sétt Sgy := {X : X &r en enkel slumpvariabel definierad pa (2, A, P)}. Notera att Sry ar ett
vektorrum. Lat X och Y vara element i Sgy. Vi definierar nu en inre produkt pa Sgry som

(XY ry =E(XY)=E > ela, Y dilp, | =) ad;P(A;NBy).
i=1 j=1 i=1 j=1

Man kan enkelt visa att (X,Y)ry uppfyller de tre axiomen som definierar en inreprodukt:
1. Linjaritet i forsta variabeln: (aX,Y) = a(X,Y) och (X; + Xo,Y) = (X1,Y) + (X, Y).
2. Symmetri: (X,Y) = (Y, X).
3. Positiv definit: (X, X) > 0, (X, X) = 0 implicerar att'* X = 0.

1 Det skiljer sig 4t nagot for oss i det stokastiska fallet, da (X, X)ry = 0 implicerar att P(X = 0) = 1; det vill
séga, att X = 0 néstan sdkert.
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Nér vi har ett inre produktrum far vi automatiskt den si kallade 2-normen som &r (X, X)%/2 |
kapitel 7.1]. T vart fall har vi da normen || X ||gry = (E(X?))'/2, som i sin tur ger oss metriken (eller
avstandet) d(X,Y) = || X —Y||rv. Da alla X € Sgy ér dndliga linjirkombinationer féljer det direkt
av definitionen av inre produkten ovan att || X ||ry < oo for alla X € Sgy.

Lat nu (X,,)52, vara en f6ljd av element i Sgy. Om det finns ett element X i Sgy, och till varje
e > 0 finns det ett positivt heltal N sadant att || X,, — X||ry < € for alla n > N, séiger vi att foljden
(X,)52, ar konvergent i Sgpy. Alternativt kan man skriva ||.X,, — X||gy — 0 som n — co. Notera
att (E((X,, — X)?))Y/? = ||X,, — X||rv — 0 om och endast om || X,, — X||%, = E((X,, — X)?) — 0,
och vi ser att konvergens i Sgy dr ekvivalent med konvergens i kvadratiskt medelviarde som tas
upp i kapitel 3 och kapitel 7.

Det &ar sa att Sgry inte ar fullstdndigt for alla sannolikhetsrum; det vill séga att det finns
nagot sannolikhetsrum vars tillhérande rum av slumpvariabler Sgry innehéller en Cauchyfoljd [30,
kapitel 3] som inte dr konvergent. Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel A.1. Betrakta slumpforscket déar vi slumpméssigt véljer ett tal fran intervallet [0, 1]
enligt en likformig sannolikhetsférdelning. Sétt A; = hindelsen att w € [(i—1)/n,i/n]. Vi definierar

enkla slumpvariabeln
n

Xy (w) = Z Z'%IA'L' (w)-

i=1

Notera att E(I4,) = P(A4;) = 1/n. Med n > m ser vi att

Olikheten f6ljer fran faktum att Y oo, 1/i* = 72 /6, se [3]. Eftersom serien ) ;- 1/i? gar mot 72/6
d&a m — oo ser vi att (X,,)$2; dr en Cauchyfoljd. Men grénsvérdet av Cauchyf6ljden &r ju inte med
i Sgry, da Sgy innehaller endast slumpvariabler som &r linjirkombinationer av ett dndligt antal
indikatorfunktioner, och om vi i X,, later n — oo far vi ju en odndlig linjairkombination.

Som man kan gora nir man konstruera méangden av de reella talen fran de rationella [39, s. 142-
154], konstruerar vi ett Hilbertrum (ett inre produktrum som ar fullsténdigt) Hgy genom att ta Sgry
och lagga till alla gréansvirden av Cauchyfoljder som saknas. Vi ger Hry densamma inre produkt,
norm och metrik som Sgry. Genom konstruktion vet vi att Sgy ar tatt i Hry, som betyder att till
varje X € Hgry och € > 0 finns det en Y € Sgy saddan att || X — Y||ry < €. Dessutom, da Hgy ar
ett normerade vektorrum vet vi att triangelolikheten | X +Y|rv < || X||rv + ||V ||rv géller for alla
X,Y € Hgy [32, kapitel 2.1]. Triangelolikheten, tillsammans med faktum att normen &r begransad
for alla X € Sgy, som &r tétt i Hry, implicerar att || X||ry < oo for alla X € Hgy. Vidare, da
Hpy ér ett inre produktrum och || - ||gy &r 2-normen, vet vi att Cauchy—Schwarz olikheten

‘<X7 Y>R\/‘ < ||XHRV||YHRVa for alla X,Y € Hgry (62)
galler, dar likheten implicerar att Y = aX for nidgot o € R 32, kapitel 7.1].

Exempel A.2 (Exempel pa ett viktat Hilbertrum). Lat Q@ = R, och 1at A vara o—algebran
genererad av intervaller av formen (a, b] i R. Fixera nagot . € R och o > 0. Sétt P(A) = [, p(s) ds,
dér tathetsfunktion

1 —(s—p)*

p(s) = o P o0
Lat Sgy vara inre produktrummet av enkla slumpvariabler pa (22, .A, P). Inre produkten for X,Y
i SR\/ ar

(Y oy =) = [ XY (pl) s
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Vi ser att slumpvariabeln definierad X(x) = z &r N(p,0?)—fordelad enligt definitionen av en
normalférdelning [2, definition 3.24], och att X &r ett element i Sgy. Vi definierar Hgry som
méngden av gransvirden av alla Cauchyfoljder i Sgry. D& dr Hry ett Hilbertrum av slumpvariabler
definierade pa R med normen

—(s=m? .

1
V2mo? P 202

X2y = / X(s)?

A.3.3 Mer om konvergens

Vi vet fran reell analys (|36, sats 3.2]) att en 6ljd i ett metriskt rum, ség (p, )52, konvergerar mot
hogst en punkt. Dessutom om (p,, )2, ar konvergent mot punkten p kan vi skriva lim, oo prn = p.
D& vi har definierat Hgry som ett metriskt rum, kan vi férvinta oss samma resultat i det stokas-
tiska fallet? Svaret &r 'néstan’. Vi ska motivera detta genom att visa att konvergens i kvadratiskt
medelvarde implicerar konvergens i sannolikhet:

X,, — X i sannolikhet om li_)m P(|X,—X|>¢e)=0, for allae >0, (63)

dér (X,,)$2, &r en f6ljd av slumpvariabler och X &r en slumpvariabel. Vi borjar med tva lemmor
som vi kommer att behova.

Lemma A.1 (Markovs olikhet). Lit X wvara en slumpuvariabel med ett begrinsat vintevdirde. Dd

gdller det for alla a > 0 att

P(x) 2 0) < XD

Bevis. Lat A vara hindelsen att | X| > a. D& har vi att |X| > ala, dar I4 ar indikatorfunktionen
(60). Vi tar vintevirdet av bada sidor av olikheten och far

E(|X]) > E(als) = aE(I4) = aP(A) = aP(|X| > a),
som bevisar lemman. O

Lemma A.2. Lit X vara en slumpvariabel och (X,,)22, en foljd av slumpvariabler. Om X, — X
som n — oo i kvadratiskt medelvirde, implicerar det att X,, konvergerar mot X 4 medelvirde'®,
som definieras

nhHH;o ]E(‘Xn - XD =0.

Beuvis. Vi applicerar Cauchy—Schwarz olikheten (62) pa slumpvariabeln | X,, — X| och konstanten 1
och tar kvadraten av bada sidor. Vi far

(E(1Xn — X)) < E((1 X, — XIP)E(1?) = E((IX5 — X])?).

Fran detta ser vi direkt att om E((X,, — X)?) gar mot noll, gar diven (E(]X,, — X|))? mot noll, som
i sitt tur implicerar att dven E(]X,, — X|) mot noll, som bevisar lemman. O

Sats A.1. Om en foljd av slumpvariabler (X,,)22, konvergerar mot en slumpvariabel X i kvadra-
tiskt medelvirde, konvergerar dven féljden mot X i sannolikhet (se (63) for definitionen).

Bewis. Vi far via lemma A.1 att

P(X, = X| 2 2) £ =20

, for alla € > 0.

Vi ser da att for fixerat €, som E(]X,, — X|) — 0 kommer &ven P(|X,, — X| > ¢) — 0, som
visar att konvergens i medelvérde implicerar konvergens i sannolikhet. Men lemma A.2 ger oss att
konvergens i kvadratiskt medelvirde implicerar konvergens i medelvirde, och satsen foljer. O

Sats A.2. En foljd (X,,)52, € Hgry konvergerar ndstan sikert mot hogst en slumpvariabel ¢ Hpy.

15Kallas &ven for stark konvergens. Se kapitel 5.
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Bevis. Antag att (X,,)52; konvergerar i kvadratiskt medelvirde mot slumpvariablerna X och Y i
Hgy. Da finns det till alla € > 0 ett heltal N sddant att for n > N det géller

X — Xallry <€/2,
Y — X, |lrv < e/2.

Av triangelolikheten far vi da att
[X =Ygy < [[X = Xnllry + [ X = Y]rv <e.

Men € > 0 var godtyckligt valt, och s& far vi att || X — Y||lgy = 0. Tag nu ett nytt ¢ > 0. Pa ett
analogt sétt som i beviset av sats A.1 far vi att P(|X —Y| >¢) = 0. Da & X =Y néstan sikert
som visar satsen. O

Notera att konvergens i kvadratiskt medel &r starkare &n konvergens i sannolikhet, da det kan
visas att konvergens i sannolikhet implicerar inte konvergens i kvadratiskt medel.

Det &r inte hogst relevant till oss hir, men det kan vara intressant att veta att det finns ytterli-
gare tva till typer av konvergens: konvergens i fordelning, som &r svagare dn de vi har sett hittills;
och ndstan sdikert konvergens. Nastan sdkert konvergens implicerar konvergens i sannolikhet, men
implicerar inte konvergens i kvadratiskt medelvarde, och &r inte heller implicerad av konvergens i
kvadratiskt medelvirde. Ser [15, kapitel 7] f6r mer detaljer.

A.3.4 Hilbertrum av stokastiska processer

Har betraktar vi kontinuerliga stokastiska processer definierade pa nagot intervall [0,7] och san-
nolikhetsrum (€2, A, P). Pa ett analogt sitt som vi gjorde for ett Hilbertrum av slumpvariabler
kommer vi att definiera ett inre produktrum av elementéra stokastiska processer. Vi bérjar med:

Definition A.9 (Enkel stokastisk process). En enkel stokastisk process ar en slumpmiissig steg-
funktion f:[0,7] x Q — R,

n—1

Fltw) =37 ", w) I(1),

=0

dar 0 = t(()n) < ti”) < o<t =T sren familj av partitioner av [0,7] som i avsnitt A.2,

f(t?”) € Hyy for alla tz(-"), och Ii(n) dr en indikatorfunktion av formen (61). Vi kréver att n < oo.
Vi definierar nu inre produktrummet

Ssp :={f : f dr en enkel stokastisk process},

dér inre produkten ar
T
(f,g)sp = / E(f(t)g(t)) dt.
0

Som innan far vi via detta 2-normen

T 1/2
Ifllse = (f, gp = (/ E(f(t)2)dt> .
0

Att alla f(t{") € Hry medfor att || £(t™)|[ry < 0o och [|f(t")[|2y = E(f(£™)2) < co. Da n
ar ett dandligt heltal ser vi att

n—1

T
17120 = / B(f(t)2)dt = S B(F(E)2) (10, — 1) < oo,

=0

for alla f in Sgp. Pa ett analogt sétt som i exempel A.1 kan det visas att Sgp inte dr fullsténdigt
genom att definiera en Cauchyfoljd (f,)52, ddr man summerar fler och fler termer i summationen
av definition A.9. Om vi later n — oo ser vi att Cauchyf6ljden inte konvergerar i Ssp, da enkla
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stokastiska processer dr andliga summor. For att fa ett fullstindigt rum av stokastiska processer
lagger vi till gransvirdena av alla Cauchyfoljder till Sgp. Precis som med Hgy har vi nu fatt
ett Hilbertrum for vilket triangel- och Cauchy—Schwarz—olikheten géller, som vi kallar for Hgp.
Rummet har samma inre produkt och norm som Ssp, som &ar titt i Hgp. Vidare noterar vi att
| flli¢p < oo foralla f € Ssp, som tillsammans med tétheten av Sgp i Hsp implicerar att || f||%p < oo
for alla f i Hsp.

Pastaende A.1. Brownsk rorelse W dr ett element i ett Hilbertrum av typen Hgp.

Bevis. Viborjar med att visa att for varje fix tidspunkt ¢ € [0, T], W (t) &r ett element i Hilbertrum-
met Hry som definierades i exempel A.2, med p = 0 och o = 1. Fixera en t och 1at n; ~ N (0,1)

vara oberoende slumpvariabler for ¢ = 0,1,2, . ... Enligt Karhunen—Loéve satsen'® har vi likheten
= 22T (20 4 1)7t
W()_;(le)wmm( o >

Vidare ser vi att dndliga summan

5. (t) = " 2V/2T msin<(2i+1)7rt>

pard (2i 4+ )7 2T
ar med i Sgy da den &r en dndlig linjarkombination av N (0, 1)-férdelade slumpvariabler. Man kan
visa att foljden (S,)02, &r en Cauchyfoljd, och darfor far vi att W(t) ar element i Hry for alla
t e [0,77.

Det aterstar att visa att processen W &r med i Hgp. Vi definierar en foljd (f,,)52, av enkla
stokastiska processer som i definition A.9, dér

n—1

Falt,w) =S W™, w) I ().

=0

Det ar klart att alla f,, &r i Hgp, och vi ser att

T n—1 2
I f = Wl2p = / E (Z(W(t) - www%) dt
1=0
T” 1 tEil
/ — "1™ (¢ Z/( (t — ™) dt
_ (T/n)2 T
o 2 o’

=0

D& limy, 00 || fn — WI3p = limy, 00 T?/(2n) = 0, ser vi att (f,)52, konvergerar till W i Hsp, och
pastaendet ar bevisat. O

A.3.5 Ito—integralen

Vi betraktar integraler av formen fOT f(s)dW(s) och fo s)dW (s). Dessa dr avbildningar fran
Hgsp till Hgry respektive fran Hgp till Hgp. Notera att forsta integralen &r en slumpvariabel och
den andra dr en stokastisk process.

Vi antar att integranden f &r ett element i Hgp. Vidare antar vi att foljande tre villkor géller:

1. Villkor (v1): f(0) € Hgry. D4, som vi sag i avsnitt A.3.2, dr || f(0)||Zy = E(f(0)?) < k; for
nagot positivt konstant k;.

2. Villkor (v2): || f(t2)—f(t1)||E&v = E((f(t2)— f(t1))?) < ka|ta—t1|, k2 nagot positivt konstant.

16Satsen siger oss att vissa stokastiska processer kan uttryckas som o#indliga summor av ortogonala funktioner,
genom att hitta en odndlig ortogonal bas av egenvektorer till processens kovariansfunktion, pa ett sitt som liknar
en Fourier-serier. Se [34, avsnitt 2.2.1] for mer detaljer.
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3. Villkor (v3): f ér en si kallad anpassad process.'”™ Det betyder att f dr JF(t)-métbar, som
diskuterades i krav 1 i definitionen pa en 16sning till en It6-SDE, som gavs i kapitel 4'%.

En viktig konsekvens av villkoren (v1) och (v2) #r att ||f(t)||rv < (k2T)Y2 + || £(0)||ry < oo
for alla ¢ € [0, T]. Detta foljer fran triangelolikheten:

1F @) llry = 1£(t) = F0) + FO)Iry < 1£(t) = FO)llry + [1£(0)[ry < (kaT)*2 + [L£(0)lIrv,

och vi ser att varje slumpvariabel som fis genom att fixera en tidpunkt i f(¢) dr begrinsad i
kvadratiskt medelvéirde. Tredje villkoret innebér speciellt att slumpvariablen f(t), for fixerad tids-
punkten ¢, dr oberoende av slumpvariablen W (t') — W (t) om ¢’ > ¢. D& far vi fran definitionen av
tva oberoende slumpvariabler [2, kapitel 3.8.3] och kravet 2 i kapitel 2 att E(f(¢)(W (') —W (¢))) =
E(F(E)E(W (#) — W(t)) = 0.

Vi tar nu aterigen en familj av partitioner av [0, T] som definierades i avsnitt A.2, och indika-
torfunktionen IZ(") (61) pa alla delintervall i partitionerna. S&tt

fult) = 3 £ @)1 1), (64)

=0

dar alla fi(") dr element i Hgry for vilka villkoret (v3) géller. Vi definierar nu den stokastiska
integralen for stegfunktionen f,.

Definition A.10 (Stokastisk integral av en stegfunktion). For anpassade processen f, € Ssp,
som &r en stokastisk stegfunktion av formen (64), definierar vi integralen

n—1

[ _ ™) gy
I(fa) = [ fals) AW (s) oM aw,

=0
dir dW™ = w @) — w™).

Att W € Hgp implicerar att |W|lsp < oo, som i sitt tur implicerar att ||dWi(n)||Rv < 00,
for alla ¢ och n. D& far vi att alla slumpvariabler fi(n) dWi(n) ar begransade i normen och darfor
med i Hry. Detta gor att integralen I(f,) &r en summa av &ndligt manga slumpvariabler i Hgy,
som innebér att I(f,) € Hry. Dessutom har vi att kvadratiska medelvirdet av I(f,) ar lika med

normen i kvadrat av den stokastiska processen f;,:

n—1 2 n—1 T
1(fo)ly = E (fo“dwf”)) =N IRy A = / E(fu()?) dt = || full3p, (65)
1=0 =0

dér andra likheten foljer av att dWi(n) ar oberoende av varandra, att ]E(dW(n)) = 0 enligt krav
3 i kapitel 2, och kovariansen Cov(W (¢ 51)1) Wit (n))) E(W(t Ei)l) E(W(t Ei)l))) (W(ti")) —
E(W(H"))) = EW #0)W (™)) = min(#7), ) = ", [19, kapitel 5.7].

Tag nu ett element f € Hgp som uppfyller villkoren (vl)—(v3). Vi definierar f6ljden (f,)52, C
Ssp genom

Z f t(”) I(n)( )

Noterar att stegfunktionen f,, approximerar stokastlska processen f pa samma sidtt som en Ri-
emannsumma av en funktion approximerar arean under funktionskurvan. Villkoret (v2) ger oss
att

r @
I = fallie = [ BUSO - Fule)?) ot = Z/( L0 di
tiil — 2 2
<k22/( (t—t" t:];z;(:) :k;:

17 Adapted’ eller 'nonanticipatory’ process pa engelska.
18En fullstandig forstaelse kriver ganska mycket matteori. En bra sammanfattning med mer detaljer ges pa [12,
s. 65].
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Detta visar att f, — f i Hgp som n — 0o, da storleken pa At(™ minskas och antalet delintervall n
Okas, som leder till en forfining av approximationen av f. D& varje konvergent f6ljd &r &ven en
Cauchyfoljd [36, sats 3.11], vet vi att (f,,)22, dr en Cauchyfoljd i Ssp. Speciellt ger detta oss att

11(fm) = L(fa)llfey = [lfin — fallgp — 0 som m,n — oo,

dér likheten foljer fran en applicering av (65). Nu ser vi att (I(f,))22, &r en Cauchyfoljd i Hry
vars gransviarde maste ocksa finnas i Hry. Detta leder oss till féljande definitioner.

Definition A.11 (Ito-integral av formen fo (t)dW (¢t)). Lat f € Hgp och anta att (v1)-(v3)
giller for f. D& definierar vi Ito—integralen I : Hsp — Hpy, I(f) = fOT f(t) dW(t) som

n—oo

n—1
i [ a0 AW () = tim 3 FED WD) - W),

dar t(") = iT'/n och konvergens sker i Hry.

Definition A.12 (Ito-integral av formen fo s)dW(s)). Lat f € Hgp och antar att (v1)-(v3)
galler for f. Da definierar vi Ité—integralen I : Hsp — Hgp, I(f)(t) = fot f(s)dW (s) som

i [ s () = i 3 60V $(2) ~ W),

n—0o0

for alla t € [0,7], déir s = iT/n och konvergens sker i Hgy.

A.3.6 Nagra viktiga egenskaper hos Ité6—integralen

Likheten (65) ar ett viktigt resultat som kallas for den Ité6—isometrin [13, lemma 3.1.5]. Det innebéar
att Ito—integralen &r en isometri; det vill sdga den &r en avbildning I : Hgp — Hgy som bevarar
avstand. Nérmare sagt giller det for alla f,¢g 1 Hgp att || I(f) — I(9)|lrv = ||f — gllsp. Som vi
sag anvands resultatet for att definiera It6-integraler som gransviardet av Cauchyfoljder i Hgy.
Dessutom kan det anvidndas fér att berdkna variansen hos en Ito—integral. Vi bevisar nu tva till
viktiga egenskaper hos It6—integralen.

Sats A.3 (Martingalegenskap). Stokastiska processen I(f):[0,T] x Q — R,

t
1(5)(t) = / f(s)dW(s), 0 <t <T,
0
dr en martingal med avseende pa filtreringen F = (F(t),t € [0,T]). Det betyder att E(|I(f)(t)|) <
oo forallat i [0,T], och omr < t, giller det att betingade viintevirdet'® E(I(f)(t)|F(r)) = I(f)(r).

Bevis. Vi har redan sett att [to—integraler &r begransade i vantevérdet. Det aterstar att visa att
E{I(H)O)|F ) =I(f)(r) for alla r,t i [0,T], r < t.

Lat I(f) = limp—eo I(fn), dér I(f,) &r Ito—integralen av en stokastisk stegfunktion enligt
definition A.10. Vi ser att

E(I(fn)) = (2 £ aw ">> = §E<f5”>>E<W<t51{> - W) =0, (66)
1=0 1=0

da vi vet att varje slumpvariabel fi(n) ar oberoende av dWZ-(n) och E(W(tgi)l) — W(ti”))) = 0.
Dessutom ger lemma A.2 oss att

E(I(f) = I(fa))l S EQL() = I(fa)]) < EULS) = IFD)*N? = 1) = I(fa)llrv- (67)

198e [19, kapitel 5.8] for mer om martingaler, filtreringar och betingade vintevirde.
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Valj ett godtyckligt ¢ > 0. Faktum att (I(f,))22, konvergerar mot I(f), tillsammans med (66)
och (67), betyder att det finns ett N sddant att n > N implicerar

B < EUS) = I(fa))] + BT (fa))] < e

Da e valdes godtyckligt har vi att [E(I(f))| = 0.
Vi kollar nu ndrmare pé betingade vintevirdet. Vi har fér godtyckliga r,¢ i [0, 7], r < t, att

E(I(SOWF () = EUF) @) = L)) + L)) F () = EA(f)E) = L)) + 1(F)(r) = I(F)(r),

ty

som foljer av att |[E(I(f))| =0, och

EI(f)(r)|F(r)) = 1(f)(r),
da I(f) dr en anpassad process. O

Sats A.4 (Kontinuitetsegenskap). Ito—integralen I(f)(t) dr ndstan sikert kontinuerlig med avse-
ende pa tidsvariabel t. Speciellt betyder detta att ndistan alla av dess realisationer dr kontinuerliga
funktioner pd intervallet [0,T].

Bevis. Tag t1,t21[0,T], t1 < to. Ito-isometrin (65) och villkor (v1) och (v2) i avsnitt A.3.5 ger oss
att

VE()(t2) — Tty = E (( " f(s) dW<s>) ) = [ e as

<2 / CE((f(s) - f(t2)?) ds + 2 / “E(f(0)?) ds

< ko(ta — 1) + 2t — ta ||| f(t1) Iy
< |ty — t1|(5koT + 4] £(0) ||y ),

dér sista olikheten foljer da (v1) och (v2) implicerar att || f(t)||ry < (k2T)Y2 + ||£(0)|lry < oo
for alla t € [0,T]. Vi ser att kontinuitet foljer eftersom till godtyckliga tidspunkt ¢ och ¢ > 0
kan vi vilja ett boll B = {s € [0,7] : |t — s| < /(5koT + 4| f(0)||%y)}, dér s i B implicerar att
() @) = I(f)(s)llrv <& O

A.4 Avslutning och vidare lasning

Vi har nu lyckats ger en definition pa Ité—integraler och vi har fatt villkor pa integranden f som
garanterar existensen av integralen. Vi har fatt dven lite mer intuition bakom betydelsen av att
integrera med slumpvariabler och vad konvergens &r for ndgot nar det géller sdidana objekt. Med
integralens definition som element i Hgy har vi dven fatt tillgang till Cauchy—Schwarz olikheten,
och vi har kunnat bevisa viktiga egenskaper hos It6—integraler sdsom kontinuitet och martingale-
genskapen. Dessa egenskaper anvénds, bland annat, for att bevisa den stokastiska kedjeregeln som
vi tittade pé i kapitel 8, och &ven den stokastiska produktregeln |12, kapitel 4.3].

Det mest viktiga med It6—integralen &r dess anvindning i definitionen av It6—SDE:n, som vi
tog upp i kapitel 4. Da Ito—-integralen &r en kontinuerlig, anpassad process som ar dessutom en
martingal, for vi da en It6—SDE som beskriver en kontinuerlig, anpassad process, vars slumpméssiga
beteende beskrivs av en martingal som underlattar berdkningar. Man kan &ven visa med hjilp av
dessa egenskaper existensen av unika l6sningar under vissa villkor ([12, kapitel 5.2]).

Det finns en rik och intressant teori bakom stokastisk kalkyl, och det har &r bara en boérjan.
For dem som &r intresserade i mer detaljer och hur egenskaperna hos [t6—integralerna hjilper oss
att forsta och anvinda SDE:er, rekommenderas virmt bockerna [1], [12], [43] och [24].
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B Variansreduktion for Monte Carlo-metoden

I kapitel 9 presenterades Monte Carlo-metoderna traff-miss—metoden och medelviardesmetoden.
Nu ska vi se hur metoderna kan férbattras genom att anvénda olika tekniker for variansreduktion.
Huvudinspirationen for detta kapitel dr [25]. Precis som i kapitel 9 anvinder vi oss av ett ater-
kommande exempel dér vi approximerar 7 /4 numeriskt. D4 medelvirdesmetoden har ligre varians
an traff-miss—metoden utfor vi alla tekniker for variansreduktion pa medelvirdesmetoden. Koden
finns i bilaga I.

Vi upprepar integralen vi vill approximera, (45) fran kapitel 9,

I=/01f(w)dw7

dér f &r en reellviird och kontinuerlig funktion som &r definierad i [0,1] med vérden i intervallet
[0,1].

Ett sédtt att minska variansen pa ar att 6ka n, men detta &r inte alltid den bésta 16sningen da
tiden det tar for datorn att utfora simuleringen 6kar med n. Ett annat satt dr att anvinda sig av
en integral som kan berdknas analytiskt. Lat g vara en funktion som kan integreras analytiskt. D&
kan vi skriva

1 1 1
| f@de= [ g@dot [ (@) - gz, (68)
0 0 0
vilket innebér att vi endast behdver anvinda Monte Carlo-metoder for att numeriskt 16sa den del
av integralen som inte kan beréknas analytiskt.

LAt oss nu kolla pa vart exempel. Fér den analytiska tekniken anviinder vi g(z) = 1 — 22 /2, dér

g ar Taylorapproximationen av f kring punkten z = 0. Vi noterar att fol g(z)dz = 5/6. Medel-

véirdesmetoden anvéinds da for att berdkna fol( f(z) — g(z)) dz fran (68). Detta ger oss variansen
6 - 1073, alltsa en variansreduktion av storleksordningen 107!.

En annan teknik som anvands vid variansreduktion gar ut pa att vi utnyttjar slumpvariabler
med kint véntevirde och som har positiv korrelation med variabeln som vi vill approximera. Vi
anvander alltsd kontrollvariabler. Precis som innan vill vi berikna integralen (45). Detta gor vi
genom att lata E(X) vara variabeln vi vill approximera. For traff-miss—-metoden har vi X =
Z och for medelvirdesmetoden har vi X = f(U). Lat Y vara en annan slumpvariabel som &r
korrelerat med X och dér viantevirdet ar noll. Vi later o € R vara en koefficient till Y. Da har vi
slumpvariabeln X + oY, vilket innebér att I = E(X + aY). Variansen av X + oY &r

Var(X + aY) = Var(X) + 2a Cov(X,Y) + o? Var(Y). (69)

Sedan minimerar vi variansen med avseende pa « for att fa

_ Cov(X,Y)
T T Var(y)
Inséttning i (69) ger oss
ov 2
Var(X + aY) = Var(X) — Cvgy})/) =(1—p(X,Y)?*)Var(X), (70)

dir p(X,Y) ar korrelationen mellan X och Y och dér vi har anvént

Cov(X,Y)
V/Var(X)Var(Y)

Alltsa kan vi minska variansen av X om X och Y har positiv korrelation.

Aterigen kollar vi nu pa vart exempel dér vi approximerar w/4. For att tillimpa variansre-
duktion med kontrollvariabler anviinder vi X = v/1 — U2 och Taylorapproximationen 1 — u? som
kontrollvariabel. Dock méste 1 — u? centreras och detta ger oss Y = 1/6 — u?/2. Vi méste dven
bestdmma ett viarde pa Cov(X,Y) numeriskt, vilket ger oss &. Vi anvénder alltsé approximationen

p(X,Y) =
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1 n

— X + aYy),

- ;( )
dér (X, Ys)p_, ér oberoende och likaférdelade slumpvariabler som uppfor sig p&4 samma sétt som
(X,Y). Detta ger oss variansen 1.4 - 1072, en variansreduktion med ungefir 3.6 - 1072,

Nésta metod for variansreduktion vi ska titta péa kallas for viktprovtagning och kan anvéndas
om regionen som vi vill approximera &r litet. Detta innebér att slumpgeneratorn kommer att ge
fa punkter som ligger i omradet och 16ses genom att vi anvénder en sannoliksférdelning dér det ar
mer sannolikt att slumpgeneratorn ger oss punkter som ligger i regionen vi vill approximera. Om
det vi vill approximera ar

E(f(X)) = / f(@)ox (@) de, (71)

dar px ar tdtheten av X, sa kan vi byta ut ¢ x mot ¢, som har annan tathet. Fér medelvirdes-
metoden har vi X = U ~ U(0,1). Tanken &r att ¢ ldgger storre vikt pa den region som vi vill
approximera in @x. Alltsa far vi

B(00) = [ wau) d. (72)

Lat oss aterigen se pa vart exempel. For viktprovtagning noterar vi att for integralen av f, déar
f(z) = V1 — a2, &r regionen av intresse néra origo. Vi kan alltsa vélja ¢(x) = (3y/1 — x)/2, vilket
ger 0ss

1 1
2
/ V1—z2dz = g/ V1+xp(z)da.
0 0
Férdelningsfunktionen for ¢ dr F,(z) = 1 — (1 — 2)%/2, vilket innebér att vi kan anvinda den
inversa transformationsmetoden [38, Kapitel 11.3]. Detta ger oss

/dex:gﬁ(m).
0

Med denna teknik far vi att variansen for medelvirdesmetoden blir ungefir 5.4-1073 i vart exempel.

Den sista metoden for variansreduktion som vi ska presentera gar ut pa att vi anvinder antite-
tiska variabler, slumpvariabler som har negativ korrelation. Med tva slumpvariabler X och Y och
I=E(X)=E(®) far vi

Var <;(X + Y)) = i (Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)). (73)

Med negativ korrelation mellan X och Y far vi alltsd mindre varians om vi anvénder (X +Y)/2
som en approximation till 7.

Aterigen kollar vi pa vart exempel déir vi approximerar /4. For att applicera antitetiska va-
riabler till medelvirdesmetoden noterar vi att om U ~ U(0,1) s& ar (1 — U) ~ U(0,1). Vi har
ocksd Cov(u,1 —u) = —1/12 och p(u,1 —u) = —1. D& f & monoton i intervallet [0,1], kan vi
forvinta oss att det finns negativ korrelation mellan f(U) och f(1 — U). I vart exempel anvinder
vi alltsd X = f(U) och Y = f(1 — U). Variansen blir d& 6.8 - 1073, alltsa en variansreduktion av
storleksordningen 10~1.

Vilken teknik f6r variansreduktion som ska anvindas beror pa problemet man vill 16sa [14]. Man
kan dven kombinera de olika teknikerna for att minska variansen ytterligare [25]. I vart exempel
kan vi kombinera viktprovtagning och antitetiska variabler. Detta ger oss variansen 3-10~°, vilket
innebér att vi far en mycket storre variansreduktion jamfért med om vi bara hade anvént en av
teknikerna.
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C Kod for kapitel 2

Hér ges koden for simulering och ritning av bada figurerna i kapitel 2. Vi ritar forst upp tva
realisationer av standardiserad Brownsk rorelse, och sedan 5 realisationer av funktionen F'(W (t)) =
exp(t + W(t)/2) samt medelvirdet av 1000 sddana vigar.

# Simulation av diskreta Brownska vdgar
import numpy as np

import numpy.matlib

import matplotlib.pyplot as plt

import math as math

# Sluttid, antal steg, och stegldngd
T=1, N =500, dt = T/N

t = np.linspace(dt, 1, N)

# Simulering av tvd diskreta Brownska vdgar

dW = math.sqrt(dt) * np.matlib.randn(2,N)

np.insert(dw, 0, 0)

np.insert(t, 0, 0)

W = np.cumsum(dW, axis=1) # Kumulativ summa for att bilda W

# Plot av bdda Brownska vdgarna
plt.plot(t, np.transpose(W)[:,], ls="--")
plt.xlabel("t")

plt.ylabel("W(t)")

# Simulation av Brownska vdgar for funktionmen 7 figur 2.

H*

Stuttid, antal steg, och steglangd
T=1, N =500, dt = T/N

t = np.linspace(dt, 1, N)

M

1000 # Antal simulerade vagar

# Simulering av M diskreta Brownska vdgar och berdkning av

# funktionen exp(t + W(t)/2) samt medelvdrde av denna dver wvarje vig
dW = math.sqrt(dt) * np.matlib.randn(M,N)

W = np.cumsum(dW, axis=1)

U = np.exp(np.matlib.repmat(t, M, 1) + 0.5%W)

U_mean = np.mean(U, axis=0)

np.insert(t, 0, 0)
np.insert(U_mean, 0, 1)
np.insert(U, 0, 1, axis=1)

# Plot av funktionen berdknad pd 5 diskreta vdgar samt medelvdrdet av alla M
plt.plot(t, np.transpose(U)[:, 1:5], "--", linewidth=1)

plt.plot(t, np.transpose(U_mean), "b")

plt.xlabel("t")

plt.ylabel ("$F(W(t))$")
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D Kod for kapitel 3

Har presenterar vi koden till kapitel 3. Med denna har vi 16st numeriskt It6—-integralen (6) och
Stratonovich—integralen (7), och vi har kollat pa storleken pa felen som fas med approximationerna.

# Approximationer av stokastiska integraler.
from numpy import *
import matplotlib.pyplot as plt

# Sluttiden, antal steg och steglangd:
T=1; N =500; dt = T/N

# Simulering av Brownsk rorelse m.h.a. pseudo-slumptal. Vi fizerar slumptalen
# som anvdnds for reproducerbarhet:

random. seed (30)

dWw = sqrt(dt) * random.randn(N+1)

aw[o] = 0O

W = cumsum(dW)

# Berdkna approxzimationer av Ito och Stratonovich integraler med givna Brownsk
# rorelse. Har anvands multiply() funktion for att multiplicerar dW och W
# elementvis. Denna 'vektoriserad' approach dr mer sparsamt med berdkningstid
# dn en mer direkt 'for'-loop metod:
ito = sum(multiply(W[0:N], dW[1:N+1]1))
strat = sum(multiply(0.5*(W[0:N] + \
W[1:N+1]) + 0.5 * sqrt(dt) * random.randn(N), dW[1:N+1]))
print('ito =')
print(ito)
print('strat =')
print(strat)

# Berdkna felet hos approzimationer:

itoerr = abs(ito - 0.5 * (W[N] * W[N] - T))
straterr = abs(strat - 0.5 * W[N]*x*2)
print('itoerr =')

print (itoerr)

print('straterr =')

print (straterr)
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E Kod for kapitel 4

Vi presenterar hiar koden som anvénds till kapitel 4. Vi implementerar EM-metoden pa tva olika
séitt for att 16sa den linjara SDE:n

AX(t) = 2X (t) dt + X (¢) AW (t), X(0) = 1.

Vi simulerar tio olika stickprov med forsta metoden for att visa slumpmaéssigheten hos den stokas-
tiska processen som l6ser SDE:n. Med andra metoden fixerar vi forst en simulering av Brownsk
rorelse och approximera 16sningen med vixande antal av steg, L. Med den analytiska l6sningen
(13) jamfor vi felen mellan dessa approximationer. Sedan plottar vi resultaten. Se figurer 3 och 4.

# Implementering av EM metoden pd en linjdr SDE.
from numpy import *
import matplotlib.pyplot as plt

# En funktion som léser generiska skaldra autonom SDE:er. Man anger

# begynnelsevardet, funktioner f och g, tidsinterwvallet och antalet steg man
# vill approzxrimerar med:

def SDE(XO0, f, g, tInt, L):

tDelta = tInt[1]/L # Langden av partitioner av tidsintervallet.
X = zeros(L) # Array for lagringen av diskreta approxzimationerna.
X[0] = X0 # Begynnelsevdrde.
Z = random.randn(L-1) # Skapa array av pseudo-N(0,1) stickprov.
for j in range(L-1): # EM iterationer.
X[j+1] = X[j]1 + tDelta * £(X[jl) + sqrt(tDelta) * Z[jl * g(X[jl)

return X

lam = 2; mu = 1; X0 = 1; tInt = [0,1] # Parametrarna till SDE:m.

f = lambda X: lam * X; g = lambda X: mu * X # Linjdra funktioner f och g.

# Fizerar en simulering av Brownsk rorelse till andra metoden:

N = 256; dt = tInt[1]/N

dW = sqrt(dt) * random.randn(N+1)

dw[0o] = 0

W = cumsum(dW) # Behovs till analytiska ldsmingen.

# Analytiska losningen givet Brownsk rorelsen:
Xtrue = XOxexp((lam-0.5*mu**2)+*linspace(0,tInt[1],N+1)+mu*W)

# Andra algoritmen som approximerar linjdra SDE:m med givna simuleringen av
# Brownsk rérelse tre gdnger med oOkande antal steg, och som berdknar felet hos
# approzimationerna:
L = [64,128,256]; R = [4,2,1]
for i in range(3):
Xapprox = zeros(L[i]+1)
Xapprox[0] = XO
for j in range(L[i]):
dWinc = sum(dW[R[il*j+1:R[i]*(j+1)+1])
Xapprox[j+1] = Xapprox[j] + R[i] * dt * lam * Xapprox[j] + mu * \
Xapprox[j] * dWinc
err = abs(Xapprox[L[i]] - Xtrue[N])
print('Felet vid L = ' + str(L[i]) + ' steg &r ' + str(err) + '.")

# Plottar tio simuleringar av SDE:n mha férsta algoritmen, och plottar
# approzimationen med L = 256 steg frdn andra algoritmen mot analytiska
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# losningen, och sparar figuren till en PDF fil for importering till Latex:
plt.figure(figsize=(9, 4))
plt.xlabel('t"')
plt.ylabel('x(t)"')
nSims = 10; L = 256
for i in range(nSims):
X = SDE(X0, f, g, tInt, L)
plt.plot(linspace(0, 1, L), X)
plt.savefig("figur3.pdf")
plt.show()

plt.figure(figsize=(9, 4))

plt.xlabel('t')

plt.ylabel ('X(t)")

plt.plot(linspace(0, 1, N+1), Xtrue, 'm-')
plt.plot(linspace(0, 1, 257), Xapprox, 'rx')
plt.savefig("figurd.pdf")

plt.show()
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F Kod for kapitel 5

Hér ges koden for de tva diagramen i kapitel 5. Forst utfors testet for stark konvergensordning,
som beskrivs i texten, f6r EM—metoden pa SDE:n

AX(t) = 2X (t) dt + X (¢) AW (t), X(0) = 1.

Resultatet av detta ritas 6verst i den sista rutan nedan. Dérefter utfors testet {6r svag konvergens,
som beskrivet i texten, pd samma SDE och resultatet ritas nederst i sista rutan.

## Test av stark konvergens av EN

# Problem- och approximationsparametrar
Imbda = 2, mu = 1, X_zero = 1, T =1, N = 2*xx9, dt = T/N

M = 1000 # Antal simulerade vdgar

X_err = np.zeros((5,M))
for s in range(O,M): # for-sats dver alla vdgar
dW = np.sqrt(dt) * np.matlib.randn(1,N) # Brownska inkrement
W = np.cumsum(dW) # Diskret Brownsk wvdg
X_true = X_zero * np.exp((lmbda - 0.5 * mux**2) + mu * W[O0,-1])
for p in range(1,6): # for-sats over alla stegldngder
R = 2x*%(p-1), Dt = R*dt, L = int( N/R ) # Uppdatering av steglangd
X_temp = X_zero

for j in range(1,L): # for-sats dver en wvdg

W_inc = dW[0, R * (j-1): R * j].sum()

X_temp = X_temp + Dt * Ilmbda * X_temp + mu * X_temp * W_inc #EN
X_err[p-1,s] = abs(X_temp - X_true) # Fel 7 slutpunkt

Dt_vals = dt * (2%*np.linspace(0,4,5)) #Vdarden pd stegldngder for plottning

## Test av swvag konvergens av EN

# Problem- och approximationsparametrar
lmbda = 2, mu = 1, X_zero =1, T =1

M = 500000 # Antal simulerade vagar

X_em = np.zeros((5,1))
for p in range(0,5): # for-sats dver alla steglangder
Dt = 2x*(p-10), L = int( T/Dt ) # Uppdatering av steglangd
X_temp = X_zero * np.ones((M,1))
for j in range(l,L): # for-sats dver en wvdg
W_inc = np.sqrt(Dt) * np.matlib.randn(M,1)
X_temp = X_temp + Dt * lmbda * X_temp + mu * np.multiply(X_temp,W_inc)
X_em[p] = np.mean(X_temp) # Medelvardet av wvardet © slutpunkten for 500000
# vdgar med stegldngd relaterad tzll p
X_err_w = abs(X_em - np.exp(lmbda))

Dt_vals_w = 2x*(np.linspace(1,5,5)-10) #Varden pd steglangder for plottning
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## Plot for analys av konvergens genom loglog-diagram

plt.subplot(1,2,1)
plt.loglog(Dt_vals, np.mean(X_err, axis=1), "bx-", 1lw=2)
plt.loglog(Dt_vals, Dt_vals**(0.5), "r--", lw=2)

plt.x1im([1/1000, 1/10])

plt.ylim([1/1000, 101)

plt.xlabel("$\Delta t$")
plt.ylabel("$\mathbb{E}|X_N-X(T)|$", labelpad=0)

plt.subplot(1,2,2)
plt.loglog(Dt_vals_w, X_err_w, "b*-", lw=2)
plt.loglog(Dt_vals_w, Dt_vals_w, "r--", lw=2)

plt.x1im([1/1000, 1/10])

plt.ylim([1/1000, 101)

plt.xlabel("$\Delta t$")
plt.ylabel("$|\mathbb{E}X_N-\mathbb{E}X(T) |$", labelpad=0)
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G Kod for kapitel 6

Hér presenteras koden som anvinds i kapitel 6. Vi implementerar Milstein—metoden for att 16sa
SDE:n
dX () =rX(t)(K — X(¢))dt + X (t)dW(t), X(0)= X,.

Vi berdknar felet for Milstein—metoden och plottar resultatet. Se figur 6.

## Implementering av Milstein metoden och plotta felet
import numpy as np
import numpy.matlib

import matplotlib.pyplot as plt

# Parametrar:

r =2
K=1

beta = 1/4
X0 = 1/2
T=1

N = 2x*x11
dt = T/N

M = 500
R=[1,16,32,64,128]

dW = np.sqrt(dt) * np.matlib.randn(M,N)
Xmilstein = np.zeros((M,5))

for p in range (0,5): #alla steglangder

Dt = R[p] * dt

L = int (N/R[p]l)

Xtemp = X0 * np.ones((M,1))

for j in range (1,L): #en wvig
Winc = dW[:,R[pl*(j-1)+1: R[p]*(j-1)].sum(axis=1)
Winc_2 = np.multiply(Winc,Winc)
Winc_2_dt = Winc_2 - Dt
Xtemp = Xtemp + Dt * r * np.multiply(Xtemp, (K-Xtemp)) + beta *
— np.multiply(Xtemp,Winc) + np.multiply(Xtemp,Winc_2_dt) * 0.5 *
— betaxx2 #milstein-metoden

Xmilstein[:, [p]] = Xtemp

Xref = Xmilstein[:,0].reshape(-1,1)
Xerr = abs(Xmilstein[:,1:5] - np.matlib.repmat(Xref,1,4))
m_Xerr = np.mean(Xerr, axis=0)

Dtvals = np.zeros((4,1))
for s in range (0,4):
Dtvals[s] = dt * R[s+1]

# Plotta

plt.loglog(Dtvals, m_Xerr, "b*-", lw=2, label="Fel mellan approximation och
< &kta ldsning")

plt.loglog(Dtvals, Dtvals, "r--", lw=2, label="Referenslinje")
plt.x1im([1/1000, 1/10])

plt.ylim([1/10000, 10])

41



plt.xlabel("$\Delta t$")
plt.ylabel ("$\mathbb{E} |X_N-X(T)[$", labelpad=0)
plt.legend(loc="upper right")
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H Kod for kapitel 8

Hér kommer koden till kapitel 8. Vi léser ekvationen V(X (t)) = /X (¢), dar X (t) 16ser SDE:n

AX (1) = (2 — X(1))dt + /X (&) dW (t), X(0) = 1.

Forst 16ser vi numeriskt SDE:n med EM-metoden, och sedan tar kvadratroten. Denna 16sning
kallas 'Xem1’ i koden. I andra 16sningen applicerar vi Itds lemma (41) pé ekvationen som ger:

7

avx() = (8V<X<t>>

1
) d(t) + 3 dW (t).
Vi léser dven denna SDE numeriskt med EM—-metoden. Denna 16sning kallas "Xem?2’. Till bada
16sningar anviander vi samma fixerad Brownsk rorelse simulering. Vi plottar bada lésningar mot
varandra. Se figur 9.

# Testa stokastiska kedjeregeln.
from numpy import *
import scipy.linalg
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametrar och begynnelsevdrde:

alpha = 2; beta = 1; T = 1; N = 200; dt = T/N; Xzero = 1;

Xzero2 = 1/sqrt(Xzero); Xeml = zeros(N+1); Xem2 = zeros(N+1); Xeml[0] = Xzero;
Xem2[0] = Xzero2; Xtempl = Xzero; Xtemp2 = Xzero2

# En for-loop som approxzimerar stickprov frdn SDE:rna Xeml och Xem2, bdda frdn
# samma simulerad Brownsk rorelsen:
for j in range(N):
Winc = sqrt(dt)*random.randn()
f1 = (alpha-Xtempl)
gl = beta*sqrt(abs(Xtempl))
Xtempl = Xtempl + dt*fl + Winc*xgl
Xem1[j+1] = Xtempl
f2 = (4*alpha-beta**2)/(8*Xtemp2) - Xtemp2/2
g2 = beta/2
Xtemp2 = Xtemp2 + dt*f2 + Wincxg2
Xem2[j+1] = Xtemp2

# Ta kvadratrot av Xeml & plottar mot Xem2. Sedan sparar figuren som PDF:
plt.figure(figsize=(9, 4))
plt.plot(linspace(0,T,N+1),sqrt(abs(Xeml)), 'b-")
plt.plot(linspace(0,T,N+1),Xem2, 'ro')

plt.xlabel('t')

plt.ylabel('V(X)")

plt.savefig("figur10.pdf")

plt.show()

# Berdnka maznormen av sktillnaden mellan losningarna:
Xdiff = linalg.norm(sqrt(Xeml) - Xem2,ord=inf)
print (Xdiff)
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I Kod for kapitel 9

Vi ger hér koden till kapitel 9. Vi approximerar w/4 med tva olika Monte Carlo—metoder, traff—
miss—metoden och medelvardesmetoden. Vi berdknar &ven felet och variansen. Dérefter applicerar
vi de olika teknikerna for variansreduktion som diskuteras i bilaga B.

##Trdff-miss-metoden
import numpy

N = 10000 #antal slumpvariabler
numpy .random.seed (1234) #sd att det gdr att reproducera och jamfora

#generera slumpvariabler
x = numpy.random.uniform(0, 1, [N, 1])
y = numpy.random.uniform(0, 1, [N, 1])

hit = x**2+y*x2 <= 1 #antal variabler som ligger % approxzimationsomrddet
approx = numpy.sum(hit) / N #approzimationen

err = numpy.abs(approx-numpy.pi/4) #berdikna felet

var = numpy.var (hit) #berdkna variansen

print('Verkligt véarde: ', numpy.pi/4)
print ('Approximation: ', approx)
print('Fel: ', err)

print('Varians: ', var)

##Medelvardesmetoden
import numpy

N = 10000 #antal slumpvariabler
numpy .random.seed (1234) #sd att det gdr att reproducera och jamfira

#generera slumpvariabler
u = numpy.random.uniform(0, 1, [N, 1])

e = numpy.sqrt (1-u**2)

approx = numpy.sum(e) / N #approzimationen

err = numpy.abs(approx-numpy.pi/4) #berdkna felet
var = numpy.var(e) #berdkna variansen

print('Verkligt vérde: ', numpy.pi/4)
print ('Approximation: ', approx)
print('Fel: ', err)

print('Varians: ', var)

##Variansreduktion med analytiskt metod

e_am = 1l-ux*2/2 - numpy.sqrt(l-u**2) #vi har g(z)=1-z°2/2

approx_am = 5/6 - numpy.sum(e_am)/N #approzimationen, integralen av g(z) ar 5/6
err_am = numpy.abs (approx_am-numpy.pi/4) #berdkna felet

var_am = numpy.var(e_am) #berdkna variansen
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print('Analytiskt metod:')

print('Verkligt véarde: ', numpy.pi/4)
print ('Approximation: ', approx_am)
print('Fel: ', err_am)

print('Varians: ', var_am)

##Vartansreduktion med kontrollvariabler

#approxzimera alpha

numpy . random. seed (4321)

w = numpy.random.uniform(0, 1, [N, 1]) #generarar slumpvariabler
X = numpy.sqrt(l-wx*2) #det vi vill approzimera

c = 1/6 - wx*2 #kontrollvariabeln

cov = numpy.mean ((x-numpy.mean(x))*(c-numpy.mean(c))) #Cov(z,c)
alpha = -cov / numpy.var(c) #berdkna alpha

e_kv = numpy.sqrt(l-u*+*2) + alpha*(l/6-u*x*2/2)
approx_kv = numpy.sum(e_kv)/N #approzimationen

err_kv = numpy.abs (approx_kv-numpy.pi/4) #berdkna felet
var_kv = numpy.var(e_kv) #berdkna variansen

print ('Kontrollvariabler:')

print('Verkligt varde: ', numpy.pi/4)
print ('Approximation: ', approx_kv)
print('Fel: ', err_kv)

print('Varians: ', var_kv)

##Variansreduktion med viktprovtagning

e_vp = 2*numpy.sqrt(2-u**(2/3))/3

approx_vp = numpy.sum(e_vp)/N #approzimationen

err_vp = numpy.abs(approx_vp-numpy.pi/4) #berdkna felet
var_vp = numpy.var(e_vp) #berdakna variansen

print ('Viktprovtagning: ')

print('Verkligt vdrde: ', numpy.pi/4)
print ('Approximation: ', approx_vp)
print('Fel: ', err_vp)
print('Varians: ', var_vp)

##Vartansreduktion med antitetiska vartabler

e_av = (numpy.sqrt(l-u**2)+numpy.sqrt(1-(1-u)**2))/2
approx_av = numpy.sum(e_av)/N #approzimationen

err_av = numpy.abs (approx_av-numpy.pi/4) #berdikna felet
var_av = numpy.var(e_av) #berdkna variansen

print('Antitetiska variabler:')

print('Verkligt vérde: ', numpy.pi/4)
print ('Approximation: ', approx_av)
print('Fel: ', err_av)
print('Varians: ', var_av)
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##Variansreduktion med viktprovtagning och antitetiska variabler

e_av_vp = numpy.sqrt(2-ux*(2/3))/3 + numpy.sqrt(2-(1-u)**(2/3))/3
approx_av_vp = numpy.sum(e_av_vp)/N #approzimationen

err_av_vp = numpy.abs(approx_av_vp-numpy.pi/4) #berdkna felet
var_av_vp = numpy.var(e_av_vp) #berdkna variansen

print ('Viktprovtagning och antitetiska variabler:')
print('Verkligt védrde: ', numpy.pi/4)

print ('Approximation: ', approx_av_vp)

print('Fel: ', err_av_vp)

print('Varians: ', var_av_vp)
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J Kod for kapitel 10
Hér ges all kod som anvéinds i kapitel 10. Koden giller approximationer av l6sningar till SDE:n

dr(t) = a(b—r(t))dt + o/r(t)dW(t), r(0)=ro,

med olika medel samt ett test for stark konvergensordning likt det i bilaga F. Vi bérjar med
ett test for att se hur ofta EM—metoden ger negativa viarden, och ddrmed odefinierade steg, vid
approximation av l6sningar. En modifierad EM—metod som undviker problem med negativa virden
anvinds sedan for att visa hur en approximation av 16sningar till SDE:n kan se ut. For att simulera
exakta 16sningar anvénds en algoritm for provtagning av en icke-centrerad y2—foérdelning. Denna
16sning anvands sedan for att jamfora hur bra den modifierade EM—metoden approximerar en
verklig 16sning. Slutligen gors ett test for konvergens av den metod som presenteras i [11], och
ritning av ett loglog-diagram tillsammans med en referenslinje. Proceduren for detta beskrivs i
texten.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math as math

## Problem- och approxzimations-parametrar
a=3,b=0.3, sigma = 0.2, T =1 # Problemparametrar
N = 2%%9, dt = 1/N # Antal steg, stegldangd

tl = np.linspace(0, T, N) # Diskretisering av tidsintervallet

r = np.random.randint(0,1000) # Slumpmissigt fro

## Test for negativitet av EM-metoden pd CIR-processen

X_zero = 0.1 # Startpunkt
M = 1000 # Antal wvdgar
count = 0
for i in range(O,M): # Loop oOver antal vdgar
dW = np.sqrt(dt) * np.random.randn(l,N)
W = np.cumsum(dW) # Diskret Brownsk vdg
X_temp = X_zero
for j in range(1,N): # Loop dver en wvig
W_inc = dW[0, R * (j-1): R * jl.sumQ)
X_temp = X_temp + Dt * a * (b - X_temp) + sigma * \
math.sqrt(X_temp) * W_inc # EM-metoden
if X_temp < O:
count = count + 1
break
print("Antal védgar diar EM gav negativt védrde: " + str(count))
print("Andel av totalt antal vdgar: " + str(count / M))

## MNodifierade Euler-Maruyama-metoden

X_zeros = np.arange(0,4,1) # Startpunkter

X_em = np.zeros((N,X_zeros.size))

for i in range(0,X_zeros.size):
np.random.seed(r) # Tilldelning av fro
dW = np.sqrt(dt) * np.random.randn(1,N)
W = np.cumsum(dW) # Diskret Brownsk wvig
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X_temp = X_zeros[i]
X_em[0,i] = X_temp
for j in range(1,N):
W_inc = dW[0, R * (j-1): R * jl.sum(Q) # dW
X_temp = abs(X_temp + Dt * a * (b - X_temp) + sigma * \
math.sqrt(X_temp) * W_inc) # Mod. EM-metoden
X_em[j,i] = X_temp

## Plot av CIR-processen med modifierade Euler-Maruyama-metoden

# Fallet ldg wvolatilitet

ax1=plt.subplot(l, 2, 1)

axl.plot(t2, X_em)

axl.set_ylim([-0.5, 3.5])

axl.plot(tl, b*np.ones(tl.size), "black", 1s="--")
axl.set_xlabel ("$t$")

axl.set_ylabel ("$r(t)$")

# Fallet hog wvolatilitet

ax2=plt.subplot(l, 2, 2, sharey=axl)

ax2.plot(t2, X_em2)

ax2.plot(tl, b*np.ones(tl.size), "black", 1ls="--")
ax2.set_xlabel ("$t$")

ax2.set_ylabel("$r(t)$")

plt.show()

## Exakt losming genom provtagning av icke-centrerad chi-tvd-fordelning

## For beskrivning av algoritmen, se referens t© kapitel 10

def CIR_sampling(a,b,sigma,N,tl,r, X_zero):
np.random.seed(r) # Tilldelning av fro

d = 4*xaxb / sigmax*2
X_true = X_zero * np.ones(N)

if d > 1:
for i in range(0,N-1):

¢ = sigmax*2 * (1 - np.exp(-ax(t1[i+1] - t1[i1))) / (4xa)

lmbda = X_true[i] * (np.exp(-a*x(t1[i+1] - t1[il))) / ¢
Z = np.random.randn()

X = np.random.default_rng() .chisquare(d-1)

X_truel[i+1] = ¢ * ((Z + np.sqrt(lmbda))**2 + X)

elif d <= 1:
for i in range(O,N-1):

c = sigmax*2 * (1 - np.exp(-a*x(t1[i+1] - t1[i]))) / (4x*a)

lmbda = X_truel[i] * (np.exp(-ax(t1[i+1] - t1[i]))) / ¢
N = np.random.poisson(lmbda/2)

X = np.random.default_rng() .chisquare (d+2*N)
X_true[i+1] = c*X

return X_true
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X_true = CIR_sampling(a,b,sigma,N,tl, r, 0.1)

## Plot for jdmforelse av modifierade EM-metoden och exzakt provtagning

plt.plot(tl, X_em[:,0], 1s="--", label="Modifierade EM-metoden")
plt.plot(tl, X_true, label="Exakt 14sning genom provtagning")
plt.plot(tl, b*np.ones(tl.size), "black", 1ls="--")

plt.ylim([-0.5, 3.5])
plt.xlabel("$t$")
plt.ylabel("$r(t)$")

plt.legend(loc="best")
plt.show()

## Konvergenstest for Euler-metoden frdn Dereich et. al.

alpha = (4*a*b - sigmax*2) / 8
beta = -a / 2
gamma = sigma / 2

N = 2%*13, dt = 1/N # Antal steg, stegldngd
tl = np.linspace(0, T, N) # Diskretisering av tidsintervallet

M = 1000 # Antal wdgar
X_zero = 0.1 # Startwvarde

X_err_diE = np.zeros((9,M))
for s in range(0,M):
seed = np.random.randint(0,1000) # Nytt fro for varje vig
np.random.seed(seed) # Tilldelning av fro
dW = np.sqrt(dt) * np.random.randn(1,N)
W = np.cumsum(dW) # Diskret Brownsk vdg

# Verklig losning enligt algoritm ovan
X_true = CIR_sampling(a,b,sigma,N,t1,seed,X_zero)

for p in range(3,12): # Loop dver warje stegldngd
R = 2x*(p-1)
Dt = Rxdt # Ny steglangd for approzimation
L = int( N/R ) # L Euler steg av ldngd Dt = R*dt

X_temp_diE = np.sqrt(X_zero)

max_err_diE = 0 # Storsta felet per wag

for j in range(O0,L): # Loop dver en vig
temp_err_diE = abs(X_temp_diE**2 - X_true[R*j])
if temp_err_diE > max_err_diE:

max_err_diE = temp_err_diE

W_inc = dW[0, R * (j-1): R * jl.sum() # dW

X_temp_diE = (X_temp_diE + gamma * W_inc) / (2x(1-beta*Dt)) + \
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math.sqrt ((X_temp_diE + gamma * W_inc)**2 / (4*(1-beta*Dt)*x2) + \
alpha * Dt / (l-beta*Dt)) # Euler metod frdn Dereich et. al.

X_err_diE[p-3,s] = max_err_diE

Dt_vals = dt * (2%*np.linspace(2,10,9)) # Steglangder for plottning

## Plot for analys av konvergens

plt.loglog(Dt_vals, np.mean(X_err_diE, axis=1), "b-*", lw=2, \
label="Fel mellan approximation och &kta 1l&ésning")

plt.loglog(Dt_vals, 0.15%abs(np.log(Dt_vals))#*+*(0.5) * Dt_vals**(0.5), \
"r--", 1lw=2, 1abe1="Referenslinje")

plt.x1im([1/10000, 1])

plt.ylim([1/300, 11)

plt.xlabel("$\Delta t$", fontsize="12")

plt.ylabel ("$\mathbb{E}$max$|r_j-r(tau_j)[$", labelpad=0, fontsize="12")

plt.legend(loc="best")
plt.show()
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