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Forord

Vi vill bérja med att tacka handledarna Tobias Magnusson och Martin Raum da de redan fran start
visade ett stort intresse for vart lirande och detta kandidatarbete. Speciellt vill vi tacka dem for deras
talamod och deras pedagogik i och med att manga av de komponenter som detta arbete har innefattat
inte omfattas av var grundutbildning.

I synnerhet &r vi tacksamma till Tobias som har haft tdlamodet att ldra ut material som strécker
sig langt utover vad man kan férvinta sig av ett kandidatarbete. Manga av anteckningarna om repre-
sentationsteori, gruppteori och abstrakt algebra har inte bara ledsagat oss om hur man kan betrakta
moduléra former ur vidare perspektiv utan dven férberett oss vél infér vidare studier inom matematik.

Och tack, Martin. Du har inte varit rddd att presentera material som har legat utanfér vara kun-
skapsramar. Forstaelsen for materialet ligger nu inom ett kortare rackhall &n vad det nagonsin har
gjort och fascinationen for &mnena bara gror.

Under arbetets gang har en dagbok tillsammans med en individuell tidslogg férts 6ver vara fram-
och motgangar. Daremot har det viktigaste verktyget for oss varit ett Git-repository for att handhalla
projektets filer, problemstallningar och dess struktur. Aven om alla forfattare har varit delaktiga i de
flesta delarna av detta arbete, presenterar vi nedan en tabell 6ver vilka som kan anses vara huvud-
forfattare av avsnitten:

Avsnitt Forfattare
Populédrvetenskaplig presentation VB, GM
Sammanfattning VB, GM
Inledning VB, GM
Forberedelser -
Speciella linjara gruppen SL2(Z) AA, EB
Ovre halvplanet H AA) EB
Kongruensdelgrupper och deras verkan pa évre halvplanet AA
Moduléra former AA, EB, GM
Moduléra symboler AA, EB, VB
Forsta ordningens Eisensteinserier VB
Fourierserieutveckling AA, EB, VB, GM
Eisensteinbasen for forsta nivans moduldra former EB, GM
Andra ordningens moduléra former -
Kopplingar till férsta ordningens moduléra former AA; GM
En forsta konstruktion av andra ordningens Eisensteinserier VB
Aritmetiska typer och periodpolynom AA, VB
Fourierserie av generaliserade andra ordningens Eisensteinserier AA
Avslutande reflektioner AA, EB, VB, GM
Algebraiska termer och definitioner AA, VB
Elementér talteori AA, GM
Lipschitz summationsformler -
Lipschitz summationsformel AA, VB, GM
Lipschitz polynomsummationsformel AA
Eichler-Shimura-isomorfin for vikt 2 AA
Mer om moduldra symboler AA, EB
Bernoullitalen Bj GM
Existensen av den modulédra diskriminantfunktionen A GM




Popularvetenskaplig presentation

Aritmetikens linda var lertavlor och dess niring bokféringen. Det drdjde emellertid inte lange innan
siffrorna frigjordes fran deras virldsliga anknytning och blev abstrakta idéer — idéer som borjade
utforskas utan tanke pa tillimpning. Det var hér talteorin och klassiska geometrin foddes.

Talteorins utveckling grundar sig i forsok att besvara nagra enkla fragor kring tal och deras egen-
skaper. Det visar sig ndmligen att ménga utav dessa lattforstaeliga fragor har ett svar som &r allt
annat dn trivialt. Ett vilkdnt exempel ar Fermats sista sats som sédger att det inte finns nagra positiva
heltalslosningar till ekvationen

a”+ b =c",

for heltal n > 2. Trots att denna sats formulerades redan ar 1637 av Pierre de Fermat bevisades den
inte forran ar 1995 av Sir Andrew Wiles. Wiles bevis blev 6ver 150 sidor langt och bottnade i att
hitta en djup koppling mellan elliptiska kurvor och moduldra former, det vill siga en koppling mellan
geometri och talteoretiska funktioner. Kopplingen kallas idag fér modularitetssatsen och férmodades
redan pa 1950-talet av matematikerna Yutaka Taniyama och Goro Shimura, vilket da kallades for
Taniyama-Shimuras férmodan.

En annan mycket produktiv matematiker som studerade moduléra former var Martin Fichler, som
apokryfiskt ar tilldelad citatet:

Det finns fem elementdra artimetiska operationer: addition, subtraktion, multiplikation,
division och moduldra former.

Bevisligen ar modulédra former av stort intresse. Dessa matematiska konstruktioner &r en klass av
komplexvarda funktioner vilka karaktériseras av att de dels uppfyller vissa symmetrier och dels &r
“tillrackligt snélla”. De enklaste typerna av modulédra former ar funktioner kallade FEisensteinserier.
Ett exempel illustreras i figuren nedan.

Illustration av Fourierserien av en Eisensteinserie av vikt 8, dir argumentet av
funktionen representeras av fargspektrumet.

Eisensteinserier ar inte bara anvindbara for att kunna generera fina bilder, utan de &r &ven anviandbara
da vi genom dessa kan hérleda en méangd av sa kallade identiteter. Ett ndra besldktat exempel till
Fermats sista sats dr Jacobis sats som ponerar 6ver antalet sétt ett positivt heltal kan skrivas som
summan av fyra kvadrater, vilket visar sig kunna uttryckas som en av dessa identiteter.

Kopplingen som Eisensteinserier och moduléra former har till lattforstaeliga fragor ar alltsa mer
an tillracklig for att vicka intresset hos de flesta, i synnerhet kandidatstudenter pa ett civilingenjors-
program. Fokuset av detta arbete ligger darfor i att studera strukturen pa dessa funktioner och sedan
generalisera funktionerna, dér vi pa vigen behandlar talteori, analys och abstrakt algebra.



Sammanfattning

Detta kandidatarbete i matematik — vid Chalmers tekniska hogskola — studerar en typ av mo-
duldra former vid namn Eisensteinserier med syftet att oka forstaelsen for bada av dessa matema-
tiska konstruktioner. Efter ett antal férberedelser borjar vi betrakta den klassiska Eisensteinserien,
visar att det dr en forsta ordningens modulér form, erhaller dess Fourierserieutveckling och un-
dersoker dimensionen av de vektorrum som spanns upp av dessa serier. Dérefter lyfter vi blicken
och redogor for kopplingen mellan férsta och andra ordningens modulédra former, mer specifikt
for glatta sddana. Den klassiska Eisensteinserien generaliseras sedermera till en andra ordningens
modulédr form. I nésta steg introducerar vi aritmetiska typer och periodpolynom, vilka grundar
sig i representationsteori och kohomologi. For periodpolynomen av SL2(Z) utvecklas dessutom en
begransning som &r ett starkare resultat &n vad som &aterfinns i litteraturen. Vi konstruerar dess-
utom generaliserade andra ordningens Eisensteinserier for SLa(Z), for vilka vi med hjilp av denna
periodpolynomsbegrénsning finner en Fourierserieutveckling. Slutligen foreslar vi inriktningar pa
framtida forskning for dessa generaliserade Eisensteinserier.

Abstract

This bachelor’s thesis in mathematics — at Chalmers University of Technology — studies a type
of modular forms called Eisenstein series with the intent of deepening the understanding of these
mathematical constructs. First we consider the classical Eisenstein series, prove that it is indeed
a modular form, obtain its Fourier series expansion, and examine the dimensions of the vector
spaces that are spanned by these series. Thereafter we examine the connetion between first and
second order modular forms, more precisely smooth modular forms. Following this, the classical
Eisenstein series is generalised to a second order modular form with the purpose of showcasing
the existence of a second order Eisenstein series. The two concepts arithmetic types and period
polynomials are then introduced. For period polynomials on SL2(Z) an original upper bound is
derived. Furthermore, we construct generalised second order Eisenstein series on SL2(Z), and by
utilising the upper bound of period polynomials on we derive a generalised Fourier series expansion.
Lastly, we suggest some directions for future research into these generalised Eisenstein series.
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Notation

q, 4N

(a, b; ¢, d)
1 € SLy (Z)

tr(7)
Hom(G, H)

I'y

< L5

[a~b]

p: X ¢(x) €Y

Alla heltal storre dn 0.

Alla heltal storre dn eller lika med 0.

Alla heltal skilda frén 0.

Identiteten for den additiva gruppen av komplexa tal C.

Ett element 7 i det komplexa 6vre halvplanet H, vilket har den implicita
formen z + iy for x € R och y € Ry om inget annat framgar.

Beteckningar {or de 7-beroende ¢ = exp(27it) och qn = exp(2wiT/N).

Matris pa formen (29). For att sdrskilja detta frén godtycklig tupel
anvands nagot storre parenteser.

Enhetsmatrisen (17 0; 0, 1) i gruppen av 2 x 2-matriser med heltals-
komponenter och determinant 1.

Sparet a + d av matrisen v = (a, b; ¢, d).
Mangden av alla homomorfier fran G till H.
Sidoklassen {(57 16 € F}.

Ekvivalensklassen dér x ar en representant for nagon uppenbar ekvivalens-
relation.

Relationen < anvédnder vi som féljande. Om f, g ar funktioner definierade
pa nagon méngd X s att g > 0, sdger vi att f(z) < g(x) om det existerar
A > 0sa att det for alla z € X géller att | f(x)] < Ag(x). Vi kompletterar
med indexet f likt <y om valet av A beror pa f.

Notation for Iverson bracket, som &r 1 om a ~ b och 0 om péstaendet &ar
falskt.

Avbildningen ¢ som tar element x € X till element ¢(z) € Y.
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1 Inledning

Nyfikenhet ligger till grund for detta arbete. Det ar nervkittlande att svaren pa fragor sa enkla som "pa
hur manga sitt kan ett givet heltal skrivas som summan av fyra heltalskvadrater?” utvecklas till nagot
som kraver tdmligen god matematisk formaga for att forsta. Detta arbete dgnar sig at att studera det
maskineri som ligger till grund for vissa av dessa invecklade svar. Mer specifikt betraktar vi moduldra
former, i synnerhet FEisensteinserier. Syftet med detta arbete ar alltsd att fa en fordjupad forstaelse
av moduldra former, Eisensteinserier och deras kopplingar med varandra. Den metod som begagnats
for att uppna en fordjupad forstaelse har varit individuella litteraturstudier av ldrobocker och veten-
skapliga artiklar, vilka déarefter kompletterats med handledning. Studierna har mynnat ut i skriftliga
individuella sammanfattningar vilka gruppen tillsammans har diskuterat. Dessa sammanfattningar har
sedermera flitats samman for att skapa detta arbete.

Modulédra former ar komplexvirda holomorfa funktioner pa 6vre halvplanet vilka uppfyller vis-
sa symmetri- och begransningskrav. Dessa har en central roll inom modern talteori och geometri.
Exempelvis grundade sig beviset for Fermats sista sats av Andrew Wiles fran ar 1995 pa moduléra
former. Ett intressant specialfall av modulédra former kallas Eisensteinserier, och i en nyligen publice-
rad artikel av Raum och Xia [RX20] visade de att alla moduldra former kan uttryckas med hjélp av
Eisensteinserier. Detta éppnar upp mojligheten att studera dessa matematiska konstruktioner ur en
méangd olika perspektiv. Vi har i detta arbete avgrénsat oss till att studera dem med maélet att harleda
en Fourierserieutveckling av forsta respektive andra ordningens Eisensteinserie.

For att ytterligare overtyga ldsaren om anvandbarheten av dessa serier visar vi kort hur de verktyg
som utvecklas senare i rapporten kan anvindas for att svara pa den enkla fragan stélld i borjan av
detta avsnitt: pa hur manga sétt kan ett givet heltal skrivas som summan av fyra heltalskvadrater?

Lat r(n, k) beteckna antalet sitt vi kan skriva heltalet n som en summa av k stycken heltalskvadra-
ter, och lat @ vara den genererande funktionen till 7:

o(t, k) = Z r(n, k)(z%””.
n=0

Det kan da visas att 8 &r en moduldr form som tillhor ett 2-dimensionellt vektorrum uppspént av Eisen-
steinserier. Genom att betrakta koefficienterna fo6r deras Fourierserieutvecklingar erhaller vi r(n, k) som
en explicit linjirkombination av dessa Eisensteinserier. For k = 4 far vi speciellt

r(n,4) =8 Z d,
0<d|n
4n

och problemet ar harmed 16st.

2 Forberedelser

2.1 Speciella linjara gruppen SLy(7Z)

I detta arbete kommer den speciella linjara gruppen av grad tva éver heltalen, SLo(Z), att ha en central
roll. Denna grupp ges av

SLa(Z) = {(CC‘ 2) € 727 ad — be = 1}

vars gruppoperation ges av vanlig matrismultiplikation (for definition av grupp se definition A.1). Ofta
betecknas 7 som ett element i SLo(Z), déar det dr underforstatt att v = (a, b; c, d).
Det visar sig att denna grupp genereras av elementen

0 -1 11
S:<1 0> och T:<O 1),



det vill siga varje element i SLy(Z) kan skrivas som en produkt av S, T och deras inverser. Noteras
det ocksa att S? = —1 och T" = (17 n; 0, 1) for godtyckligt n € Z kan foljande sats formuleras.

Sats 2.1. Varje element v € SLo(Z) kan med heltal m, ay, . .., «; skrivas pa formen
v =T eller v =TT STH STt ... ST,
Ar ¢ # 0 siger vi att lingden av v ér det minsta | sd att v kan skrivas pd denna form.

Bevis. Vi bevisar satsen genom induktion pa c¢(y). Lat oss forst betrakta v € SLo(Z) dér ¢ = 0.
Eftersom ad — bc = 1 méste a = d = £1. Detta innebér att v &r pa formen

_ +b _ 1 +b
y=4T —:I:(0 1),

och vi har erhallit den forsta likheten i satsen for fallet ¢ = 0. Vi gor nu induktionsantagandet for
alla v med |¢(y)| <n—1dar n € Zsg. For v med |c(y)| = n har vi da att

(st = (s b e) =a

ca—d ¢

Later vi o vara kvoten i den Euklidiska divisionen d = ca + r for ndgot |r| < |c|, 4r det tydligt att
|e(0)] = || < |e(v)|. Enligt induktionsaxiomet f6ljer ddrmed péstéendet. O

Valet av generatorerna S och T &r inte unikt — paret S och ST genererar ocksd SLa(Z). Detta
val har en intressant egenskap: S* = (ST)® = 1. Vi siiger att elementen S och ST har ordning 4
respektive 6. Detta skiljer dem fran méanga andra element, exempelvis T' som har odndlig ordning
vilket innebér att T™ # 1 for alla n # 0. Det leder oss till frigan om vilka element i SLo(Z) som har
dndlig ordning. For att kunna besvara denna fraga behovs forst en del forberedande arbete goras.

Vi minns att egenvirdena A till en 2 x 2-matris med determinant 1 ges pa formen

A= %(tr(fy) +V/tr?(y) —4), (2.1)

vilket dr viktigt eftersom elementen i SLo(Z) kan kategoriseras utifran deras egenvérden.

Definition 2.1. Lit v € SLy(Z). Vi séger att v &r
1) hyperboliskt om |tr(vy)| > 2, i vilket fall 4 har tva reella egenvérden,
2) paraboliskt om |tr(y)| = 2, i vilket fall v har ett reellt egenvirde +1,
3) elliptiskt om |tr(7y)| < 2, i vilket fall v har tva komplexa egenvérden.

Exempelvis dr S ett elliptiskt element och ST ett hyperboliskt element. Men i synnerhet #r vi
intresserade av den delgrupp som genereras av det paraboliska elementet T. Denna grupp betecknar

vi med ', och kan skrivas som
r;:{(é ’f) :nez}.
Denna grupp anvands flitigt for att skapa kvotméngden I'_\ SL2(Z) (se definition A.5) eftersom c(7)
och d(v) unikt definierar [y] € I'L\ SL2(Z).
Proposition 2.2. Avbildningen

®: T\ SLy(Z) 3 r;(i 3) — (c,d) € {(c,d) € Z2 : ged(c,d) = 1}

ar vdaldefinierad och bijektiv.



Bevis. For att visa att avbildningen #r vildefinierad, 18t 'ty = 't § for ndgra v, € SLa(Z). Det ger
att T"y = § for nagot heltal n. Saledes &r c(y) = ¢(J) och d(vy) = d(9).

For surjektivitet, vélj ett godtyckligt par av relativt prima tal, (¢, d). Enligt Bézouts identitet (se
proposition B.1) existerar det heltal a,b sddana att ad — be = 1. Detta ger att

(L (7)) = (cd),

vilket visar surjektivitet.
For injektivitet, 1at v och & uppfylla att ®(I'Ly) = ®(T'L ). Det betyder att c¢(y) = ¢(§) = ¢ och
d(v) = d(d) = d, och séledes fas

] a b d ) a(y)d—b a(o ] a(8)b(y)—aly
6 :< (Cv) (J))< (g))> ( () . (7)e (Zl(gzl g)) ( )> — Tl —a(H(G),

dér sista likheten foljer fran att a(y)d — b(y)c = a(d)d — b(§)c = 1. Detta visar att 'y = 'L 4, vilket
avslutar beviset. O

Innan vi aterviander till ordningen av ett element behéver vi hirleda en viktig egenskap hos para-
boliska element i SLa(Z).

Lemma 2.3. Varje paraboliskt element m € SLo(Z) kan skrivas pd formen m = £y~ Ty fér ndgot
v € SLa(Z) och n € Z.

Bevis. Om tr(r) = 42 tar elementet formen 7 = (a, b; ¢, 2—a), dér a(2 — a) — bc = 1. Da &r (a—1, b)
en vinsteregenvektor till 7 med egenvérde 1 eftersom

(a=1,0)7=((a—Da+bc, (a—1)b+b2—a)) = (a—(a(2—a)—bc), b) = (a—1,b).

Vidare, 14t m = ged(a — 1,b) s& att » = (a — 1)/m och s = b/m kan identifieras med en representant
v = (% # 7, 5) i TL\SLa(Z) (se lemma 2.2). D (r, s) ocksd ér en vinsteregenvektor till 7 med

egenvirde 1 maste
o Xk o EONE 3
m=\r s)T = \r s)

Lemma 2.2 ger nu att T'X yr = 'L v, och vi erhéller att 7 = v~ 1T"y for ndgot n € Z nar tr(m) = +2.
I det fall d& tr(w) = —2 sétter vi #’ = —z. Eftersom tr(n’) = +2 far vi att 7 = = —y~ 1T,
vilket avslutar beviset. O

Med dessa begrepp och egenskaper kan vi till slut atervinda till frigan om vilken ordning ett
element har.

Sats 2.4. FEit element i SLa(Z) har dndlig ordning om och endast om det dar elliptiskt eller lika med
+1. Vidare bestims ordningen av ett elliptiskt element € enligt

6 om tr(e) = +1,
ord(e) =<4 om tr(e) =0,
3 om tr(e) = —1.

Bevis. Forst betraktar vi ett paraboliskt element 7 = £y~ 1T"~ (se lemma 2.3) for ndgot heltal n # 0
och v € SLy(Z). D& 7™ = £y~ 1Ty maste mn = 0 for att 7™ = 1, vilket endast giller for m = 0
eller n = 0 och det paraboliska fallet ar ddrmed visat.

For hyperboliska och elliptiska element paminner vi oss om att distinkta egenvéirden innebér att vi
kan diagonalisera elementen. Vi kan darfor skriva dem péa formen PDP~! dir D ér en komplexvird
diagonalmatris och P &r en komplexvard matris.

D4 « ér ett hyperboliskt element fir vi att 4™ = PD™P~1. Fran (2.1) ser vi att absolutbeloppet
av egenvirderna till v dr skilda fran 1, och dérfor giller det att 4™ = PD™P~! = 1 om och endast
om m = 0, och det hyperboliska fallet dr ddrmed visat.



Om e &r ett elliptiskt element géller det att tr(e) € {—1,0, 1}, for vilket vi genom (2.1) kan berdkna
dess egenviirden. Om tr(e) = 1 far vi att egenvérdena blir e*?7/6 vilket ger att ordningen ar 6. P&
liknande sétt far vi att om tr(e) = 0 ar egenvirdena =i och ordningen &r 4 samt om tr(e) = —1 blir
egenvirdena e*27/3 vars ordning ar 3. Satsen ar dirmed visad. O

2.2 Ovre halvplanet H

For att senare kunna definiera och studera moduldra former behéver vi betrakta det 6vre halvplanet
och hur Mébiusavbildningar beter sig pa det.
Det 6vre halvplanet definieras som

H:{TE(C:ImT>O},

vars element ofta betecknas med 7 = x + iy for € R och y € Ryy. Pa denna méngd vinsterverkar
SL2(Z) genom Mobiusavbildningen
at +b

cr+d’

Lisaren kan bekrifta att (yd)r = (07) for 7,6 € SLa(Z) och (1, 0; 0, 1)7 = 7, det vill siga att
Mobiusavbildningar ger upphov till en gruppverkan. I synnerhet far vi att

T =

_(ad—bc)y  Imrt och d(yr)  ad—bc
o er4d2 Jer+dJ? dr (et +d)?

Im(y7) = (cr+d)"2%

For modulédra former &r det naturligt att utvidga det 6vre halvplanet till att inkludera den imagi-
néra oéndligheten ico. For att Mobiusavbildningen ska verka slutet pa denna méngd behover vi dven
inkludera spetsarna Q U {ico} genom

H* =HUQU {icc} dar ~(ico) = a/c och v(=d/c) = ico da ¢ # 0.

Nédr ¢ = 0 ar y(ico) = ioo. Av sdrskilt intresse ar fizpunkterna f6r denna verkan, det vill siga de
punkter 7 dar v7 = 7. Det visar sig att man kan klassificera ett element v som paraboliskt, hyperboliskt
eller elliptiskt efter dess fixpunkter.

Proposition 2.5. Ldt v € SLy(Z) sa att v # +£1. Fizpunkterna kan dd bestammas efter |tr(v)|:

1) om v dr hyperbolisk har 7y inga fizpunkter ¢ H*,

2) om v dr parabolisk har vy exakt en fizpunkt i nagon spets 7 € Q U {ico},

3) om ~y ar elliptisk har vy exakt en fizpunkt i H.
Bevis. Forst betraktar vi fixpunkten i odndligheten. Vi har y(ico) = ico om och endast om ¢ = 0,
vilket implicerar att v &r pa formen 7" (se sats 2.1). Detta &r den enda fixpunkten eftersom ett
pa denna form ger att y7 = 7 + n for alla dndliga 7.

For resten av beviset antar vi att ¢ # 0, vilket bara kan ha dndliga fixpunkter. Har ger v7 = 7
upphov till en andragradsekvation med losningen

a—dt/(a—d)?+4bc  a—d+/tr’(y)—4
2¢ B 2¢ ’

dér sista likheten foljer av att ad — bc = 1. For paraboliska element &r 16sningen en rationell dubbelrot
eftersom tr(y) = +2 (se definition 2.1). For elliptiska element far vi tva icke-reella l6sningar, varav en
ligger i H, eftersom tr?(y) < 4. Detta visar de forsta tva fallen.
For hyperboliska 7 har ekvationen tva reella rotter da tr?(y) > 4. For att 7 ska vara rationellt maste
diskriminanten tr?(y) — 4 vara en perfekt kvadrat. Observera att de nirmaste kvadraterna till tr?(y)
r (tr(y) £ 1)2, vilket skiljer sig med |2tr(y) & 1| > 5 fran tr?(y). Dérfor kan tr?(y) — 4 inte vara en
perfekt kvadrat, vilket visar att 7 &r irrationellt och det sista fallet &r ddrmed visat. O



Framéver kommer vi att studera funktioner som ar symmetriska under verkan 7 — ~7. Lésaren
kéanner sdkert till att P-periodiska funktioner d4r symmetriska under transformationen ¢ +— t + P och
kan darfor helt forstas utifran deras beteende pa intervallet [0, P]. P4 ett liknande sétt innebér symmetri
under verkan av SLo(Z) att vi i regel inte behover studera funktionen pé hela H, utan kan begrénsa
oss till den sa kallade fundamentala domdnen

F={reH:|r|>1, |Ret| < 1/2}. (2.2)
Proposition 2.6. For varje T € H finns ett v € SLa(Z) sa att v € F.

Bevis. Fixera 7 € H och notera att uttrycket |cr +d| har ett minimum 6ver heltalsparen (¢, d) # (0, 0),
eftersom det endast finns ett dndligt antal par som ger |cr + d| < 1.

Lat (¢, d) vara det heltalspar som minimerar |er + d|. D& maste ged(c, d) = 1, eftersom det annars
inte skulle vara minimalt. Enligt proposition 2.2 kan vi identifiera (c,d) med ekvivalensklassen 'l ~y
for ndgot v € SLy(Z) med ¢(y) = ¢ och d(y) = d. Eftersom T"y1 = y7 4+ n kan vi vilja ett n si att
|Re(T™yz)| < 1/2. Slutligen; eftersom |c7 + d| &r minimal méste |(a + cn)7 + (b+ dn)| > |eT +d|, och
déarfor ar |T"vz| > 1, vilket visar att T"vz € F. O

Man kan latt utvidga pastdendet till att valet av v ar unikt sa ldnge inte 7 dr pa randen av F.
Vidare kan denna proposition tolkas som att kvotrummet SLo(Z)\H "modelleras” av F [DS00, s. 54].

2.3 Kongruensdelgrupper och deras verkan pa 6vre halvplanet

Senare i arbetet kommer vi att introducera moduldra former associerade till delgrupper av SLo(Z). I
synnerhet ar kongruensdelgrupper av intresse. Dessa kan betraktas som utdkningar av den principala
kongruensdelgruppen

I'(N) = {'y € SLy(Z) : (Z Z) = <(1) (1)> (modN)},

dér kongruensen sker elementvis.

Definition 2.2. Mangden I' C SLy(Z) sigs vara en kongruensdelgrupp om I'(N) C T {6r ndgot positivt
heltal V. Det minsta IV som uppfyller denna relation sidgs vara nivan av I.

Nér det i framtiden refereras till en delgrupp I', antar vi alltid att denna har ett begridnsat index
med avseende pa SLo(Z), det vill siga antalet element i T'\ SLo(Z) ar dndligt, men ofta kriver vi att
den ocksa ska vara en kongruensdelgrupp.

Betrakta nu kvotméngden I"\H*. Man kan visa att denna kvotméngd har strukturen av en s kallad
kompakt Riemannyta. Har denna yta g antal "hal”!, siger vi att I' har genus ¢g. Tv4 punkter 7; och
T9 ar ekvivalenta under verkan av I' om det existerar v € I" sa att y7, = 7».

Generatorerna for dessa delgrupper T' ar dock inte lika enkla som for SLo(Z). Foljande proposition,
visad av Fricke och Klein, och atergiven i Iwaniecs bok [[wa97], ldmnas dérfor utan bevis.

Proposition 2.7. Lat T' C SLo(Z) ha dndligt index, dir T\H har genus g, v antal inekvivalenta

elliptiska fizpunkter och h inekvivalenta spetsar. Dd genereras I' av hyperboliska element v1,...,v2q,
elliptiska element €y, ..., €. och paraboliska element my, ..., 7, som uppfyller relationen
[v1,Yg+1] - [vg, Yogler - epmy =1,

dér [y, 0] dr kommutatorn vy~ 1671,

IDetta begreppet kan goras rigorést, men ligger utanfér arbetets omfang.



2.4 Moduliara former

For att pa ett smidigt sitt kunna definiera och forstd modulédra former ar det viktigt att utveckla en
anviandbar notation. Vi introducerar déarfor streckverkan.

Definition 2.3. Lat f : H — C och v € I' C SLy(Z). Vi definerar da streckverkan av vikt k pa f som

(fl)() = (er + )" f (7).

Detta dr en hogerverkan av I', vilket ldsaren kan verifiera. Denna kan dessutom utvidgas till en
hogerrepresentation (se definition A.12) genom att lata gruppringen C[I'] (se definition A.10) verka
pa f genom

f‘k(a'y—l—bé) :a(f‘ky) —l—b(f’ké) respektive (f‘ka'y)bézab(f‘kvé)

for ay + b € C[I'], dar resterande relationer uttémms genom linjaritet.
Den etablerade notationen gér det nu mojligt att smidigt definiera forsta ordningens moduléra
former, vilka vi ofta bara kallar modulédra former.

Definition 2.4. Lat I" vara en kongruensdelgrupp och lat f : HH — C vara holomorf. Vi séger da att f
ar en (forsta ordningens) moduldr form av I' och av heltalsvikt k& om

f’ —1)=0for allay €T,
(f’k’y) ar begrénsad for alla v € SLa(Z) da 7 — ioco.

Vektorrummet som spénns upp av dessa funktioner betecknar vi Mg (T'). Om det vidare géller att
(f|k’y) (1) = 0da 7 — ico for alla v € SLo(Z) sdger vi att f &r en spetsform. Vektorrummet av
spetsformer betecknas S (T").

Krav (2) i definition 2.4 brukar kallas holomorfi i spetsarna, dar varje -y representerar spetsen (i00).
Begriansningen innebédr nédmligen att f’lﬂ kan utokas till en ”holomorf funktion i ico” — vad detta
betyder preciseras i sats 2.9 dar vi anvinder detta for att visa existensen av Fourierserieutvecklingar
av modulédra former. Innan dess hérleds dock ett antal ridkneregler for modulara former.

Proposition 2.8. Ldt f och g vara element i My (T') respektive My(T'). Da galler det att f - g dr ett
element i My1;(T'). Om det vidare galler att g dr nollskild pa H och att (f/g’k"y) (1) ar begransad dd
T — 100 for alla v € SLa(Z), gdller det att f/g dr ett element i My_(T').

Bevis. Notera att bade f - g och f/g ar holomorfa pa H och invarianta under streckverkan av I' av
vikt k +1 respektive k —[. Vidare ar bada begridnsade under streckverkan av SLo(Z) da 7 — ioo, vilket
avslutar beviset om att de 4r moduldra former. O

Sats 2.9. Ldt I’ vara en kongruensdelgrupp av niva N och lat f € My(T"). For varje val avy € SLo(Z)
har f | . €n Fourierserieutveckling pd formen

f|k’7 Z anQN

for 7 € H, dir gy = exp(2mit/N), och koefficienterna a, € C endast beror pd sidoklassen I'y (se
definition A.4). Vidare gdller att [ dr en spetsform precis ndar ag = 0 for alla .

Bewvis. Forst ska vi visa att f|k'y ar N-periodisk. Lisaren kan sjilv bekriifta att /TNy~ € I(N) C T,
sé att f ar invariant under dess streckverkan. I synnerhet har vi att

(f1) () = (Fl,TNy D)) () = (| ATV () = (F,7) (7 + N).

Det foljer att funktionen F'(qy) = (f|k’y) (N log(gqn)/(2mi)) dr véldefinierad for 0 < |gn| < 1, eftersom
olika grenar av logaritmen bara skiftar hogerledets argument med en multipel av N.



Notera nu att F'(¢yx) dr holomorf i den punkterade enhetsskivan. Nér 7 — ico gar gy — 0, sd F' ar
begrdnsad runt gy = 0, som dérmed ar en hdvbar singularitet. Det innebér att F' har en Taylorserie
runt gy = 0 som konvergerar i hela 6ppna enhetsskivan och saledes har f ’ ) en Fourierserieutveckling.

Att koefficienterna a,, bara beror pa sidoklassen I'y foljer av att f|I'y = f|x7y, och att koefficienter-
na i en Taylorserie &r unika. Konstanttermen ag &r gransvirdet limg, o F(gn) = lim; ;00 ( f |k7) (1),
och att detta ar noll for alla v &r sjédlva definitionen av spetsform, vilket avslutar beviset.

Historiskt sett har spetsformer varit tdmligen svarstuderade, men eftersom de kan Fourierserie-
utvecklas dr det mojligt att begrédnsa dem pa olika sdtt. Ett exempel pa detta ar foljande lemma,
som dr en modifierad variant av lemma 3.61 i [Shi94], vilken visar att spetsformer kan begridnsas av
imaginédrdelen av deras argument.

Lemma 2.10. Lat f € Mg(T") for nagon kongruensdelgrupp T'. Om [ € Si(T") eller k <0 gdller
NGRS
Bevis. Lat h(t) = |f(7)|y*/? och notera att h o ér invariant for v € I'. For v € SLy(Z) har vi
oy k/2 _
hym) = 11l (wler +d 7)™ = [(er + a)* Fm) [y = | 7], ()52,

Nér k < 0 ger uttrycket ovan tillsammans med begransningskravet i definition 2.4 att h(y7) &r be-
gransad nir 7 — ¢00. Om f &ar en spetsform géller samma begréansning &ven for positiva k, ty

k/2

o0
h(yr) = ‘Zanq%‘ykﬂ = (Q(qj\/)lnk/2 lgn] — 0 eftersom gn — 0.
n=1
Nu ska vi visa att h(7) &r begrinsad pa hela H med hjilp av fundamentaldoménen F fran (2.2).
Fixera ett . Vi har visat att det finns ett yo sd att h(y7) ar begriansad nir y > yo. Eftersom h &r
kontinuerlig &r h(y7) ocksa begrdnsad pa delméngden av F med y < yo, som &r sluten och begransad.
Alltsa finns en y-beroende konstant C,, sa att h(y7) < C, for 7 € F. Da h ar T'-invariant kan vi vélja
C., som bara beror pa sidoklassen I'y:

hITvT) = h(yr) < C, = Cry.

Eftersom I' har &dndligt index finns det d& bara en &ndlig uppséttning Cr, s& om vi kallar den storsta
konstanten for C &r h(yr) < C for 7 € F oberoende av vy € SLa(Z).

Slutligen tillimpar vi proposition 2.6: fér varje 7 € H finns ett v sa att y7 € F, som gor att
h(t) = h(y~1y7) < C. Sdledes ér h begrinsad péa hela H. O

Foljande proposition dr en modifierad variant av lemma 3.62 i [Shi94] och ytterligare ett exempel
pa en begransning av spetsformer, hér av deras Fourierkoefficienter.

Proposition 2.11. Ldt f € Si(T") for ndgot k > 0 och ndgon kongruensdelgrupp T' av niva N. Da dr
Fourierkoefficienterna a,, for f begransade enligt

|an| <5 n*/2.

Beuvis. 1 enlighet med sats 2.9 skriver vi f(7) = F(qn) = Y ang. Vi kan d& skriva dess koefficienter
enligt

1 F
™ qn

for nagon enkel positivt orienterad kurva som omsluter gy = 0. Satt kurvan till en cirkel med radie
lqv| = e~'/™. Da far vi att y = N/(27n). Med hjélp av lemma 2.10 kan vi di gora begrinsningen

|F(g)| < C(N/(2mn)) "' for nagot C > 0. Detta ger att

—1/n

|[F'(gn)| 2mn\ k/2 k/2
1) SO

vilket var det som skulle visas. O

lan| <e max(

q



Dessa begransningar kommer till stor anvindbarhet vid studier av den djupa koppling som féreligger
mellan moduldra former och homomorfier (se definition A.6) mellan kongruensdelgrupper I'" och C.
Tillika kommer egenskaper hos rummen av spetsformer till nytta da vi betraktar denna koppling.
Dérfor antecknas f6ljande proposition fran [DS00, s. 87-88], men beviset uteldmnas.

Proposition 2.12. Lat kongruensdelgruppen I ha genus g. Dad ar

dim¢ S2(T') = g.

2.5 Modulira symboler

For att skapa homomorfier mellan kongruensdelgrupper I' och C utnyttjas ofta konstruktioner som
kallas modulédra symboler. De har kopplingar till ett omrade inom topologi som kallas homologi.
For vara &ndamal definierar vi en modular symbol (-,-) : T' x S3(T') — C via

YZo0

(v, f) = f(z)dz
z0
for zg € H*. Som notationen antyder &r moduldra symboler oberoende av zg, vilket &dven géller da
zo = 100 eftersom Fourierserieutvecklingarna av spetsformerna visar att de avtar exponentiellt da
T — 100.

Proposition 2.13. Den modulira symbolen (v, f) = ;}ZO f(z)dz ar oberoende av zy € H, och upp-
fyller rakneregeln

(6, f) = (v, ) + (6, f) (2.3)

for alla f € S2(T") och 7,8 €T

Tva bevis av denna proposition finns i appendix E.

Likheten (2.3) innebéar att avbildningen v — (v, f) 4r en homomorfi fran T" till C for en fix spetsform
f € S2(T"). Det sista vi vill visa innan moduléra symboler kommer till anvindning &r hur vi kan begrinsa

dem med avseende pa ~.
Foljande proposition dr en modifierad version av O’Sullivans resultat i [OSu00].

Proposition 2.14. Lit f € So(T) for kongruensdelgruppen T'. Dad dr

(v, f) <5 le()l-

Bevis. Lat f € So(T') vara fixt och 1at zg € H. Eftersom ~vzy € H och Fourierserien av f i ioco ar
likformigt konvergent, kan vi skriva

) = [ (S anexn(252)) ds = 3 S (exp(2502) — exp(2p)).
#o n=1 n=1

Beteckna y = Im(zg) och kom ihdg att Im(yzg) = Im(zo)|czo + d|~2. D& |a,| < n for vikt k = 2 (se
proposition 2.11), erhélles

tar) exp (— 27

> exp(—ﬁ
E __2mny _ _2mny)) _ Nlczo+d]
< n_l(eXP( N‘cz0+d|2) (=7 )> 1- eXP(*ﬁ) 1 —exp(—232)’

Léter vi 29 = —d/c +i|c| 7!, finner vi via olikheten e=*/(1 — e™%) < 1/z for x > 0 att

Nlezg+d|> N Nlc|
« =

(. f) < 2y 2y

och beviset ar saledes klart. O



3 Forsta ordningens Eisensteinserier

Som vi motiverade i inledningen &r Eisensteinserier av stort intresse eftersom dessa kan uttrycka alla
sorters moduléra former. I detta avsnitt ska vi illustrera detta for forsta ordningens moduldra former
av SLo(Z).

Definition 3.1. Forsta ordningens Fisensteinserie av SLa(Z) och heltalsvikt k > 2 definieras som

E(r) = % Z (1’k7)(7) = % Z ﬁ

[v]er L\ SLa(Z) ged(e,d)=1
for - € H.

Att dessa summor ar vildefinierade ar inte sjalvklart. For forsta summan vet vi fran proposition 2.2
att alla representanter i 'Yy har samma relativt prima c(y) och d(v). Eftersom (1|kfy) (1) = (cT+d)~*
ar termen véldefinierad. Samma proposition sédger dven att varje relativt primt par (¢, d) forekommer
en gang i den tidigare summan, sa den andra summan har samma termer som den forsta. Senare, i
foljdsats 3.2, visas ocksa att serierna &r absolutkonvergenta, varfér summationsordningen inte spelar
roll.

Koefficienten 1/2 framfor Ej, &r en normeringsfaktor som tillkommer f6r att den konstanta termen
i dess Fourierserie ska bli 1, nagot som vi kommer att se senare.

Vidare kan vi omkonstruera Eisensteinserier sa att de kan ses som en flerdimensionell genera-
lisering av Riemanns zetafunktion, vilket dven sigs i [DS00, s. 4]. Vi kallar dessa Eisensteinserier
icke-normaliserade, eftersom den konstanta termen i deras Fourierserier inte blir 1.

Definition 3.2. Vi definierar forsta ordningens icke-normaliserade Eisensteinserier av SLo(Z) och

heltalsvikt k£ > 2 som )
Gi(r) = Z CETI

c,d€Z
(c,d)#(0,0)
for 7 € H.

Det forsta steget for att kunna konstruera och hérleda Fourierserieutvecklingen av en andra ord-
ningens Eisensteinserie ar att betrakta de metoder som begagnas for att finna Fourierserieutvcklingar
av forsta ordningens Eisensteinserier. Bland de viktigaste ar att bevisa absolut och likformig konver-
gens, som visas i féljande proposition.

Proposition 3.1. Om k > 2 dr Gy absolutkonvergent pa H. Vidare dr Gy likformigt konvergent pa
alla rektanglar R = {7’ eH:2zo<x<x1, y>19yo> 0}.

Bevis. Lat P,(7) vara randen till parallellogrammen med hérnen £n7r £ n {6r n € Zs( och lat
L(t)={ctr+deC:c,d€Z, (c,d)#(0,0)}. Tm 4

Snittet M, (1) = P,(7)NL(T) kan ses i figur 1. Fran nron nT k- n
denna ser vi att vi kan skriva f rj Z\ M, (1)
1 al 1 / >
G _ — — J Re
kN (T) Z (e + d)¥ Z Z wk
lel,Jd[<N n=lweM,(r)

(c,d)#(0,0) —nT —n —nT+n

Notera att antalet element i M, (7) dr 8n och att

det minsta avstandet, r,(7), fran origo till P, (1), Figur 1: Illustration av snittet mellan paral-
uppfyller relationen r, (1) = nry(7), dar r1(r) > 0 lellogrammen och gittret, det vill sdga méng-
som en f6ljd av att Im7 # 0. D& k > 2 kan vi da den M, (7).

for varje 7 € H uppskatta



N

= 87’1 Z

n=1 nrl =

()" ¢k — 1)

Mz

N 1
il T e
n=1weM,

dd N — oo eftersom Tn(T) ar mindre dn avstandet fran origo till M, (7) och eftersom Riemanns
zetafunktion ((s) ar absolutkonvergent for Res > 1.

Vidare anmérker vi att 71 (7) har en ldgsta begrénsning for varje rektangel R, vilket &r varfor vi
har en majorerande funktion pa varje sadant omrade. Weierstrafl majorantsats ger ddrmed att G (1)
konvergerar likformigt pa R, vilket avslutar beviset. O

Eftersom alla termer i Ey finns i Gy, kan vi anvinda samma majorerande serie pa Ey.

Foljdsats 3.2. For k > 2 dr Ey, absolutkonvergent pa H samt likformigt konvergent pa alla rektanglar
{TGH:xogxgxl, y2y0>0}.

Med konvergens bevisad fér bada serierna kan vi till slut visa hur Gy och Ej forhaller sig till
varandra.

Proposition 3.3. For k > 2 uppfyller Gy, och Ej relationen

Gi(7) = 2¢(k) Ex(7).

Bevis. Notera att givet (c,d) € Z? ~ {(0,0)} finns ett unikt par (c’,d’) s& att (¢,d) = n - (', d') dir
n = ged(ce, d). Eftersom Gy ar absolutkonvergent kan vi byta ordning pd summationen:

%) 1 oo 1 1
=Y Y ot ela X e m 260 B,

1 ged(e,d)=n n=1 ged(c’,d’)=1
O

Tillrackligt mycket teori 4&r nu pa plats for oss att kunna formulera det som ndmns redan i inled-
ningen: Eisensteinserier av férsta ordningen &r forsta ordningens modulédra former.

Sats 3.4. For heltalsvikt k > 2 dr Gy och E moduldra former av SLy(Z) och vikt k.

Bevis. For att visa att Ej, &r invariant under streckverkan av SLy(Z) observerar vi att

Ei|,y = Z (1|k5)|k7: Z 1}k57:Ek’

[6]eT L\ SL2(Z) [6]eT L\ SL2(Z)

dér sista likheten foljer av koordinatbytet 6 — 6y, att (I'Z\ SLa(Z))y~ = I'L\ SL2(Z) tillsammans
med absolutkonvergens. Darav ar Ej och Gy invarianta under streckverkan av SLo(Z), och likformig
konvergens innebér att funktionerna ar holomorfa. Beviset av proposition 3.1 innebér ocksa att Gy, ar
begransad pa rektanglar [0, 1] 4 i[yg, 00), som pa grund av 1-periodicitet ar giltig for alla x + iy med
y > 1o, vilket ar precis vad vi menar med att funktionen &r begrdnsad nér 7 — ioc. O

3.1 Fourierserieutveckling

Genom att minnas proposition 2.9 kan vi nu med sékerhet séga att varje forsta ordningens Eisenstein-
serie har en Fourierserieutveckling. Vi har dock i inledningen sett att den explicita serieutvecklingen ar
av intresse, inte bara det faktum att den existerar, vilket ar varfér vi nedan presenterar en hérledning
av denna.

I foljande bevis kommer Lipschitz summationsformel att anvéindas for att hirleda Fourierserieut-
vecklingen av forsta ordningens Eisensteinserie. Av platsskéal har vi lamnat formulering och flera bevis
av summationsformeln i appendix C.1.
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Sats 3.5. Lat Gy ha jimn heltalsvikt k > 2. Da har Gy Fourierserieutvecklingen

9

dir og—1(n) = Zd‘n d"=1 summerar dver alla positiva heltal som delar n.
Bevis. Eftersom serien ar absolutkonvergent (se proposition 3.1) kan den skrivas om som

Gilr) = Z (CT+d Z dk+ Z Z c7'+d r = 200k +2ZZ T+d

c,dEL dEZ#o ('GZ¢0 dEZ c=1 dEZ
(¢,d)7#(0,0)

eftersom k éar jaimnt. Genom Lipschitz summationsformel (se proposition C.1) erhaller vi att

’ —2mi)k &
Gi(r) = 20(k) + k !;mzlmk e =2 <<k)+2<(k2_1>)!;(§dk_l)qn

dér sista likheten foljer fran variabelbytena mc — n och m +— d sa att d delar n, vilket avslutar
beviset. O

Med hjilp av denna sats och propositionen om forhdllandet Gy = 2¢(k)Ej, (se proposition 3.3) kan
vi utrycka Fourierserieutvecklingen av Ej. Anvander vi dessutom forhallandet mellan Bernoullitalen
By, och Riemanns (-funktion,

o (QWi)kBk
for jamna k > 2 (se sats F.3), vilket ger att
2k
Ey(r) =1- 5 ;ak,l(n)q". (3.1)

3.2 [Eisensteinbasen for forsta nivans modulara former

For att fordjupa forstaelsen av vektorrummen av modulédra former dgnar vi detta avsnitt at att be-
stdémma dimensionen av och en bas for My (SLQ(Z)). For att gora detta utnyttjas att den sa kallade
modulira diskriminantfunktionen (se appendix G) A € My2(SL2(Z)) ér nollskild p4 H och har koeffi-
cient 0 och 1 for ¢°- respektive ¢'-termen i dess Fourierserieutveckling vid spetsen ioco (se sats G.5).
Det tillater oss att inducera 6ver vikten k& med hjélp av basfallen nedan.

Proposition 3.6. Om k dr udda eller negativ dr dim My, (SL2(Z)) = 0.

Bevis. Lat f € My (SL2(Z)). Om k &r udda maste f vara nollfunktionen eftersom —1 € SLy(Z) och

= (f,=1)(r) = (=D f(r) = = f(7).

Betrakta nu fallet da k& < 0. Skriv f som en Taylorserie i ¢, f(7) = F(q) enligt sats 2.9. For varje y > 0
infor vi en cirkel med radie |¢| = e=2™¥, sd att |F(q)] > Cy*/? pa cirkeln enligt lemma 2.10. Detta
tillater oss att uppskatta Fourierkoefficienterna:

1 [ Fla) —k/2 2mn
|an| = %/q"“ dQI < Cy M2,

Uppskattningen géller for alla y > 0, sa via gransviardet y — 0 ser vi att a,, = 0. O
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Proposition 3.7. Dimensionen av My, (SLQ(Z)) ar 0 for k=2, och 1 for k € {0,4,6,8,10}.

Bevis. Antag forst att k € {4,6,8,10}. Lat f € My, (SL2 (Z)) med Fourierkoefficienterna a,, fér n € Z>o.
Notera att f(7) — aoEy(7) € My (SL2(Z)) vars grinsviirde dr 0 d& 7 — ico. Genom division med den
modulédra diskriminantfunktionen erhélles att

f(1) —aoEr(r)  aig+0(¢*) a1+ O(q)

= = — a1

A(T) q+0(¢?) 1+ 0O(q)

d& g — 0, vilket &r ekvivalent med att 7 — ico. Dérmed &r (f(7) — aoEy(7))/A(7) begrinsad da
T — 400, och &r darfér en moduldr form av vikt k — 12 (se proposition 2.8). Men k — 12 < 0, sd
det maste vara nollfunktionen (se proposition 3.6). Detta ger att f(7) = agEx(7) for alla 7 € H, och
dérmed &r dim Mg (SL2(Z)) = 1.

Fér k = 0 ser vi pd samma sétt att (f —ag)/A =0, s& f = ap och dim My (SL2(Z)) = 1.

Antag nu att k = 2 och 18t f € My (SL2(Z)). D4 &r f(i) = 0 eftersom

FG@) = (£1,9) (@) =72 f(=1/3) = = f (D). (3-2)

Vidare &r f2 € My (SL2(Z)) (se proposition 2.8), och eftersom dim My (SL2(Z)) = 1 finns ett ¢g € C
sddant att f2 = coFy. Fran (3.1) har vi att

E4 (i) =1+ 240 i o3(n)e 2™ > 1 (3.3)

n=1

eftersom termerna i summan &r strikt stérre &n 0. Alltsd méaste cg = 0, vilket medfor att f = 0. Darmed
&r dim M3 (SL2(Z)) = 0, vilket avslutar beviset. O

En konsekvens av proposition 3.7 dr att E7 = Eg. Bida funktionerna dr nimligen element i
Mg (SLQ(Z)), som #r 1-dimensionell, vilket ger att det finns ett ¢ € C sidan att E? = cFEg. Eftersom
den konstanta termen i Fourierserieutvecklingen ér 1 bade for E? och Fg méaste ¢ = 1. P4 samma séitt
blir E4E6 = ElO-

Med undantag for udda vikter har vi hittills bara betraktat & < 12. Detta visar sig dock, pa
grund av symmentrin som aterfinns kring k = 12, vara tillrdckligt for att harleda ett uttryck for
dim My, (SL2(Z)) fér godtyckligt k € Z.

Sats 3.8. For varje heltal k dr My, (SLQ(Z)) andligdimensionellt. Fér jamna k > 0 ges dimensionen
av
|k/12] om k=2 (mod 12),

dim My (SLo(Z)) = {Ug/]_2j +1 omk#2 (mod 12).

Bevis. Vi vet redan fran proposition 3.6 och 3.7 att resultatet géller da k < 12 eller k &r udda. Antag
darfor att k > 12 ar jamnt och lat f € My (SLQ(Z)) dér ap = lim; ;00 f(7). Med samma argument
som i beviset for proposition 3.7 har vi att (f — agEx)/A = g € Mp_12 (SLQ(Z))7 eller omskrivet
f =aoEr + gA. Eftersom varje f kan skrivas pa den formen &ar avbildningen

¢ : C x Mp_12(SL2(Z)) > (¢, g) — cE) + gA € My (SL2(Z))
surjektiv. For injektivitet, anta att ¢(co, g) = ¢(¢o, g) for nigra co, g, ¢o och §. Vi ser att ¢(co — éo, g —
g) = 0, och dérmed &r dess Fourierkoefficienter a,, = 0. Da &r ¢y = & som foljd av att A inte har

nagon konstant term i dess Fourierserieutveckling. Da maste dven g = g, vilket visar injektivitet.
Eftersom ¢ ar bijektiv ar C x My _12 (SL2 (Z)) och M, (SL2 (Z)) isomorfa. Detta ger att

dim My, (SL2(Z)) = 1 + dim Mj,_12(SL2(2)),

och formeln for dim My (SLQ(Z)) foljer av induktion pa k fran basfallen i proposition 3.7. O
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Notera att E$ och E2 &r element i Mo (SLQ(Z)). Eftersom dim Mo (SLQ(Z)) = 2 betyder detta
att {E3, E3} antingen utgor en bas for M2 (SL2(Z)) eller r skalérmultiplar av varandra. Om de vore
skaldrmultiplar av varandra, s& skulle de vara lika, eftersom badas Fourierserieutveckling har konstant
term 1 och Fourierkoefficienter ér unika. Koefficienten for ¢'-termen #r emellertid 720 for Ef medan
den dr —1008 for EZ. Alltsd har vi en motsiigelse och Ej och EZ maéste dirfér utgora en bas for
M2 (SL2(Z)).

Fér att bestémma en bas for My, (SLa(Z)) for godtyckligt jimnt k& > 4 noterar vi att vi kan skriva
k = 4a + 6b, for nagra icke-negativa heltal a och b. Detta &r idén till féljande resultat.

Sats 3.9. For jimna k > 0 utgér FEisensteinbasen & = {EZEg ta,b >0, 4a + 6b = k} en bas for
My (SL2(Z)).

Bevis. Genom jamforelse av antalet icke-negativa heltalslosningar till ekvationen 4a + 6b = k (se
féljdsats B.3) och dimensionen av My (SL2(Z)) for jimna k > 0 (se sats 3.8), ser vi att € har ritt antal
element. Det aterstar att visa att elementen &r linjart oberoende.

Enligt (3.3) dr E4(i) > 0. Vidare sag vi i (3.2) att alla moduldra former av vikt 2 &r noll i 7 = 4.
Eftersom i® = 42 erhiller vi med samma argument att Eg(i) = 0. Om k < 12 ir elementen i &
trivialt linjart oberoende eftersom dim My (SL2 (Z)) <1 fér k < 10 och vi har bevisat att de ar linjéart
oberoende for £ = 12. Lat déarfér k > 12 och antag det finns C,; € C sé att

Z Ca’bEZ(T)Eg(T) =0
4a+6b=k
a,b>0
for alla 7 € H. Later vi 7 = ¢ ser vi att enbart en term med b = 0 kan vara nollskilld d& Eg(i) = 0
medan E4(z) > 0. Detta ger att koefficienter C, o = 0. Da vi nu &r sakra om att vi i alla termer har Eg,
delar vi med Fg. Genom induktion pa b blir resterande koefficienter 0 vilket visar linjart oberoende. [

4 Andra ordningens moduliara former

Hittils har teorin enbart betréaffat forsta ordningens moduléra former, men likt manga andra matema-
tiska konstruktioner kan dven dessa generaliseras. Ligger vi till ytterligare en mojlighet for invarians
kan andra ordningens moduléra former erhallas.

Definition 4.1. Lat I" vara en kongruensdelgrupp och lat f : HH — C vara holomorf. Vi séger da att
f ar en andra ordningens moduldr form av heltalsvikt k om

1) f] (y=1)(6 —1) =0 for alla y,6 €T,
2) (f’;ﬂ) (1) ar begransad for alla v € SLy(Z) d& 7 — ico.
Rummet av dessa funktioner betecknas med M3 (T').

Slutligen noterar vi att d4 man betraktar kopplingen mellan férsta och andra ordningens moduléra
former ar det av intresse att utvidga definitionerna genom att byta ut kravet om holomorfi till endast
glatthet. Vi gor ocksé det svagare begrédnsningskravet att ( f | k'y) (1) < y™ fér nagot m > 0 da 7 — ioco
for alla v € SLo(Z). Rummet av forsta ordningens glatta moduldra former betecknar vi My (T'). For
andra ordningens glatta moduldra former infér vi ocks& den ytterligare begransningen att

f‘k(ﬂ' —1) =0 f{or alla paraboliska 7 € T’

i syfte att dessa ska ha Fourierserieutvecklingar i alla spetsar. Rummen av dessa funktioner betecknar
vi M% (T'). Aven om det ér tydligt att andra ordningens modulira former ér en generalisering av férsta
ordningens moduléra former, ar det &nnu inte tydligt om vilka relationer dessa rum har. I kommande
delavsnitt ska vi darfér forsoka illustrera detta for glatta moduléra former. Déarefter ges ett exempel
péa en andra ordningens moduldr form fér godtycklig kongruensdelgrupp I'. Till sist introducerar vi
aritmetiska typer och periodpolynom, vilka anvinds for att kunna betrakta en sorts generaliserade
andra ordningens Eisensteinserier f6r I' = SLy(Z) for vilka vi hérleder Fourierserieutvecklingar.
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4.1 Kopplingar till forsta ordningens modulara former

De resultat som hér presenteras ar en grundligare genomgéng av resultat fran Chinta et al. i [CDO02].
Vi vill anmérka att ett starkare resultat har erhallits av Diamantis och O’Sullivan i [DO08], men
att denna teori &r mer komplicerad da den innefattar studien av Poincaréserier, en generalisering av
Eisensteinserier, vilket ligger utanfor arbetets omfang.

Minns att andra ordningens glatta modulédra former &r utvidgningen av andra ordningens modu-
lara former till att inkludera glatta funktioner, med begrénsningen att de behover vara invarianta
under streckverkan av paraboliska element. Var forstaelse av relationerna mellan detta rum och forsta
ordningens modulédra former borjar med att betrakta féljande relation.

Lemma 4.1. Lat f vara en andra ordningens moduldr form for kongruensdelgruppen I'. Da galler det
for alla elliptiska element € € T' att f|k(e —-1)=0.

Bevis. Eftersom elliptiska element har dndlig ordning (se sats 2.4), existerar det heltal n > 1 sd att

Flle=1) = fly(@H = 1) = fl(e = DA+ et -+

n

=+ Dff (e =1+ D flle =1 —1) = (n+1)f] (e~ 1),

§=0
vilket visar att f|k(e —1)=0. O

Redan nu kan den triviala relationen mellan férsta och andra ordningens moduléra former finnas.
Om en kongruensdelgrupp I' har genus ¢ = 0 har T" inga hyperboliska generatorer (se proposition 2.7).
Att I' d& genereras av enbart elliptiska och paraboliska element och att alla f & 1\71% (T') &r invarianta
under streckverkan av dessa element, géller det att 1\~/[i(F) = M (T).

For att betrakta icke-triviala relationer ar nésta steg ar att introducera Homg(I', C) som de homo-
morfier vilka avbildar paraboliska element 7 € I' pd 0 € C. En bas f6r dessa homomorfier ges av L;
for j =1,...,2g genom L;(Vm) = 0jm dé 7y, &r en hyperbolisk generator, medan L; = 0 for resterande
generatorer. Med en vél utvald bas hq, ..., h, for So(T') (se proposition 2.12) pastar vi att vi kan skriva

Li(y) = Re(v, h;) oml1<j<uyg,
S Im(y, hyg) om g+ 1< <2g.

Sannerligen bildar hogerledet en homomorfi (se proposition 2.13). I synnerhet &r det ett element
i Homy(I',C), d& paraboliska element har fixpunkter i H* (se proposition 2.5). For att visa att vi
kan skriva L; pa detta sitt ricker det med att bevisa att hogerledet bildar en bas fér Homg(I", C)
for varje bas hq, ..., hy. Detta gors med féljande proposition fran [GOO03], vilket &r ett specialfall av
Eichler-Shimura-isomorfin for vikt k& = 2, nagot vi bevisar i appendix D.

Proposition 4.2. Lat hy,. .., hy vara bas for So(T') for kongruensdelgruppen I'. Da bildar funktionerna
Aj(v) =Rely, h;)  och  Bj(y) =Im(y, hy)
en bas for Homg (T, C).

Eftersom (v, f) ar linjar med avseende pa f € Sy(I") aterfinns det nu att L; kan skrivas pa det
pastadda sdttet. Det &r mojligt att hitta funktioner A;(7) vilka uppfyller relationerna L;(y) = A;j(y7)—
A;(7), exempelvis genom

Ay = A Refihi()deom 1< j <y,
() =
’ Im [ hj—g(2)dz omg+1<j<2g.

Denna konstruktion kan tillika anvindas for att konstruera andra ordningens glatta modulédra former
fran forsta ordningens glatta moduléra former.
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Lemma 4.3. For f; € My,(T) gdller det att Z?il fiA; € 1\~/Ii(1“)

Beuvis. Beteckna summan som f och notera att A;(7) ar glatt och gar mot noll d& 7 — ioco. Eftersom
fi < y™ for ndgot m € Zxo da 7 — too, dr f likasd. For att visa resterande villkor, noterar vi att

streckverkan
2g

(L) () =D (er +d)7F (375 (vm)

j=1

ar begrénsad for alla v € SLy(Z) da 7 — ioco. For v € I' ser vi att f[i(y—1) =>_ f;L;(7). I synnerhet
ar flgx(m — 1) = 0 for paraboliska 7. Beviset avslutas genom observationen

fl =D -1 =3 LK fi,6 -1 =0.
J=1 D

Det ar alltsd mojligt att konstruera andra ordningens glatta moduléra former fran forsta ordningens
motsvarighet, men likvél ér det mojligt att gd at andra hallet. Nedan definierar vi en avbildning fran
MZ(T) till en direkt summa av Mg(T') (se definition A.8), visar att den &r surjektiv for att slutligen
anvinda den till att konstruera en exakt sekvens (se definition A.9).

Definition 4.2. Lat I' vara en kongruensdelgrupp med genus g > 1. D4 definierar vi
€MD) > f — (f],(n = D)oo fli(h2g = 1)) € DM (D).
j=1

Lemma 4.4. Avbildningen & dr surjektiv.

Bevis. Lat (fi1,..., f2q) € @?il My, (T) vara godtyckligt. Bildar vi f = Z?il f;Aj ser vi frén beviset av
lemma 4.3 att £(f) = (f1,..., fag) Eftersom (fi,..., fog) &r godtyckligt ar avbildningen surjektiv. [

Sats 4.5. Lat kongruensdelgruppen I' ha genus g > 1. Da dr féljande sekvens exakt:
0 — My(I') «— ME(I) — @) My () — 0.
j=1

Bevis. Den forsta delsekvensen féljer av definitionen av exakt sekvens. Den andra delsekvensen foljer
av att My (I') € M2(T) och att Mg (') = ker £ (se definition A.7). Att den sista delsekvensen &r surjektiv
har redan visats i lemma 4.4, vilket avslutar beviset. O

4.2 En forsta konstruktion av andra ordningens Eisensteinserier

Med en kénsla om andra ordningens modulédra former ar nésta steg att bekanta oss med exempel pa
andra ordningens moduldra former, mer specifikt andra ordningens Eisensteinserier. For att generali-
sera teorin till godtyckliga kongruensdelgrupper I'; betecknar vi

L =TLNr.

Definition 4.3. For f € Sy(I') av kongruensdelgruppen I' definierar vi Eisensteinserien Hj ; av
heltalsvikt £ > 3 som

Hk7f(7—) = Z (c<7:y’+{l>)k = Z <’73f><1|k7)(7_)

[YJeTENT [V]eETEATD
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Det ar inte sjélvklart att denna serie dr vildefinerad, sd 1at oss bekréfta detta. Vi vet redan att 1],y

4r oberoende av representantval i T'X \I'. Eftersom elementen i I'f, &r pa formen 7" € I' kan god-
tyckligt 6 € T'L oy skrivas som v = T"§, vilket ger

(v, ) = (T76,f) = (T, f) + (6, ) = (6, f),

déar vi har utnyttjat att moduléra symboler 4r homomorfier mellan T" och C (se proposition 2.13) och
att T™ har en fixpunkt i ico.

For att Hy y skall kunna visas vara en andra ordningens modulér form madste vi vara évertygade
om att den ar absolut och likformigt konvergent. Med orsak av detta formuleras féljande proposition.

Proposition 4.6. Ldt k > 3 vara ett heltal. Da dr Hy, y absolutkonvergent pa HU {ico} och likformigt
konvergent pd rektanglar {z € H* : z1 <z < x9, y > yo > 0}.

Bevis. Genom den 6vre begransningen av moduldra symboler (se proposition 2.14) aterfinns det att

(v, f) ]
(et + d)k < ler +d|F

(4.1)
Eftersom TH\T' C T'Z\ SLy(Z) finner vi genom en naturlig utvidgning av beviset for absolutkonvergens
av Gy, (se proposition 3.1) att pastdendet stdmmer. O
Sats 4.7. For heltal k > 3 giller det att Hy y € M2(T).
Bevis. For v € ' har vi att
Hegly= D GHAL) = D v 1N =Heyp = f) D, (1,0)
[S]eTLAT [s]eTd AT [S]leTLNT

dér andra likheten utnyttjar koordinatbytet § — dy~!. Hér #r sista termen en forsta ordningens
Eisensteinserie av vikt k for kongruensdelgruppen T, vilket for +,6 € T ger att

Hi |, (v~ 1)@~ 1) =0.

Det dterstar att visa att (Hy,¢|,v)(7) &r begréinsad da T — ico for y € SLy(Z). Fixera ett sadant
och lat 7 € H, sa att vi likt (4.1) kan gora begrinsningen

(Hesl ) (@) < D0 [e@)- () @l< > [e@) - (1]07) ()]
[BleTL\T [6]eTd\ SL2(Z)

€O)d0) — A _ (0)] -+ 1)
B T UL LSNP PR O e T

[5lerd\ SL2(2)

déir andra olikheten foljer av att TX\I' C T'L\ SLy(Z). Denna konvergerar likformigt pa rektanglar
{zeH*: 21 <z <my, y>yo >0} och ar dirmed begrdnsad d& 7 — ioo, vilket avslutar beviset. O

4.3 Aritmetiska typer och periodpolynom

Generaliseringen av Eisensteinserier till en andra ordningens modulér form &r alltsa fullt méjlig. Med
denna insikt ligger fragan om vilka andra generaliseringar som kan goras nara till hands. I detta
delavsnitt introducerar vi tva begrepp, aritmetiska typer och periodpolynom, vilka vi anvander for att
konstruera generaliserade andra ordningens Eisensteinserier.

Vi kallar dndligdimensionella komplexa representationer av delgrupper I' C SLo(Z) med &ndligt
index for aritmetiska typer (for definition av en representation, se definition A.12). I synnerhet &r vi
intresserade av symmetriska potenser av standardrepresentationen, sym¢(std), eftersom varje komplex,

16



icke-reducerbar och findligdimensionell representation for SLy(Z) ér isomorf med sym9(std). Aven om
konstruktionen av sym9(std) kan géras formellt, ricker det for vara dndamal att modellera denna
representation genom

d d d
<Z vaj>’y = Zvj(aX + ) (eX +d)4I for Zvaj eV,
Jj=0 j=0 j=0

dér V' ar rummet av polynom med komplexvirda koefficienter och hogst grad d.

Med dessa representationer kan vi da skapa periodpolynom. 1 detta arbete kommer de betraktas
som en formell konstruktion, men de hérstammar fran omradet kohomologi och ar egentligen ett fall
av 1-kocykler. Artikeln av Pagol och Popa [PP13] diskuterar detta i detalj.

Definition 4.4. Lat element i kongruensdelgruppen I' verka pa ett vektorrum V' som en aritmetisk
typ. D& definierar vi periodpolynomen av denna representation som funktionerna ¢ : I' — V vilka
uppfyller relationerna

o((35) =0 och  $(v8) = ()6 + $(5),
for alla v,0 € I

Observera att det direkt fran definition 4.4 foljer att ¢p(£7™) = 0 for allan € Z sd att £T™ € T', dir
det i synnerhet géiller att ¢(—1) = 0 om —1 € I'. Det kan oberveras att det existerar en avbildning som
tar element fran kvotméngden T'X\T till ett periodpolynom, vilket vi formulerar i féljande proposition.

Proposition 4.8. Lat ¢ vara ett periodpolynom for I'. Da dr foljande avbildning valdefinierad:
¢:TI\I STy — ¢(y) € V.
Bevis. Lat Ity = '} § for nagra v,0 € I'. Eftersom v = T™0 for nagot T € I' foljer satsen av att

¢(y) = ¢(T"6) = $(T")6 + ¢(8) = ¢(6). 0

Begréansar vi oss till I' = SLy(Z) erhéller vi ett intressant resultat.
Proposition 4.9. Periodpolynom for SLy(Z) bestams entydigt av sitt varde i generatorn S.

Bevis. Fran sats 2.1 vet vi att varje v € SLa(Z) med ¢ # 0 kan skrivas pa formen y = £7™ST* - .. ST
fér nagra heltal m, ay, ..., o;. Genom ordnade produkter 6ver gruppelementen erhaller vi att

() = o(£T™) ﬁ ST+ ¢<ﬁ ST ) = ¢(ﬁ ST ) = o(S)T f[ ST+ 0T f[ ST

7=0 7=0 3=0 j=1 j=1
! !
— o(S)T [ ST + ¢(H STGH> = = G(S) (T ST - ST 4 .. 4 T1§T% 4 o),
j=1 j=1
vilket visar fallet d& ¢ # 0. Eftersom ¢(y) = 0 di ¢ = 0 erhaller vi vad som skulle visas. O

Slutligen betraktar vi periodpolynom av sym9(std), vilka begagnas i efterféljande avsnitt for att
konstruera generaliserade andra ordningens Eisensteinserier. For att serien skall vara mojlig att betrak-
ta behover en 6vre begrinsning av periodpolynom av symd(std) etableras. Vi redogér detta i féljande
proposition och foljdsats, vilka ar starkare resultat dn vad som erholls i lemma 4.6 i [MR17].

Proposition 4.10. Ldt ¢ vara ett periodpolynom for sym9(std) av SLo(Z) och ldt || - || beteckna
godtycklig p-norm. For v € SLo(Z) med ¢ # 0 och langd 1 galler det att

lo(y) | < 2= le>ldll o4 4 1y =lel1a g 8) | ([ef + |d])* + [1e] > [d]] [6(S)]]
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Bevis. Notera att verkan av S pa V bara ar en omordning av element upp till elementvis multiplikation
av £1, vilket &r varfor ||vS|| = ||v| for v € V. Vidare uppskattar vi fér 7" dér n # 0 att

d J

. d _
2™ = [0 D7 () Xm0 < el D21+ Inl)” < 2(0+Jnl) ol
j=0 =0

Jj=0

Vi bevisar induktivt. For I = 0 och ag = 0 har vi att ||¢(y)|| = ||#(S)]| och for ag # 0 har vi att

ol = |oET™8T0)|| = [|$(S)T|| < 2(1 + |ao]) | &(S)]]

och basfallet ar ddrmed visat eftersom ¢ = £1 och d = +ap. Nu gor vi induktionsantagandet for §
med langd [ — 1 dér |d(d)] > |c(d)] > 0. Vi later v = ST si att v har lingd | med relationerna
d(0) = c(y) och ¢(6) = apc(y) — d(y). Om |d(y)| > |c(vy)| galler det att 0 # |ag| < |d(7y)/c(y)| och
darfor ar

Il = |los)T=e]| < 2(1+ laol)* (o) + e(S)) < 212 + V! llo(S)] (Je()] + [d(7)])*.

I det fall d& v = ST &r sddant att |c(vy)| > |d(y)| har vi enligt Euklides algoritm att ag = 0
(relationen mellan lingden av v och Euklides algoritm kan ses i beviset for sats 2.1), och vi kan pa si
sitt visa detta fall med hjalp av det som redan har erhallits:

Il < le@) | + o) < 2'(2* + 1) e(S)l (el + 1)) + (Il

Detta avslutar beviset. O

Foljdsats 4.11. Periodpolynomet ¢ for sym®(std) av SLo(Z) har den dvre begrinsningen
d+1 d . (147q) log,, 2
le(IF < 2 ¢(S) I (lel + |d])” min{]e], |d] } + [lel > ld[}[|o(S)]]

dir ¢ = (1+v/5)/2 och rqg =logy (14 279).

Bevis. Satsen foljer av att lingden av v &r vre begrinsad av [|¢| > |d|] + log,, min{|c],|d|} (se
foljdsats B.7) och den 6vre begransningen av ¢ enligt proposition 4.10.

4.4 Fourierserie av generaliserade andra ordningens Eisensteinserier

Med tillriackligt mycket teori pa plats dr vi nu redo att konstruera generaliserade andra ordningens
FEisensteinserier. Bendmningen “generaliserade” har forfattarna sjilva myntat eftersom de serier vi i
detta avsnitt presenterar inte &r andra ordningens moduldra former, bortsett fran vissa triviala val
av periodpolynom. Varfor dessa &nda betraktas dr for att de dyker upp som komponenter i vissa
vektorvirda moduldra former, vilka Mertens och Raum i [MR17] visade generaliserar begreppen hdgre
ordningars moduldra former, falska moduldra former och itererade Eichler-Shimura-integraler, dar
andra ordningens moduldra former &r en instans av hogre ordningars moduléra former.

Vi formulerar generaliserade andra ordningens Eisensteinserier i foljande definition, men anmaérker
till I&saren att motsvarande Eisensteinserier kan erhallas vid begransningen till kongruensdelgrupper I

Definition 4.5. Lit ¢ vara ett periodpolynom av sym¢(std) fér SLy(Z). D& definierar vi den genera-
liserade andra ordningens Fisensteinserie av ¢ och heltalsvikt k£ som

Bo= Y Golam=- ¥ Aot

[v]eT L\ SLa(Z) ged(e,d)=1

for 7 € HU {ico}. Att Ej 4 &r véldefinierad och att andra likheten géller foljer fran proposition 4.8.

18



Vore vi att viilja ¢ som periodpolynomet av den triviala representationen ser vi att ¢ € Hom(T', V).
Vid vidare begransningen att ¢(mw) = 0 {or alla paraboliska 7 € T, ser vi att ¢ € Homg(I", V') vilket
kan identifieras med en moduldr symbol, varpad Ej 4 kan identifieras med Hj ¢ (se definition 4.3).
D& T = SLy(Z) far vi emellertid att Hy r = 0 eftersom SLo(Z) genereras av det elliptiska elementet S
och paraboliska elementet T', s i syfte att kunna erhélla intressanta resultat bor darfor Ey, , studeras
for periodpolynomet ¢ till sym9(std) med d > 0.

Liksom vid studien av de tidigare definierade Eisensteinserier dr det forsta steget &ven for Ej 4 att
undersoka dess konvergens. Vi formulerar darfor foljande proposition.

Proposition 4.12. Lit k > 2+ (1 4+ 7q) log,, 2 +d wara ett heltal och ldat ¢ vara ett periodpolynom
for sym9(std) av SLa(Z). Dd dr Ey.4 absolutkonvergent pé H U {ico} och likformigt konvergent pd
rektanglar {z € H* : 21 <z < x5, y > yo > 0}.

Bevis. Vi generaliserar beviset av proposition 3.1 och behaller notationen dérifran. Vid beteckning
av m(d) =d + (1 + rq) log,, 2 erhéller vi genom foljdsats 4.11 att

m(d) nr d) N
¢(c,d) (lef +1d))™™ ' K 1
H ) (et + d)F <o D Tler +df <o Z Z TwlF T =8r7"(r) ) E—m(d)—1
(e,d)=1 (e, d)=1 n=lweM, (1) n=1
lel,ld|I<N lel,|d|<N

For alla k > 2 4+ m(d) konvergerar summan da N — oo, vilket visar absolutkonvergens. Likformig
konvergens foljer d& av Weierstral majorantsats. O

Aven om E, 4 pa egen hand inte utgor en moduldr form, kan vi trots detta ta fram en ”generaliserad”
Fourierserieutveckling av den, dar Fourierkoefficienterna ar r-beroende. Varfor Ej, »(7) i det generella
fallet inte har konstanta Fourierkoefficienter ar for att funktionen inte &r periodisk; den &r inte invariant
under streckverkan av T. Med hjélp av foljdsats 4.11 och féljande lemma, vilket &ar ett specialfall av
lemma 6.1 i [MR17] och bevisas i avsnitt C.2, kan vi formulera denna Fourierserie.

Proposition 4.13 (Lipschitz polynomsummationsformel). Ldit 7 € H och k > 2+ j for k,j € Zso.
Da dr 5
(X+n ( > 27rzn)k B— 1-7 (,]_/6> N . 4
~2 -~ XM—r)I =P,
%(Tﬂl mnzlq Z (k—B—1) Az_% A (=)

Sats 4.14. Lt ¢ vara ett periodpolynom for symd(std) av SLo(Z). Dd gdller det att
Ei.o(T) = —277@2 q" Z Z exp( 27m— Z@(c, d)
7=0

n=1 CEZ;&O d (mod ¢)*
J N\ (—omin)k—B— 13=8 ,. dyi—B—x
Z(é)((kiw;)— 1)! Z(] Aﬂ)XA(_T_E)J ’

B=0 A=0
omk >2+ (1+rq)log,2+d, dir ¢;(c,d) dr den jte komponenten i vektorn ¢(c,d) = S X7,
Bewvis. Vi skriver

Bro = 3 29D 0,1) + (—1)F6(0,-1) + Z yo oed)

d\k
ged(oa—1 (T T CEZ#O ged(e)=1 (T+ ;)

-y 4 zz““"c > zz¢ L (42)

F€Z¢o d (mod ¢)* n€Z T +e + ) €€Z¢o d (mod ¢) * nEZ c + TL)
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dér vi har anvint proposition B.4 och att ¢(0,4+1) = ¢(£1) = 0 i tredje likheten. Genom Lipschitz
polynomsummationsformel erhéller vi att

d_bi(c n) Q@ n)J
Z ¢(c,d)T sz=0¢J( ,d)(X +n) :Zﬁbj(cad)zﬁ

nez T+ +n) _nGZ (T"‘g"_n)k =0 nez (T"‘d"_n)k

27ka51]ﬁ — dyi—B-
:—2mz¢jcd Zq exp 2m )Z(ﬂ)((k—ﬂ)—l)!;(j)\ﬁ)X)\(_T_c) >\.

B=0

Applicerar vi denna formel pa (4.2) och omordnar den erhallna summan far vi det som skulle visas. [

5 Avslutande reflektioner

Kombinationen av litteraturstudier och handledning har vil tjinat syftet att fordjupa forfattarnas
forstaelse for modulédra former och angrinsande teori. Speciellt har studierna av matematiska artik-
lar gjort forfattarna mer bekvima med att tillgodogora sig den moderna matematiska forskningen.
Metoden har dessutom ldmnat utrymme for forfattarna att utforska diverse tangerande omraden.

I forhallande till syftet har alltsd metoden givit goda resultat, resultat vilka kan delas in i tva
olika kategorier — forfattarnas 6kade kunskap inom &mnena samt matematiska resultat. Den forsta
kategorin avser forfattarnas ckade forstaelse av moduldra former och Eisensteinserier efter arbetets
avslut, medan den andra kategorin avser de matematiska resultat som har fallit ur lirandeprocessen.

En objektiv diskussion kring forfattarnas forstaelse av de studerade &mnena &r ytterst svar att
genomfora. Darfor poangterar vi enbart att samtliga forfattare anser sig ha uppnat en tamligen god
forstaelse av grunderna inom modulédra former och angransande d&mnen samtidigt som de ocksa ocksa
blivit inférstddda med hur mycket de &nnu inte forstar. Vidare dr de matematiska resultat som fallit
ur ldrandeprocessen, och inte aterfinns i litteraturen, den 6vre begrdnsningen av periodpolynom for
sym9(std) av SL2(Z) och Fourierserieutvecklingen av den generaliserade Eisensteinserien av andra
ordningen, vilka ses i proposition 4.10 och proposition 4.14. Som tidigare ndmnt &r begrinsningen av
periodpolynom en starkare variant av lemma 4.6 i [MR17]. Forsta forfattaren formodar dessutom att
den 6vre begrédnsningen kan goras snavare och oberoende av langden av +.

Vad betraffar fortsatt forskning skulle &nnu intressantare resultat mojligen erhallas om den gene-
raliserade Eisensteinserien undersoktes for kongruensdelgrupper I' C SLy(Z). For att visa konvergens
for generaliserade Eisensteinserier for godtycklig kongruensdelgrupp méaste dock nya begriansningar av
periodpolynom erhéllas, vilket sannolikt kraver en okad forstaelse av kohomologi. Ett forsta steg skulle
kunna innebéra att betrakta periodpolynom av kongruensdelgrupper med tva spetsklasser.

Utover de aspekter av Eisensteinseriers Fourierserier som i inledningen ségs vara intressanta ar ocksa
deras egenskap att spdnna upp vissa rum av moduldra former av intresse. Vi har sett exempel pa detta
i avsnitt 3.2 dér Fourierserieutvecklingen anvénds for att visa att {EZEg ta,b>0, 4da+6b = k} for
jdmna k > 0 utgor en bas for My (SLQ (Z)) Eisensteinserierna har alltsa ytterligare ett fullgott skal for
entusiasm.
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A Algebraiska termer och definitioner

Definition A.1. En grupp G ar en méngd utrustad med en binér operation - : G x G — G sa att

1) (a-b)-c=a-(b-c), (associativitet)
2) det finnsett 1€ Gsdatt 1-a=a-1=aq, (identitet)
3) det finnsett ! e Gsdatta-a”t=a"1-a=1, (inverterbarhet)

for alla a,b,c € G. Om det dessutom géller att a-b=0b-a for alla a,b € G kallas gruppen abelsk eller
kommutativ.

Definition A.2. En ring R dr en méngd med de bindra operationerna addition + : R x R — R och
multiplikation - : R X R — R sa att

1) (a+b)+c=a+(b+c)ocha-(b-¢c)=(a-b)-c (associativitet)
2) a+b=b+a, (kommutativ addition)
3) det existerar 0,1 € Rsddana att a+0=aocha-1=1-a=a, (identiteter)
4) det existerar —a € R sadant att a + (—a) =0, (additativ invers)
5 a-(b+c)=a-b+a-coch(a+b)-c=a-c+b-¢ (distributivitet)

for alla a,b,c € R.
Definition A.3. En kropp K é&r en ring som dessutom uppfyller att
1)a-b=b-a, (kommutativ multiplikation)
2) oma#0finnsett ™' € K sdatt a-a™! =1, (multiplikativ invers)
for alla a,b € K.

Definition A.4. Lit G vara en grupp och lat H C G. For ett givet ¢ € G definierar vi d& den
(hogra) sidoklassen av H genom
Hg:{hg:gEG}.
Definition A.5. Lat G vara en grupp och lat H C G. D4 definierar vi den (hogra) kvotmdngden H\G
genom
H\G = {Hg:ge G}.

Tva representanter [a],[b] € H\G dér a,b € G ségs da vara ekvivalenta om det finns nigot h € H sa
att a = hb.

Definition A.6. Lat A och B vara tva algebraiska strukturer av samma typ. En homomorfi mellan
dessa strukturer dr dé en avbildning mellan strukturerna som &r strukturbevarande.

Exempelvis har vi for tva grupper G och H med gruppoperationerna - respektive x att en homo-
morfin f : G — H uppfyller

flg1-g2) = f(g1) x f(g2)
for alla g1,¢92 € G.
Definition A.7. Lat f vara en grupphomomorfi mellan G och H. Vi sdger da att kdarnan av avbild-
ningen f ar

ker f ={g€G: f(g) =1}.

Definition A.8. Lat {A;}7; vara en méingd édndligdimensionella vektorrum &éver kroppen K. Vi
definierar d& den direkta summan av dessa vektorrum som

@Az :{(al, ...,an) ta; € AJ}
il
Exempelvis har vi att A; ® As foljer réknereglerna c(a, b) = (ca, ¢b) och (a,b)+ (p,q) = (a+p,b+q)
for ce K, a,p € Ay och b,q € As. Hogre ordningar féljer motsvarande rakneregler.
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Definition A.9. Lat {Gj }j vara en méngd grupper med grupphomomorfier f; € Hom(G,_1,G;). Vi
sidger da att sekvensen

.ff_*igjil i)ijj_“)Gijj_ﬁ...
ar ezakt om im(f;) = ker(f;+1).

Definition A.10. Lit G vara en grupp och R vara en ring. Gruppringen R[G] definierar vi som
element pa formen
D> agg

geG

for ag € R. Addition och multiplikation fdljer fran
Zagg—FZbgg: Z(ag+bg)g och (Z agg)(z bgg) = Z(Z ahbk)g,
geG 9eG geG geG geG g€G hk=g

vilket medfor att R[G] &r en ring.

Definition A.11. Om R éar en ring definierar vi en (hdger) R-modul M av den abelska gruppen M
och den binéra operationen - : M x R — M sa att vi for varje r,s € R och x,y € M har

(x+y) r=xz-r+y-r, x-(r+s)=xz-r+x-s, x-(rs)=(x-r)-s och z-1==x.

Definition A.12. Lat C[G] vara gruppringen av gruppen G. Vi siger da att en (hdger-)representation
av G 6ver C ar en (hoger) C[G]-modul V. For definition av gruppring och modul, se definition A.10
respektive A.11.

B Elementar talteori

Proposition B.1 (Bézouts identitet). Ldt a och b vara heltal med storsta gemensamma delare d. Da
gar det att hitta x,y € Z sa att
ax + by =d.

Bevis. Notera att identiteten dr trivial da nagot av eller bada talen a,b ar 0. For resterande delar
antar vi darfor att a och b ar nollskilda. Vi antar ocksé att d € Z~( ar det minsta talet som uppfyller
att ax + by = d for nagra =,y € Z.

Vi visar forst att d delar bade a och b. Vi skriver a i termer av den Euklidiska divisionen a = dg+1r
med resten |r| < d och kvoten ¢. Har kan r skrivas pa formen

r=a—dq=a— (ax+by)g=(1—x)a— (yq)b.

Notera att 7 d& ar skriven pa samma form som d. Da d ar det minsta positiva talet som kan ha denna
form, innebér detta att » = 0. Vi far da att a = dq for vilket d delar a. Med samma resonemang far vi
att d delar b.

Vi vill nu visa att d = ged(a, b). Lat e vara ndgon gemensam delare till a och b sd att a = ea’ och
b = el for nagra heltal a’ och b’. Vi erhaller darfor

d=azx+by=ce(adz+by) eller dje=dz+Vyel.
Alltsa ar d den storsta gemensamma delaren eftersom d > ¢. Detta vilket avslutar beviset. O

Foljdsats B.2. Ldt a och b vara heltal med storsta gemensamma delare d. Givet en losning (x,y) till
Bézouts identitet, ar resterande lésningar pa formen

(z + nb/d, Yy — na/d)

forneZ.
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Bevis. Det ar tydligt att losningarna dr pa formen (z+ ab, y —aa) for nigra a € Q. For att 16sningarna
ska vara heltal kraver det att ndmnaren i o delar bade a och b, vilket motiverar losningsformen
(x 4+ nb/d, y —na/d) dir d = ged(a,b). Att n ar godtyckligt heltal utgor inget hinder, vilket avslutar
beviset. O

Foljdsats B.3. Lat k vara ett jaimnt heltal och lat N beteckna antalet icke-negativa heltalslésningar
till ekvationen 4a + 6b = k. Dad dr

Niok =k +1, (B.1)
Nisgyo =k, (B.2)
Niggta =k +1, (B.3)
Niggss =k +1, (B.4)
Niggys =k +1, (B.5)

Nigpr10=k+1 (B.6)

for k > 0. Speciellt dr
| om k=2 (mod 12),
|+1 omk#2 (mod12).

Nk:“

Bevis. Betrakta exempelvis (B.2), som hor till ekvationen 4a + 6b = 12k + 2, eller ekvivalent 2a + 3b =
6k + 1. Eftersom 2 och 3 &r relativt prima och en heltalslosning till ekvationen ar (a,b) = (3k — 1,1)
ges samtliga heltalslosningar av (a,b) = (3k — 1 — 3n,1 + 2n), n € Z (se foljdsats B.2). Av dessa ar
bade a och b icke-negativa dd 0 < n < k — 1. Alltsa har ekvationen k icke-negativa heltalslosningar.
Resterande fall bevisas pa samma sétt. O

Sl Sl

for jamna k > 0.

Proposition B.4. Ldat n vara ett heltal och lat
A={ke€Z:gcd(k,n) =1} och  B={relZ:[r] €(Z/nZ)*},
dir (Z/nZ)* syftar till alla inverterbara element i Z/nZ. Dd dr A = B.

Bevis. For att visa att A C B later vi k € A och noterar att vi behover visa att [k] ar inverterbar. Da
ged(k,n) = 1 ger Bézouts identitet att det finns x,y € Z sa att kx + ny = 1. For detta fall har vi att
ekvivalensklassen [z] inverterar [k] genom

[k][z] = [kz] = [1 — ny] = [1],

vilket visar att A C B.
For att visa att B C A later vi r € B och noterar att det per definition finns € Z sé att

[r]l2] = [ra] = [1].

Dérfor existerar det y € Z sa att ra—1 = ny. Eftersom ged(r,n) | n och ged(r,n) | r, maste ged(r,n) | 1
vilket &r varfor ged(r,n) = 1. O

Lemma B.5. Ldt Euklides algoritm kriva N steg for ett positivt heltalspar (a,b) dir a > b. Da dr
Fibonaccitalen (Fni2, Fny1) det minsta paret som detta kan ske for.

Bevis. Lat oss begagna induktion dir basfallet ar N = 1 for vilket det géller det att b | a. Det minsta
paret detta haller for ar (2,1) = (Fs, F3).

Vi gor induktionsantagandet for nagot tal N — 1, vars minsta par betecknar vi (ay—1,bx—1). For
det N :te steget erhaller vi da att det minsta ar

ay =g¢by +r=qgan—1+bn_1 > 1-Fny1 + Fy = Fnyo,

vilket avslutar beviset. O
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Proposition B.6. Det storsta antalet steg N i Euklides algoritm av ett nollskillt par (a,b) dr ovre
begrdansat av
N<1+ [|a\ < \bH +log,, min{\a|, |b|},

dir ¢ = (14 +/5)/2.

Bevis. Anta att |a| > |b|. For N > 2 har vi att

Eftersom |b| > Fn41 (se lemma B.5), har vi att
b| > N1 eller N <1 +log, [b],

vilket visar fallet da |a|] > |b].
Om |a| < |b| &r forsta iterationen i Euklides algoritm avbildningen (a,b) — (b, a) och vi ar tillbaka
forsta fallet, vilket avslutar beviset. O

Foljdsats B.7. Lat v € SLy(Z) dar ¢ # 0. Dd dr lingden av vy dvre begrinsat av
1< [|e] > |d]] +log, min{]c], |dl},

dir o = (1+v/5)/2.

Beuvis. Detta foljer direkt av relationen | = N — 1 (se proposition B.6 for begransning av N samt
beviset for sats 2.1 {or relationen mellan langden pa v och Euklides algoritm). O

C Lipschitz summationsformler

C.1 Lipschitz summationsformel

Lipschitz summationsformel kan ses som ett grundresultat féor modulara former da det kan utnyttjas
for att hirleda Fourierserieutvecklingen for Eisensteinserier (for exempel, se avsnitt 3.1). Manga gene-
raliseringar av Lipschitz summationsformel finns, inte minst den av Pasles och Pribitkin [PA01] som
generaliserar formeln till tva variabler. Detta avsnitt dedikeras till att visa grundformeln for Lipschitz
summationsformel, vilket vi sedan generaliserar till polynom i tdljaren. Ett mer generellt fall av det
senare visades av Mertens och Raum i [MR17].

Proposition C.1 (Lipschitz summationsformel). For heltal k > 1 och 7 € H gdller det att

1 _ (_27.”)]6 > -1 n
Z(T+n)k T k-1 ;”k

ne”Z

2miT

dirqg=-ce

Beuvis. Fixera y > 0 sd att vi kan beteckna vénsterledet som f,(x), vilket &r 1-periodiskt och absolut-
konvergent pd R. Detta innebédr att f har en Fourierserie som é&r likformigt konvergent pa R (se
exempelvis foljdsats 2.3 i [SS03]). Fixera n € Z och betrakta den n :te Fourierkoefficienten av f,:

) —27rzn:c ) e—27r'mz
—2mine qg — / de =e~ 7r"y/ dz, C.1
/ fulz 2 (x + iy +m)* Rty 27 (©1)

meZ

dér sista likheten foljer fran summering av integralerna och variabelbytet x — x 4+ iy. Betrakta para-
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metriseringen z = Re'® + iy dir Or(R) ir kurvan da 60

gar fran 0 till —7 och Cy(R) den dér 6 gar fran 0 till Im2
m, vilka kan ses i figur 2. Om n > 0 fas for R > y att Cy---
’/ e—27r1nz d ‘ R eQ-rrny o R+ '
z| <TR—— iy -7
cury A (R—y)k \ /
CrL-~ ,\)\//Re z
da R — 0o. Om n < 0 fas pa motsvarande sétt att inte-

gralen 6ver Cy(R) gar mot 0 d& R — co. Om n > 0 ad-
derar vi till integralen dver Cp(R) till (C.1) vilket sluter
integrationskurvan, varpa Cauchys residysats tillimpas
enligt

Figur 2: Kurvor Cy, och Cy som anvands
for att kunna utnyttja Cauchys residysats.

—2minz

_ -2 : ¢ _ . —k_—2mi -2 _ (—=2m)" 1 o
R - Bl =
UCL(R)

dér minustecknet framfor residyn kommer fran att kurvan 16ps med negativ orientering. Om n < 0
blir ¢,(y) = 0 da (R + iy) U Cy(R) inte omsluter nagon pol. Detta innebér att

TinT J = min(x+i —2mi F o -1 n
0= ety = G St rgamr - CHES iy
neL n=1 " n=1
vilket var vad som avsags att bevisas. O

Vi kommer under kommande delar redogoéra hur man kan visa Lipschitz summationformel genom
identiteter av cotangens.

Sats C.2. For alla 7 € H gdller att

I oy 1 1 -
;+Z<m+m>:ﬂcotm—:m'f%riqu, (C.2)
d=1 m=0
dér g = e2™7,

Bevis. Vi borjar med att bevisa hogerledet. Vi har en geometrisk serie, som konvergerar eftersom
7 € H och dérmed &r |¢| < 1. Vi far

671'27' + 677T’LT

27TZT+1 )
m — 274 Z q" =i (e%” _1> —m<m) = mcot .

Vi ska nu visa att vénsterledet ar lika med mcotw7. Vi gor detta med hjilp av produktutvecklingen
av sin(77), tagen fran [GRO7], vilken ges av

0 2
, T
sin(nt) = 71 | |1<1 - ﬁ)’T € H.
n=

Tas nu den logaritmiska derivatan av bada sidorna erhalles

%OOg(SiH(WT))) = % <1og(7r7') + ni—o:llog(l - :;))

Detta ger
mcos(nr) 1 n i 27
sin(7t) T — T2 —n2’



vilket dr ekvivalent med att

o0

1
t( - .
T CO 7r7' —l—Z:l( T+d>

O

Notera att beviset av vinsterledet i (C.2) blir relativt enkelt dd produktutvecklingen av sin(7r)
utnyttjas. Man kan fraga sig om det dr mojligt att bevisa resultatet utan att anvdnda denna pro-
duktutveckling. Svaret dr ja. Nedan ges ett bevis som endast utnyttjar ytterst grundliggande komplex
analys.

Bevis. Vi bevisar att vinsterledet i (C.2) &r lika med 7 cot(n7) genom att forst bevisa formeln

2

T 1
= E for r € C\ Z.
sin?(77) = (t—d)? orT h

Lat g,h: C\Z — C dér g(r) = «?/sin®(w7) och h(7) = 3,0, 1/(7 — d)?. Det ir litt att se att h har
poler av ordning 2 da 7 = m € Z, och &r holomorf da 7 ¢ Z. For varje m € Z kan vi ndmligen skriva

1 1 o
Z (T—d)2 = (T—m)2 +hm(7)7

dez

for ndgon funktion h,, som &r holomorf i 7 = m.
Detsamma géller for g. Eftersom g ar heltalsperiodisk riacker det att betrakta Laurentserieutveck-
lingen kring 7 = 0:

2 2

sin(rr)  (rr+§(n)?2 T2 (14 4(7))>

fér nagra funktioner g, § : C — C sddana att

Detta ger att
s 1
—— = — + O(1).
sin?(n7) T2 (1)

Alltsé #r Laurentserieutvecklingarnas forsta term lika, det vill siga 1/72. Detta ger att funktionen

f:CNZ— C,dér f(r) = g(1) — h(7), & holomorf, och har hévbara singulariteter di 7 € Z. Detta

ger i sin tur att det finns en funktion f : C — C, sddan att f ar hel och f(7) = f(r) for alla 7 € C\ Z.

Vi ska nu visa att f ir begrinsad ty Liouvilles sats ger da att f ar konstant. Eftersom bade g och

h &r heltalsperiodiska pa R ér f begrinsad pa R. Ett tillréickligt villkor for att f ar begrinsad pa hela
C ar darmed att

lim f(r)=0. (C.3)

T—tico

Vi bevisar att (C.3) géller genom att betrakta gransvirdet for g och h separat. Vi har, fér 7 = x + iy,

|sin(7r7')| _ %|ei7r‘r . efi7r‘r| — %lefﬂ'eriTr:v _ eﬂ'yfiﬂ'a:|.

Om y — oo, sa far vi

}|e—7ry+i7rw — ™Y 17rw| > 1 (|67ry—i7rz‘ _ |€—7ry+i7ra:‘) — sinh (ﬂ_y) = 0.
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Om istéllet y — —oo, sd far vi pd samma sétt

%‘efmrkiﬂ”w _ efryfimr| > % (|677ry+iﬂ'a;| _ |67ry7i7r:c‘) — ginh (—’ﬂ'y) = 0.

Alltsa ar
lim sin(n7) = oo,
T—+ioc0
vilket ger att
Jim_o(r) =0
For h, skriv
<1 - 1
h/ =
D=L et 2 TP
Vi har
ST - 1 1 = 1
h < —_— _
[h(7)] < ‘Z(T—d)Q +‘ Z (r—d)? —Z Ir—d|? + Z Ir—d?
d=0 d=—oc0 d= d=
Fixera € > 0 och skriv, for 7 = x + iy,
0o N 00 N 00
1 1 1 1 1
=y ——=y —_—
D P Sy AP P e e B A PN e e

Eftersom Y ;7 1/((x — d)?® + y*) konvergerar kan vi véilja N s& att 2 v, 1/((x — d)* +y?) < €/2.
For detta IV far vi

N+1

ad 1
<
dg() (x—d)?+y?> " min{(z—d)?:d=0,1,..., N} + 32

—0

da y — oo, det vill séga

N
S
et (r—d)?2+y% 2

for tillrackligt stort y. Alltsa ar

for tillrackligt stort y, vilket ger att

Beviset for att

sker pa samma sétt. Alltsa ar 3
lim f(r)=0.

T—Fico

Funktionen f dr alltsd begriansad pa C. Liouvilles sats ger dirmed att f &r konstant. Dessutom ger
(C.3) att konstanten maste vara 0. Alltsa ar

g(t) =h(r), 1€ C\Z,
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det vill sédga

LA < SN
—_— = — T N Z.
sin?(77) = (r—d)?’
Notera nu att ) 1
T
- t
sin?(77) dr (ﬂ 0 (m—))
och
1 d (1 =/ 1 1
St (e )
_ 2 _
deZ(T d) dr \r T d Tt4+d
Detta ger att
weot(nr) =C+ — —i—Z( er)
-

for nagon konstant C. Eftersom vénsterledet dr udda maste hogerledet ocksa vara det, vilket endast
ar fallet da C' = 0. Alltsa ar

1+§:<1 + ) =meot(nr), 7 € H
. p— = mweot(nT), T ,

= T+d
vilket var vad som skulle visas. O
Enligt sats C.2 har vi nu
Z( T+d>—77172qu q = e,
=1 m=0

Vi deriverar bada sidorna med avseende pa 7 (k — 1) ganger. Med induktion far vi

d 1
— _1 k 1
drk-1 ((EZZTer) (k Z T+d

deZ

samt

d oo 9]
3 — <7T’L — 2 e27mm‘r) _ 27_” k mk 1 2717.m‘r
Tk— E E
m=1

m=0

Satter vi dem lika med varandra far vi

1 ] k— wzmr
Z (r+d)F k Z o

d€Z

vilket ger

1 (727‘(2)]c - k—1 _2mimer
Z E _ Z m € :
(et +d) (k=1 =~

deZ

Detta &r precis vad vi fick i beviset av sats 3.5. Fourierserieutvecklingen av Gy, fas darfor pa samma
sitt harifran.
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C.2 Lipschitz polynomsummationsformel

Foljande bevis ar ett specialfall av beviset av lemma 6.1 i [MR17].

Bevis av proposition 4.13. Undersokning visar att bada serier dr absolutkonvergenta for k > 2 4 j dar
k,j € Z~q. Vi erhéller darfor att

g - T T+n I Jj_ Jj—=B
;E:Z((f:n))k ZH;Z(X (Ti(n): ) Z T+nkﬂzmzo< >( )X’\( VBN (r 4 )P
RO

Genom Lipschitz summationsformel (se proposition C.1) erhéller vi att

M

n€ez =0 A=0
(=2min)*—F~ 1R J =B ya ji—B—A
— o3 Z( )t (-5 1) Z( VR
n—1 A=0
vilket avslutar beviset. O

D Eichler-Shimura-isomorfin for vikt 2

Topologi ar ett viktigt verktyg for att kunna studera modulédra former ur ett vidare perspektiv, mer
specifikt studier av homologigrupper sasom den forsta homologigruppen Hi. For en precis definition av
homologigrupper refererar vi till Hatchers verk om algebraisk topologi [Hat02].

Kvotrummet T'\H* &r en 7vélartad” topologi att betrakta eftersom det bildar en s kallad kompakt
Riemannyta. Dessa ytor har bland annat den egenskapen vi formulerar i f6ljande proposition, direkt
tagen, utan bevis, ur Knapps bok om elliptiska kurvor [Kna93].

Proposition D.1. Ldt X vara en kompakt Riemannyta med genus g > 1 for vilket c1,...,coq dr en
bas for forsta homologigruppen H1(X). Om ws, . ..,wy ar en bas for rummet av holomorfa differentialer

fran X till C dr vektorerna
</w1;...;/wg>€(cg

J J

linjdrt oberoende éver R.
Med denna sats bevisar vi proposition 4.2, vilket 4r en omskrivning av beviset fran [GO03].

Beuvis av proposition 4.2. Eftersom I' har 2¢g hyperboliska generatorer (se proposition 2.7), ar det tyd-
ligt att Homg (T, C) &r 2g-dimensionell. Lat -y vara ett hyperboliskt element och fixera a;, b; € R sadana

att
2g

> (a34; +b;B;)(7) = 0.

j=1
Betecknar vi ¢, = >_; ajh; och g, = >~ b;h; kan vi skriva ekvationen som Re(y, ¢a) + Im(v,g) = 0.
For g = q, — iqy géller det da att Re(y,q) = 0. Men h;(z)dz bildar en bas av holomorfa differentialer
och kurvan [zg,7v2o] &r ett element i homologigruppen H; (I'\H*), sd egenskaperna av kompakta Rie-
mannytor ger oss att ¢ = 0 (se proposition D.1). D& hq,..., hy ar en bas géller det att a; = ib;. Men
eftersom a;,b; € R innebér det att a; = b; = 0, vilket visar linjért oberoende. O
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E Mer om modulara symboler

Nedan foljer tva bevis av proposition 2.13; forst kommer ett direkt bevis.

Bevis av proposition 2.13. Eftersom f &r holomorf pa H har den en primitiv funktion F, si att
[)% fdz = F(y20) — F(20). Deriverar vi detta uttryck med avseende pa zo far vi

20

d

1o [F(120) = F(ao)) = j—;mz@) ~ f(z0) = (£],7) () — £(z0) = 0.

da f &r en moduldr form. Rékneregeln foljer direkt av zp-oberoendet:

v¥8z0 v(620) 8z0
<75,f>:/ fdz:/ Fdet [ fdz= (0 f) 6. ),

20 820 20
eftersom dzg € H. O
Proposition 2.13 foljer ocksa av féljande omskrivning av proposition 2.1.1 i [Cre97].
Proposition E.1. Ldt 7,0 vara element i kongruensdelgruppen T' och lat f € So(T'). For godtyckliga
a,b € H* ddr vi betecknar {a,b} = f: f(z)dz ar
{va,vb} = {a,b}, {a,va} = {b,~b} och {a,vda} = {a,vya} + {a,da}.

Bevis. Den forsta likheten foljer fran koordinatbytet z — v~ 12:

b

(L) () dz = / £(2)dz = {ya, b}

Yya

b

{a,b} = /ab f(z)dz = " f(y ) d(v ') —A

Yya a

Den andra likheten foljer fran det som nu har visats samt av rdkneregler for integraler:
{a,va} = {a, b} +{b,70} + {7b,7a} = {a, b} + {b, b} + {b,a} = {b,7b}.
Den tredje likheten foljer av att
{a,v6a} = {a,va} + {ya,~0a} = {a,va} + {a, da},

vilket avslutar beviset. O

F Bernoullitalen B;

I avsnitt 3.1 anvinder vi Bernoullitalen By, fér att beskriva Eisensteinserierna. Bernoullitalen dyker
upp i manga olika sammanhang inom matematiken, men i detta arbete anvinds de framst for att
enklare bestdmma koefficienterna i Fourierserieutvecklingarna av Gy och Ej. Saledes foljer en kort
introduktion av dem.

Sats F.1. Lat f : R — R ddr

1, om x = 0.

fa) = { om & 70, (F.1)

Dé ir f € C=(R).
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Bevis. Betrakta g : R — R dér

(w)iii emT_l, om z # 0,
g - f(x) )1, om z = 0.

Notera att g kan skrivas som en potensserie centrerad kring x = 0 med odndlig konvergensradie:

k 0o
-1 Yool ot
9(x) = r x N Z k!
k=1
Alltsa ar g € C°(R). Eftersom f(x) # 0 or alla 2 € R foljer det att dven f € C*°(R). O

Definition F.1. Lat f vara definierad som i (F.1). D& ar det k :te Bernoullitalet

d
B = g (1)
Om man raknar ut By, for 0 < k < 12 far man
-11 -1 1 -1 5 —691

77a 6707%a07 Ea07%70a %aoa ﬁ

x=0

1

Notera att By verkar vara 0 for alla udda k > 3. Detta géller generellt.
Proposition F.2. Fér alla k > 1 dr Bags1 = 0.

Bevis. Fran definitionen av By, foljer det att

00 k
T T
ew_l_ZBkkl (F2)
k=0
A ena sidan blir
z -z oz -4z 1) .
et —1 e =*—1 (e —1)(e=® —1) ’
och & andra sidan
T —r > xk > (71,)]6‘ > :Ek _ (7l,)k > x2k+1
- =SB~ -Y'B =SB 9y By
er—1 ev—1 2 M ! D B k! > By k! 2 2k +1)!
k=0 k=0 k=0 k=0
Alltsa ar i
o0 p2k+1
2 B —_— = —
D Ban Qk+0! "
k=0
vilket ger att By = —1/2 och Bag1 =0 for k > 1. O

Foljande sats relaterar By, med Riemanns (-funktion. Bevisidén &r tagen fran [Sur03].

Sats F.3. For varje k > 1 dr
k+1 (27T)k32k

Bevis. Precis som i beviset av sats C.2 tar vi den logaritmiska derivatan av produktutvecklingen for
sin(7), vilken aterfinns i [GRO7]:
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Vi far
T cot (T _1—2Z7Tn2 —1—2ZZ<WHQ> —1—22( ) (F.3)
n=1k=1

Betrakta nu funktionen f definierad enligt (F.1). Notera att funktionens definitionsméngd kan
utokas till C, och funktionen blir da hel. Insdttning av z = 2i7 i (F.2) ger

. o)
6217 _ Z

k=0

(F.4)

Eftersom By = 0 for alla udda k& > 3 (se proposition F.2) kan vi skriva om hogerledet i (F.4) som

= (22
B

22/9 2k

—1—ZT+Z sz )|

Inséttning i (F.4) ger

o pp1g, 226172
Teot(t) =1— 2;(—1) Boy, @] (F.5)
Sétter vi uttrycken for 7 cot(7), enligt (F.3) respektive (F.5), lika med varandra far vi till slut
22\ k 92k—1,2kp
S ok k-‘rli
() cor = 0 g™,
det vill séga
2’/T)2kB2k
2k) = (-1 k+1(7.
clak) = (-0 s
O

G Existensen av den modulara diskriminantfunktionen A

I det hér avsnittet bevisar vi att det existerar en funktion A € Mi2(SL2(Z)) som ér nollskild pa H och
har koefficient 0 och 1 for ¢°- respektive g'-termen i dess Fourierserieutveckling. Vi anvinder Poissons
summationsformel for att erhalla resultatet. Denna foljer nedan och aterfinns i de flesta bécker om
Fourieranalys — exempelvis sats 3.1 i [SS03].

Sats G.1. Lat f : R — C vara kontinuerlig och absolutintegrerbar. Om

_ L O:o Fz)e 7 da

ocksa dr kontinuerlig och absolutintegrerbar pa R, sa dr
Y fm)=>"fn)
neEZ nez
Lemma G.2. Ldt f : R — C vara en absolutintegrerbar funktion. Om a > 0, b € R och f,p(z) =

flax +b), sa ar
R 627Tib§/a R
funt) = 7(%),

a a
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Bewvis. Vi har -
Fasl© = [ flaz+ e mta,

Variabelbytet ¢t = ax + b ger direkt

R 27mib€/a 00 ) 2mibg/a
Fasl®) = S [ permeriar = S (),
a — 00

a

Proposition G.3. Lat f : R — R dar f(z) = xe*”‘”g, for nagot a > 0. Da dr
frey T re?a
f(g) - a\/ae .
Bevis. Antag forst att a = 1. Vi far
N 0 2 . 0 2 .
f(6) =/ P P :/ re T(@ H2i8) g0

— 00 — 00

Kvadratkomplettering f6ljt av variabelbytet ¢t = x + £ ger

co+1i§

o0
f)=em¢ / ze~ (@)’ g = 7€ / (t—i&)e ™ dt =
— 0o

—o0+1i&

:e*ﬂf(/ te*’”zdtﬂ'g/ e*”zdt) (G.1)

Den forsta integralen i (G.1) &r lika med 0, ty integranden dr udda. Den andra integralen kan man,
t.ex. genom att gora variabelbytet ¢ — /7, se dr lika med 1. Alltsd blir

. — 1T 2
J(&) = —ige ™.
For godtyckligt a > 0 ger lemma G.2 att
pooy T _rerg
f(g) - a\/ae 9
vilket avslutar beviset. O
Sats G.4. Antag att f,f : R — C dr kontinuerliga och absolutintegrerbara. Da dar

S NE gy =2 S ()i 2f(T),

nez neZ
n udda n udda

Bevis. Notera att

D EDITIREm) = fAn+1) =Y f(4n— 1),
neE”Z nez nez
n udda

Poissons summationsformel (se sats G.1) foljt av lemma G.2 ger

> flan+1) =3 ftan =1 = 3 507 (§) - 3 e () -

nez nez neZ
1 NZ () ) N
i no_ (AN [ I _1\(n—-1)/2 .
120" = (=) )f<4> 3 2 (1) f<4>'
nEZ ’I’LniledZda
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Vi har nu de verktyg som krévs for att bevisa existensen av A.

Sats G.5. Det existerar en funktion A € My (SL2 (Z)) som dr nollskild pa H och har koefficient 0 och
1 for ¢°- respektive q'-termen i dess Fourierserieutveckling.

. o . — 2 3 o . o . ..
Bevis. Lat f: R — R dar f(x) = ze~ ™ | for ndgot a > 0. Enligt proposition G.3 &r

fie) = e,

och eftersom bade f och f ar kontinuerliga och absolutintegrerbara kan vi anviinda sats G.4 for att
erhalla

\(n=1)/2, —man® _ b C\(n=1)/2_ "M _1n?/(16a)
> (-1 ne _22(1) oV

neZ neL
n udda n udda

neL
n udda
Om vi byter ut a mot a/4 far vi
1 2
-1 (n—1)/2, —man?/4 _ _1\(n—=1)/2_ —7n /(4a). )
E (-1) ne e E (-1) ne (G.2)
nez neL
n udda n udda

For badda summorna i (G.2) ar bidragen vid n och —n lika, vilket gér att summorna féreklas till

1 2
-1 (n—1)/2, —man?/4 _ 1 (n—-1)/2, ,—7n /(40,).
E (-1) ne /e E (-1) ne

n>1 n>1
n udda n udda

Lat nu 0 : H — C dar

o(r) = Z (_1)(n—1)/2n67rin2‘r/4 _ q1/8 - 3q9/8 + 5q25/8 _
n>1
n udda
Vi ska visa att 6(7)® uppfyller de egenskaper som formulerades i satsen. Om vi skriver 7 = x + iy far
vi
9($+2y) _ Z (71)(77,71)/2n677rn2y/4e7rin2w/4.

n>1
n udda

Serien avtar exponentiellt och &r likformigt konvergent pa kompakta delméngder till H. Alltsa ar 6
holomorf pa H. Dessutom &r lim, ;o 6(7) = 0. Léngs den imaginédra axeln anviander vi (G.2) och far

1 2 1 7 1 -1
B(iy) = (=12 —mnPyya L 1) (n=1)/2, —7n?/(4y) _ 79(7) _ 79<7>
=X ¢ 5 T Le(t)= (5
n udda n udda

Alltsa ar

9(;1>8 _ 7_129(7_)8
i
for alla 7 lings den imaginéra axeln. Eftersom 6 &r holomorf pa H maste likheten dédrmed gélla for alla
7 € H. Vidare ar B N

9(7’ + 1) = Z (_1)(n_1)/2ne7\'ln T/4e7m'n. /4.

n>1
n udda
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For ett godtyckligt udda n kan vi skriva n = 2m + 1. Eftersom m? + m #r jamnt for alla heltal m &r
e™im*+m) — 1 och vi far
eﬂin2/4 — ewi(nL2+m)eni/4 — m
V2

Det foljer darmed att
1+1

V2

o +1) = o),
det vill siga 0(7 +1)% = 6(7)8.
Lat nu A:H — C dar

A7) = 0(7)* = (¢"° + 0(¢”%))" = ¢ + O(?).

Vi har visat att A ir holomorf pa H, A(7+1) = A(7), A(=1/7) = 712A(7) och att A(7) ér begrinsad
da 7 — ioco. Saledes ar A € Mo (SL2 (Z)) Det aterstar att visa att A ar nollskild pa H.

Att A &r nollskild pa H &r uppenbarligen ekvivalent med att 6 &r det. Vi sitter darfor 6(rp) = 0
for nagot 79 € H. D& ar 0(y7) = 0 for alla v € SLy(Z), och vi kan ddrmed utan inskrankning anta att
7o ligger i fundamentaldoménen F (se proposition 2.6). Vi erhéller da

020(7_0): Z ( 1)(n 1)/2ne7r7,n 70/4_67”70/4_'_ Z (n 1)/2ne7rin2'ro/4’

n>1 n>3
n udda n udda
vilket ger
. )
|e7rz7-o/4| < § : nlemn 7-0/4|.
n>3
n udda

Skriv 79 = xq + iyo. Eftersom 79 € F maste yo > v/3/2. Vi far

—7ry0/4 E ne~ ™" y0/4

n>3
n udda
eller ekvivalent
1< 2 : ne*ﬂn71y0/4 § : ne 7T’I’L71\/7/8 (G3)
n>3 n>3
n udda n udda

Vi ska visa att den hogra summan i (G.3) faktiskt 4r mindre &n 1. Notera att

Z ne—ﬂ'(n2—1)\/§/8 - Z (2m + 1)6—Tr(m2+m)\/§/2 < Z (2m + 1)6_7””\/57 (G4)
n>3 m>1 m>1
n udda

dér vi i sista olikheten utnyttjade att m? +m > 2m for alla m > 1. Vi har nu en potensserie, som vi
kan evaluera, ty om vi definierar f: (0,1) — R dér

flx) = Z(2m+1 —2me +Zaz )Q—I—lfx,

m>1 m>1 m>1

sd blir den hogra summan i (G.4) lika med

2e~mV3 e~ V3

—Tr\/g
e = + ~ 0.013 < 1.
f( ) (1 _ e*ﬂ‘\/g)2 1— efﬂx/g

Det foreligger alltsa en motségelse och saledes maste 6, och darmed A, &r nollskild pa H. O

36



Funktionen A kan till synes verka endast teoretiskt konstruerad, men eftersom A € M, (SLQ(Z))
och dim Mj» (SLQ(Z)) = 2 finns ett enkelt samband mellan A och de vanliga Eisensteinserierna.

Fo6ljdsats G.6. Lat A vara definierad som i beviset av sats G.5. Da dr

E4<T)3 — E6(T)2

Alr) = 1728

Bevis. Méangden {E3, EZ} utgdr en bas for M3 (SL2(Z)) (se sats 3.9), vilket ger att det finns entydigt
bestimda tal a,b € C sidana att A(1) = aE4(7)® + bEg(7)? for alla 7 € H. Eftersom

Ey(r)? = (142400 + O(¢%))° = 1 + 720 + O(¢%),
Eg(r)? = (1= 504q + 0(¢%))” = 1 — 1008¢ + O(¢)

blir
aBy (1) + bEg(7)? = a + b+ (720a — 1008b)g + O(¢?).

For att aFy(7)3 + bEs(7)? ska vara lika med A(T) = g + O(q¢?) maste alltsd

a+b=0,
720a — 1008b = 1,

vilket ger att a = —b =1/1728. O
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