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Förord
Vi vill tacka vår handledare Holger Rootzén för hans entusiasm för projektet och professionella
hjälp. Gruppen tackar Stuart Coles, vars lärobok An Introduction to Statistical Modeling of Extreme
Values, ligger till grund för en stor del av teorin i rapporten. Dessutom tackas SMHI för deras
lättillgängliga data och hjälpsamma korrespondens.

Under arbetsprocessen har individuella prestationer dokumenterats i en individuell loggbok. Vec-
kovis har denna loggbok samt mötesanteckningar sammanfattats i en dagbok som har skrivits i ett
roterande schema. Varken loggboken eller dagboken är bilagd i rapporten. Vi är som grupp eniga
att alla har gjort sin del i projektet. Nedan presenteras en bidragsrapport som klargör ansvarsför-
delningen för den skriftliga rapporten.
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Populärvetenskaplig presentation
Kommer klimatförändringar leda till fler eller större extrema vattenflöden i Sverige? Detta skulle
i så fall resultera i ökade risker för kostsamma och eventuellt farliga översvämningar, vilket kräver
omfattade investeringar i nya skyddsåtgärder. Med vetskap om dessa risker har förståelse för och
hantering av extrema vattenflöden blivit alltmer akut.

För att uppskatta dessa trender kan matematiska modeller användas. Inom statistik benämns
studier av extrema händelser extremvärdesanalys. De vanligaste modellerna för att studera extrema
händelser är block maxima-metoden och tröskelmetoden. Block maxima-metoden delar upp datan
i tidsperioder, exempelvis år, och analyserar den största händelsen i varje tidsperiod. Tillämpat till
årliga vattenflöden hade block maxima endast analyserat det största vattenflödet varje år för att
förutse stora vattenflöden i framtiden. Alternativt kan tröskelmetoden användas. Metoden bygger
på att välja ett tröskelvärde och därefter analysera händelser som är större än tröskeln. Tröskeln
väljs tillräckligt högt för att endast en låg andel av datan ska överskrida den, exempelvis 2 % av
mätpunkterna. Därefter analyseras alla mätpunkter över tröskelvärdet för att förutse förekomsten
av extrema händelser.

Målet med projektet är att undersöka om det finns trender i frekvensen och storleken av extrema
vattenflöden i Sverige samt hur dessa eventuella trender ser ut. Orsakerna bakom eller potentiella
skador kopplade till de eventuella trenderna kommer inte att undersökas.

De statistiska modellerna för trender bygger på fördelningar där vi antar att vissa parametrar har
ett tidsberoende. För att analysera trenderna användes 5 olika modeller. Block maxima-modellen
utan trender analyserar sannolikheten för extrema händelser utan att ta hänsyn till förändringar
över tid. Block maxima-modellen med trender i läge antar att lägesparametern i fördelningen för
block maxima förändras linjärt med tiden. Om lägesparametern ökar över tid innebär det att de
extrema händelserna blir större. Nästa modell är block maxima med exponentiell trend i skala. Om
trenden är positiv innebär det att extrema händelser blir mer volatila. Tröskelmetoden utan trender
undersöker händelser som överstiger ett förbestämt tröskelvärde. Tröskelmetoden med trend i skala
kan precis som block maxima-modellen användas för att avgöra om extrema händelser blir mer
eller mindre volatila över tid.

Parametrarnas värde kan vara svårtolkade. Därför användes SMHIs vädervarningar för att presen-
tera resultatet. Vädervarningarna är anpassade för att kommunicera risker av översvämning. Vi
jämför förhållandena mellan risken idag och risken om 30 år. Ungefär en femtedel av vattendra-
gen hade en statistiskt signifikant trend i volatilitet, som var negativa i de flesta fallen. I 7 % av
vattendragen observerades en signifikant trend i frekvensen av extrema vattenflöden.



Sammandrag

Denna rapport har utforskat trender i extrema vattenflöden i 54 svenska vattendrag med
hjälp av extremvärdesteori och data från SMHI. Syftet var att analysera eventuella föränd-
ringar i frekvens och storlek av extrema vattenflöden över tid. För att uppnå detta an-
vändes GEV- och GP-fördelningar ifrån block maxima-metoden respektive tröskelmetoden.
GEV- och GP-fördelningarna ansattes med olika trenderparametrar och alla parametrar max-
imum likelihood-skattades. För att avgöra om modellerna utan trender var lämpliga använ-
des Anderson-Darlingtest. Dessutom utfördes tester för att ta reda på om trendparametrar-
na var statistiskt signifikant skilda från noll. Därefter justerades p-värden från testerna med
Benjamini-Hochberg individuellt per modell och test. För att underlätta förståelsen för resul-
tatet redovisas riskförändingsfaktorer byggda på SMHIs vädervarningar. Riskerna uppskattas
genom Monte Carlo-sampling. Två nya plottar för att redovisa extremvärdesrisker presenteras
även. Resultatet visar att det inte finns vidsträckta trender i någon modell, men att det finns
statistiskt signifikanta trender för block maxima i skalparametern i 10 av de 54 vattendrag
som undersöktes. Av dessa var 8 av 10 negativa trender. Vidsträckta trender i frekvensen av
extrema vattenflöden hittades inte heller. Tröskelmetoden visade sig passa dåligt för datan
och därför dras inga slutsatser ifrån den. En bilaga publiceras med fullständiga resultat för
alla vattendrag och modeller.

Abstract

This report has assessed the existence and character of trends in extreme water flows in 54
swedish streams using extreme value analysis and data gathered by SMHI, the Swedish Mete-
orological and Hydrological Institute. The aim was to analyze possible changes in frequency
and magnitude of extreme water flows over time. The methods block maxima and peaks
over threshold were used with their respective distributions GEV and GP to achieve this end.
The GEV and GP distributions were used with different trend parameters and all parameters
were maximum likelihood estimated. The Anderson-Darling test was used to determine if the
models without trends were appropriate. Statistical tests were used to determine if the trend
parameters and the shape parameter were statistically significantly different from 0. Then the
p-values were adjusted using the Benjamini-Hochberg procedure individually per model and
test. SMHI's weather warnings and risk ratios were used to increase the accessibility of the
results. Monte Carlo sampling was used to estimate risks. Additionally, two novel extreme
value risk plots are introduced. Our results show no statistically signficant widespread trends
in any models, but there were significant trends in 10 out of 54 streams for the block maxima
model with trend in the scale parameter. 8 out of 10 of these had negative trends. Widespread
trends in the frequency of extreme water flows was not found either. The peaks over thresh-
old model fit the data poorly, so no conclusions were drawn regarding it. A supplemental
document was also produced containing the complete results for all streams and models.
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1 Inledning
Genom alla tider har människor varit beroende av vattendrag för olika ändamål, från livsmedels-
produktion till transportnät och energikällor. Därför har samhällen ofta etablerat sig längs med
naturliga vattendrag. Närheten till vattendrag medför dock översvämningsrisker [1] som kan le-
da till allvarliga ekonomiska och ekologiska skador samt innebära livsfara. Det är därför viktigt
att undersöka beteendet och eventuella trender av extrema vattenflöden. Genom att utveckla och
tillämpa modeller för att bedöma översvämningsrisker blir det möjligt att rationellt prioritera
skyddsåtgärder och infrastruktur som vallar, diken och kraftverk för att minimera skador. Francis
m.fl. [2] har undersökt översvämningar, tropiska stormar, torka och jordbävningar på hela jordklo-
tet och fann att frekvensen för samtliga fenomen ökade under perioderna 1963-1967 och 1988-1992.
Väderrelaterade naturkatastrofer visade en särskilt stor ökning.

Högre globala temperaturer förväntas enligt modeller leda till en ökning av mängden vatten som cir-
kulerar genom vattnets kretslopp. Detta beror på att högre temperatur leder till ökad avdunstning
och en större kapacitet för luften att hålla fuktigthet. Högre temperaturer kan även öka konvektio-
nen över varmare länder och havsytor vilket leder till en mindre stabil atmosfär och ytterligare ökar
risken för kraftig nederbörd. Enligt klimatmodeller förväntas denna ökning av nederbörd fördelas
ojämnt över världen [2].

1.1 Bakgrund
I projektet analyseras vattenflöde, även kallat vattenföring, i ett antal svenska vattendrag. Vatten-
flöde är den volym vatten som rör sig genom ett vattendrag vid en given plats under en viss tid [3].
Analysen av vattenflöden bygger på data insamlad av SMHI, Sveriges Meteorogiska och Hydrolo-
giska Insititut. SMHI:s data för vattenflöden beräknas vid majoriteten av mätstationerna utifrån
sambandet mellan vattennivå och vattenflöde via en så kallad avbördningskurva som är specifik för
varje station [4]. Vetenskapen som studerar vattenflöde kallas hydrologi. U.S. Geological Survey,
en amerikansk statlig organisation, använder följande definition för hydrologi [5].

Hydrologi är vetenskapen som omfattar förekomsten, fördelningen, rörelsen och egen-
skaperna av vattnet på jorden och dess förhållande till omgivningen inom varje fas av
den hydrologiska cykeln. (Citatet är översatt av oss.)

Hydrologer delar oftast inte upp mätdata utifrån kalenderår utan istället delas tiden in i så kallade
vattenår. Olika organisationers definitioner för vattenårets start- och sluttider varierar något. Detta
är för att kunna förklara vattenflöden i ett vattenår med nederbörd i samma vattenår. Därför börjar
och slutar vattenåret i en torr säsong av året [6]. U.S Geological Survey definierar det nuvarande
vattenårets slut som den 30:e september och nästa års början till den 1:a oktober [7], vilket är
definitionen som används i rapporten.

För att förstå den potentiella påverkan av vattenflöden och andra väderfenomen har SMHI defi-
nierat vädervarningar. Vädervarningarna ges på nivåerna gul, orange eller röd, utifrån hur stora
konsekvenser vädret kan medföra. Röd varning är den allvarligaste, men alla varningsnivåer signa-
lerar potentiellt problematiskt väder [8]. Varningarna bygger på återkomsttid, vilket är ett begrepp
för att kvantifiera hur ofta en viss händelse uppstår. I genomsnitt förväntas händelsen ske en gång
under händelsens återkomsttid. Gul varning innebär ett vattenflöde med återkomsttid 5-25 år,
orange varning 25-50 år och röd varning över 50 år [9].

Vädervarningssystemet är en skala för att bedöma potentiella samhällskonsekvenser och risker för
skador på egendom och miljö. Gul varning indikerar risk för möjliga störningar i samhällstjänster,
som kollektivtrafik, där vissa områden kan vara mer utsatta än andra. Vid orange varning förvän-
tas allvarligare konsekvenser, inklusive risk för betydande skador och mer utbredda störningar i
samhällstjänster. Röd varning indikerar en akut situation med stor fara för allmänheten, en hög
sannolikhet för mycket allvarliga skador på egendom och miljö samt betydande störningar i kritiska
samhällstjänster som kollektivtrafik och räddningstjänst [8]. Varningarna, förutom att redovisas på
SMHI:s hemsida och väderapp, skickas direkt till länsstyrelser, kraft- och vattenregleringsföretag,
vissa centrala och regionala myndigheter samt massmedia. Varningarna är viktiga beslutsunder-
lag och kan exempelvis leda till omställning av kollektivtrafik samt förberedelser för insatser på
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vägnätet [9].

Tidigare forskning har visat att översvämningar i vissa europeiska �oder troligtvis har påverkats av
klimatförändringar medan andra vattendrag visar en mindre tydlig koppling [10]. Även SMHI har
undersökt vattendrag och fann då en ökande trend i extrema vatten�öden i vissa delar av Sverige,
men en minskande trend i andra delar [11]. Mänsklig infrastruktur påverkar också översvämningar
och kan leda till en ökning av de högsta vatten�ödena. Det innebär en ökning av storleken samt
frekvensen av översvämningar [12].

För att analysera trender hos ovanliga händelser som extrema vatten�öden kan både block maxima-
metoden [13, s. 45-69] och tröskelmetoden, även kalladpeaks over threshold[13, s. 74-86], från ex-
tremvärdesteori användas. Block maxima-metoden analyserar maxvärden inom stora tidsperioder,
kallade block, och används för att förutsäga extrema händelser inom en lång tidsperiod. Maxima
av dagliga genomsnitt av vatten�öden i ett vattendrag över ett år, eller en annan lång tidsperiod,
kan förväntas approximativt tillhöra en känd fördelningsfamilj [13, s. 49].

Tröskelmetoden använder däremot händelser som överstiger ett förbestämt tröskelvärde för att
bedöma risker för framtida extrema händelser. Tröskelmetoden förutsätter att händelserna är obe-
roende och likfördelade. Ett tröskelvärde väljs och endast tidpunkterna då �ödet överstiger detta
tröskelvärde undersöks [13, s. 74]. Flödena som överstiger tröskelvärdet följer approximativt en an-
nan känd fördelningsfamilj för stora tröskelvärden [13, s. 75-77]. Metoderna från extremvärdesteori
ger oss skattningar av sannolikheter för extrema vatten�öden imorgon eller inom en tidsperiod.
Utifrån dessa kan frekvensen och storleken av översvämningar undersökas.

1.2 Syfte och frågeställningar

Projektets syfte är att undersöka om det �nns trender i frekvensen och storleken av extrema
vatten�öden i Sverige samt hur dessa eventuella trender ser ut. Följande frågeställningar kommer
att besvaras i projektet.

ˆ Passar block maxima- och tröskelmetoden för att analysera extrema vatten�öden i Sverige?

ˆ Existerar det trender i extrema vatten�öden i Sverige och vad är i så fall den förändrade
risken för vädervarningarna?

1.3 Avgränsningar

Endast data mellan 1960-2022 kommer användas i analysen. Dataserier som saknar en eller �era
datapunkter inom det relevanta tidsspannet analyseras inte. Endast allmänt tillgänglig data från
SMHI kommer att användas. Datan kommer inte kvalitetstestas och eventuella förändringar av
vattendrag eller mätmetoder kommer inte tas hänsyn till. För block maxima-metoden kommer
blocken bestå av vattenår med start den 1:a oktober och slut den 30:e september. Det kommer inte
att undersökas ifall ett annat val av blockindelning hade påverkat resultaten. Orsakerna bakom
eller potentiella skador från de extrema vatten�ödena kommer inte heller att analyseras. En mindre
ökning i en tätort kan exempelvis ha större konsekvenser än en översvämning i ett glesbefolkat
område. Hur eventuella trender i de undersökta vattendragen kan användas för att förutsäga trender
hos andra vattendrag kommer inte heller bedömas.
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2 Teori

I detta avsnitt läggs grunden för metoderna som tillämpas i projektet. Med en utgångspunkt i ex-
tremvärdesanalys diskuteras skattningar, anpassningar av de så kallade GEV- och GP-fördelningarna
för trender samt hypotestestning. Användning av Monte Carlo-simulering för att generera alterna-
tiv till återkomstnivåplottar för modeller med trender presenteras också.

2.1 Extremvärdesanalys

Stuart Coles [13, s. 1-2] de�nierar extremvärdesanalys på följande sätt.

Den utmärkande funktionen av extremvärdesanalys är målet att kvanti�era det stokas-
tiska beteendet av en process på en ovanligt stor - eller liten - nivå. I extremvärdesana-
lyser efterfrågas oftast skattningar för sannolikheter för händelser som är mer extrema
än något tidigare observerat. Antag för sakens skull att en vall som översvämningsskydd
har kravet att det måste skydda mot alla havsnivåer som den troligen kommer stöta
på under sin beräknade livstid på, säg 100 år. Lokal data om havsnivåer kanske �nns,
men bara för en mycket kortare tidsperiod, säg 10 år. Utmaningen är då att uppskatta
vilka havsnivåer som kan inträ�a de nästa 100 åren, givet 10-årshistoriken. Extrem-
värdesteori ger ett ramverk som tillåter sådana extrapolationer. (Citatet översatt av
oss.)

Antag till att börja med att X 1; : : : ; X n är likfördelade slumpvariabler med fördelningsfunktion
F (x). Vi de�nierar

M n = max f X 1; :::; X n g: (1)

Om tidsmellanrummet är ett dygn och n = 365 skulle M n vara årsmaximat. Fördelningsfunktionen
M n relaterar till fördelningsfunktionerna F för X i genom

P (M n � x) = P (X 1 � x; : : : ; X n � x)

= P (X 1 � x) ; : : : ; P (X n � x)

= ( F (x))n

(2)

[13, s. 45].

Eftersom F är okänd och små avvikelser iF leder till stora avvikelser i F n är det svårt att bestämma
F . Istället efterliknar extremvärdesstatistikens tillvägagångssätt den klassiska statistiken [13, s. 45-
46]. I klassisk statistik används ofta den centrala gränsvärdessatsen, vilket säger att medelvärden
av oberoende, likfördelade slumpvariabler med ändligt väntevärde och varians är asymptotiskt
normalfördelade [14, s. 268]. Likt den centrala gränsvärdessatsen �nns ett asymptotiskt resultat
för maximum av oberoende slumpvariabler som extremvärdesstatistiken utnyttjar.

Om det existerar en talföljd (bn ) och en positiv talföljd (an ) så att

P
�

M n � bn

an
� x

�
�������!

n ��! 1
G(x); (3)

där G är en fördelningsfunktion för en icke-degenererad fördelning, måsteG vara en GEV-fördelningsfunktion,
som introduceras i nästa avsnitt [13, s. 46-47]. En degenererad fördelning är en sannolikhetsfördel-
ning som har ett speci�kt värde med sannolikhet 1.

2.1.1 Generaliserade extremvärdesfördelningen

Generaliserade extremvärdesfördelningen, ofta förkortad GEV-fördelningen, är en familj fördel-
ningar som bestäms av tre parametrar. Dessa är parametern� 2 R kallad läge, parametern� > 0
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kallad skala samt parametern� 2 R som kallas form. En anmärkning är att � och � inte är vänte-
värdet och standardavvikelsen för fördelningen. GEV-fördelningarna är unimodala och består av
tre familjer fördelningar med olika stöd, vilket är området där täthetsfunktionen är skild från 0.
För � < 0, � = 0 och � > 0 blir GEV en omvänd Weibullfördelning, Gumbelfördelning respektive
Fréchetfördelning. Se �gur 1.

GEV-fördelningsfunktionen är

F (x) =

8
<

:

exp
�

� e� x � �
�

�
; � = 0

exp
�

�
�
1 + �

� x � �
�

�� � 1
�
�

; � 6= 0
(4)

och har stöd på
�

x 2 R
�
� 1 + �

� x � �
�

�
> 0

	
. Stödet blir därför R för � = 0 ,

h
� � �

� ; 1
�

för � > 0

och
�

�1 ; � � �
�

i
för � < 0 [13, s. 47-48].
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Figur 1: Täthetsfunktion för GEV-fördelningen med olika � -värden. Här är � = 0 och � = 1 .

Observera att Gumbelfördelningsfunktionen uppstår som ett gränsvärde av GEV-fördelningsfunktionen
när � ��! 0. För positiva � får GEV-fördelningarna feta svansar. För � � 1

2 är variansen av GEV-
fördelningen oändlig och för� � 1 är väntevärdet oändligt.

Av samband 3 följer det att maximum av oberoende likfördelade GEV-fördelningar också är GEV-
fördelad. Låt X 1; : : : ; X n � GEV( �; �; � ) vara obereoende slumpvariabler. Då är

maxf X 1; : : : ; X n g � GEV( � � ; � � ; � � ); (5)

där

� � = � +
�
�

(n� � 1);

� � = �n � ;

� � = �

(6)

om � 6= 0 . Annars är

� � = � + � ln n;

� � = �;

� � = �:

(7)

Se appendix A.1 för beviset.
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2.1.2 Block maxima-metoden

Block maxima är en metod från extremvärdesstatistik som utnyttjar samband 3 för att bedöma
risker av extrema händelser. Antag att det �nns mätpunkter som observerats vid olika tidpunkter.
Datan delas först upp i tidsintervaller, så kallade block, där intervallängden ofta bestäms utifrån
ett praktiskt perspektiv, vilket vanligtvis leder till årliga, månatliga eller dagliga blocklängder.
Inom varje block identi�eras det maximala värdet. Se �gur 2. Vid tillräckligt stora block är dessa
maxvärden approximativt GEV-fördelade på grund av samband 3. Större block ger färre maxima
och större varians i uppskattningen medan mindre block troligtvis inte passar GEV-fördelningen
lika väl och kan leda till bias [15].

Maxvärden av oberoende eller lokalt beroende mätvärden är oberoende i gräns när blocklängden
går mot oändligheten. Om mätvärdena dessutom antas vara likfördelade är maxvärdena oberoen-
de stickprov av en GEV-fördelning. Detta möjliggör skattning av dess parametrar [13, s. 92-93].
Genom att skatta parametrarna kan sannolikheter för maximala mätvärden de kommande åren
uppskattas.

1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
År

0

20

40

60

80

V
at

te
n�

ö
de

(
m

3 =
s)

Årligt maxvärde

Figur 2: Exempel för val av datapunkter i block-maxima modellen ifrån vattendraget Getebro.

2.1.3 Generaliserade Paretofördelningen

Generaliserade Paretofördelningen, ofta förkortat GP-fördelningen, tillåter ett annat tillvägagångs-
sätt till extremvärdesteorin. Låt X 1; X 2; X 3; : : : vara oberoende, likfördelade slumpvariabler med
fördelningfunktion F och beteckna maximum av de förstan slumpvariablerna M n = max f X 1; : : : ; X n g.
Antag att M n uppfyller samband 3. De�niera

Fu (x) = P (X i � u < x jX i > u ) (8)

för något X i . Vilken av dem är inte relevant på grund av deras likfördelning. Funktionen Fu är då
fördelningsfunktionen för X i � ujX i > u , alltså X i :s överstigning överu, givet att den överstiger.
GP-fördelningen motiveras av satsen nedan. Antag att det existerar en funktionb(u) och en positiv
funktion a(u) så att

Fu

�
x � b(u)

a(u)

�
�������!

u ��! 1
G(x); (9)

för någon icke-degenererad slumpvariabels fördelningsfunktionG. Då är G en fördelningsfunktion
för en GP-fördelning [16, s. 793-798]. Svansen avX i är GP-fördelade om och endast om den
uppfyller samband 3 [17, s. 125].

En informell följdsats av samband 9 är att om M n � GEV( �; �; � ) för stora n, där � 2 R, � > 0
och � 2 R, så gäller

X � u j X > u � GP(~�; � ) (10)
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för ~� = � + � (u � � ) [13, s. 75]. Detta är hur den används i praktiken. GP-fördelningen beskriver
alltså svansen av många fördelningar. Fördelningen har två parametrar,� > 0 kallad skala, och
� 2 R kallad form. Fördelningsfunktionen är

F (x) =

8
<

:
1 �

�
1 + �x

�

� � 1=�
; � 6= 0

1 � exp
�
� x

�

�
; � = 0

(11)

och har stöd på
�

x > 0
�
� 1 + � x

� > 0
	

[13, s. 75-76]. Se �gur 3. Notera att fallet med� = 0 uppstår
som ett gränsvärde när � ��! 0 av fördelningsfunktionen, precis som för GEV. GP kan även
parametriseras med en ytterligare parameter,� , kallad läge, som förskjuter hela fördelningen, men
den är inte relevant för projektets tillämpning.
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Figur 3: Sannolikhetstäthetsfunktion för GP-fördelningen med olika värden för � . Här är � = 0 och
� = 1 .

2.1.4 Tröskelmetoden

Tröskelmetoden, även kalladpeaks over threshold, analyserar endast mätvärden som överstiger en
förbestämd tröskel, vanligtvis kallad u. Se �gur 4. Om mätvärden är oberoende och likfördelade
beskriver en tidshomogen Poissonprocess när överstigningar sker för stora tröskelvärdenu [13, s.
128-130]. Tröskeln väljs till ett �stort� tal eftersom asymptotiken med u ��! 1 vill utnyttjas för
samband 10 och resultatet om att överstigningar bildar en Poissonprocess.

Sannolikheten för överstigningar av speci�ka storlekar kan uppskattas genom att skatta paramet-
rarna av GP-fördelningen och frekvensen� från Poissonprocessen. GP-fördelningens parametrar
kan skattas med maximum likelihood-skattningar. Parametern � kan skattas med �̂ = N

T där T är
den totala mättiden. Skattningen �̂ är väntevärdesriktig och dess varians går mot 0 dåT ��! 1 .
Se appendix A.2 för bevis.
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Figur 4: Exempel för val av datapunkter i tröskelmetoden ifrån vattendraget Getebro.

Valet av tröskelvärdet innebär en avvägning mellan varians och systematiska fel i modellen. Ett för
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