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Forord

Vi vill inleda detta arbete med att framfora ett varmt tack till Richard Léarkdng och Hossein Raufi
som under varen vigt mycket av sin tid till att handleda och végleda oss genom detta arbete. Utan
deras engagemang hade végen till en fardigstélld rapport varit betydligt krokigare.

Ett antal bocker fortjanar erkinnande for den grund de utgjort for forstaelsen av teorin vid arbetets
forfattande. Storre delen av kandidatarbetet baseras pa Algebraic Curves and Riemann Surfaces av
Rick Miranda [Miranda], framférallt vad giller teorin om Riemannytor. Appendixet om topologi
baserar sig huvudsakligen pa Topology av James R. Munkres [Munkres|, men dven Introduction to
Topological Manifolds av John M. Lee [Lee]. Erkinnande vill dven ges till A Mathematical Gift av
Kenji Ueno, Koji Shiga och Shigeyuki Morita [Ueno|, som fungerade bra som ingéng till de centrala
topologiska begreppen. Under respektive avsnitt preciseras ndrmare vilka delar ur respektive bok
som avsnitt baserats pa.

Detta arbete har framstéllts tillsammans av fyra medforfattare och en loggbok har férts éver de
enskilda individernas deltagande under arbetet. Da arbetet &r av teoretisk karaktadr har en stor
del av arbetet varit att forsta den matematiska teorin som avhandlas. Detta har i huvudsak gjorts
genom att alla studerat samma teori och hjilpts at att forstd den genom att 16sa uppgifter och
regelbundet presentera dessa, inklusive teorin, for handledarna. Manga bidrag till arbetet kan
darfor inte sdgas hérrora fran en enskild forfattare, utan &r snarare ett resultat av flera personers
arbete med samma material. I de fall det i stor utstrickning gar att hdnfoéra ett avsnitt till en
enskild forfattare, eller da en enskild forfattare haft ett sérskilt ansvar att formulera den slutgiltiga
versionen av ett visst avsnitt, sammanfattas detta nedan:

e Alvin Larsson Bringholm: huvudansvarig for slutversionen av inledningen samt avsnittet om
Riemannsféaren och den komplexa torusen, dvs. avsnitt 1 och 3, samt delavsnittet om genus,
dvs. avsnitt 2.5. Har dven haft en sdrskilt framtridande roll i bevisféringen.

e Lorenz Engsner: huvudansvarig for slutversionen av den populérvetenskapliga presentationen
samt avsnittet om topologi, dvs. appendix A.2.

e Elias Guedra: huvudansvarig fér avsnittet om om Riemann-Rochs sats, dvs. avsnitt 4. Har
dven haft en sérskilt framtriddande roll i bevisforingen.

e Ellen Wahrolin: huvudansvarig for illustrationer samt slutversionen av avsnittet om Rieman-
nytor, dvs. avsnitt 2.

For bara nagra ar sedan tog stora sprakmodeller som OpenAl:s ChatGPT vérlden med storm,
och fragan ar i manga texter inte lingre om, utan hur Al har anvéints. I ett teoretiskt arbete som
detta &r anvindningen begridnsad, men betydelsefull, d& vikten ligger i forfattarnas forstaelse av
teorin. Framforallt har ChatGPT anvénts for att forsta teorin som vi ldst in oss pa. Nér uppgifter
16sts har AI stundvis varit ett stod — och stundvis vilseledande — i 16sningsgangen framéat. Aven
da ChatGPT haft fel har d&ven detta bidragit till 6kad forstaelse av teorin. Illustrationen i figur 3
ar for hand bearbetad efter ett original framtaget av ChatGPT. Férutom korrekturldsning av vara
handledare har Al anvénts for en slutgiltig korrekturldsning fér eventuella stavfel. ChatGPT har
dven agerat som ett radgivande verktyg kring vissa formuleringar och struktur.

Goteborg, 12 maj! 2025

Alvin Larsson Bringholm, Lorenz Engsner, Elias Guedra och Ellen Wahrolin.

IDen 12 maj — ett mycket speciellt datum — har av flera matematikférbund for kvinnor utsetts till en dag att
uppmaéarksamma kvinnor inom matematiken. Datumet ar valt till minne av Maryam Mirzakhani som 2014 blev
den forsta kvinnan att belénas med Fieldsmedaljen, nagot hon blev tack vare sin forskning om Riemannytor — ett
begrepp som detta arbete till stor del handlar om.



Popularvetenskaplig presentation

For nagra sekel sedan borjade matematiker experimentera med att lata ett tal ¢ ha den spoklika
egenheten 2 = —1; i vanliga fall har ju #ven negativa tal positiva kvadrater, i enlighet med
minnesregeln “minus ganger minus blir plus”. Trots att man redan i antikens Rom flyktigt stott pa
uttryck innehéallande kvadratroten ur negativa tal? dréjde det dnda till 1500-talet innan kompleza
tal bérjade studeras pa allvar. Det fanns inledningsvis en allmén misstro mot dem och det var i en
nagot avfardande ton matematikern, tillika filosofen, René Descartes myntade begreppet imagindra
tal. Dessa tal gar att forestélla sig men finns inte, menade fransmannen.

Arhundraden senare forekommer komplexa tal inom flera av matematikens grenar, for att inte tala
om den oundgéngliga roll de spelar i den moderna fysiken. Att de numera har den stéllningen
beror kanske frimst pa utvecklingen av den komplexa analysen.® Denna tog fart under 1800-
talet och bland férgrundsfigurerna aterfinns Bernard Riemann, som tillsammans med Augustin
Louis Cauchy formulerade de ekvationer som beskriver funktioners holomorficitet — den komplexa
analysens motsvarighet till derivatabegreppet. Huvudédmnet i denna kandidatuppsats ar dock ett
annat av Riemanns resultat: ar 1857 formulerade han en sats som 1865 bearbetades av eleven
Gustav Roch till sin slutgiltiga form. Aret dirpa gick bade Roch och Riemann bort, blott 26
respektive 39 ar gamla. Satsen ar i dag kéind under det nagot fantasilésa namnet “Riemann-Rochs
sats” och utgor ett viktigt resultat inom komplex analys och algebraisk geometri. Den har sedermera
fatt flera generaliseringar och ndmns frekvent i samtida matematisk forskning.

Formuleringen av Riemann-Rochs sats utgar inte bara fran komplex analys utan &ven topologi.
Topologi dr en tamligen modern gren av matematiken som studerar strukturer och egenskaper pa
geometriska foremal som inte beror pa den exakta formen, utan som bevaras om man kontinuerligt
deformerar ett foremal till ett annat. Man betraktar helt enkelt féreméal som lika i en betydligt
l6sare bemairkelse dn den vanliga: tva ytor anses vara topologiskt ekvivalenta om den ena kan
omformas till den andra genom att strécka och b6ja ytan. Detta kan jamfoéras med att knada ytan,
ungefir som om den vore gjord av lera, utan att riva sonder eller sammanfoga den pé nya stéllen.
Med detta synsatt visar det sig att den enda relevanta egenskapen hos en yta ar hur manga hal
den har, en egenskap som fatt namnet genus. I figur 1 askadliggors ytor med olika genus.

N’
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Figur 1: Sfaren saknar helt hal och har darfér genus noll. Badringen har ett hal och “attan” tva,
varfor de har genus ett respektive tva.

I grundlaggande komplex analys studeras funktioner definierade i det komplexa talplanet — ett
kartesiskt koordinatsystem med en reell z-axel och imaginéar y-axel. Med topologins hjalp gar det
emellertid att istdllet beskriva funktioner definierade pa mer komplicerade ytor. Det gar till exempel
att studera funktioner pa en sfir. Sfiren kan fa koordinater pa samma sdtt som det komplexa
talplanet, genom att ta ett koordinatsystem och lagga det pa ytan. I analogi med hur den krokta
jordytan kan avbildas pa en platt varldskarta kallas denna paldggning av ett koordinatsystem for en
karta. Figur 2 illustrerar hur en saddan paldggning kan gé till pa en sfar. Lagg mérke till hur kartan
som omsveper sfiaren lagger sig slatt och fint pa sfiarens vénstra sida medan den blir hopknycklad
pa andra sidan, och ger darfor inte ett jamnt och fint koordinatsystem pa hela sfaren. Detta ar
dock inget problem, utan sa linge man kan skapa flera kartor som tillsammans técker sfaren och

2Heron fran Alexandria, som verkade under forsta arhundradet efter Kristus, fick i en volymberikning fram
uttrycket /81 — 144 men adndrade det till v/144 — 81 d& man &nnu inte ens infért negativa tal. En djupare inblick i
de komplexa talens historia ges i Paul Nahins An Imaginary Tale.

3 Analys ar den gren inom matematiken som behandlar derivator och integraler.



bildar en atlas kan man anvinda ytan for att skapa funktioner pa den. Detta kan jamforas med hur
en platt karta inte kan representera hela jordgloben. Exempelvis blir nordpolen oproportionerligt
stor i den 6vre delen av kartan. Genom att técka jordgloben med en samling mindre kartor, alltsa
en atlas, kan man alltid vélja en karta som passar fér vart man &n befinner sig.

TIRL
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Figur 2: En illustration av hur ett koordinatsystem laggs pa en del av en sfar. Endast den delen
av koordinatsystemet som blir slétt pa sfiren ger ldmpliga koordinater.

Huvudnumret for detta arbete, Riemann-Rochs sats, ger ett samband mellan dess topologiska ut-
seende — alltsa antalet hal — och ytans matematiska struktur med kartor, som kravs for att kunna
definiera funktioner pa ytan. Forenklat kan satsen sédgas ge ett sétt att rdkna antalet funktioner
med givna egenskaper som kan konstrueras pa ytan utifran ytans genus. Trots sin stora betydelse
forekommer Riemann-Rochs sats forhallandevis lite i svensk litteratur, vilket understryker beho-
vet av en framstillning pa svenska. Syftet adr saledes att presentera den matematiska teori som
ar nodvandig for att forsta formuleringen av Riemann-Rochs sats. Da &mnet i litteraturen ofta
endast behandlas med utgangspunkt fran flera avancerade universitetskurser i matematik, sérskil-
jer sig detta arbete genom att presentera materialet pa ett sdtt som ska vara forstaeligt for en
ingenjorsstudent i teknisk fysik eller teknisk matematik.



Sammandrag

Detta arbete presenterar och diskuterar den nddvéndiga teorin for att kunna formulera
Riemann-Rochs sats, och bevisa satsen for tva konkreta specialfall: Riemannsfiaren och kom-
plexa torusar. Ambitionen ar att gora detta for lisare med kunskaper motsvarande en forsta
kurs i komplex analys. Arbetet tar avstamp i en definition av begreppet Riemannyta och en
allmén diskussion om verktygen som kravs for att utféra komplex analys pa en Riemannyta.
Begreppet Riemannyta konkretiseras darefter genom en grundlig genomgang av konstruktio-
nen av Riemannsféren och komplexa torusar som Riemannytor. Diskussionen innefattar &ven
de meromorfa funktionernas utseende pa Riemannsfaren och komplexa torusar. I det sista
avsnittet introduceras begreppet divisorer som senare anvinds som utgangspunkt for att kun-
na formulera Riemann-Rochs sats fér en allmén Riemannyta. Dérefter 6vergar avsnittet till
att presentera bevis for Riemann-Rochs sats i specialfallen d& Riemannytan utgors av Rie-
mannsfiren eller en komplex torus. Skillnaderna i de tva fallen understryker att de meromorfa
funktionerna péa respektive yta skiljer sig pa grund av att Riemannsfiren har topologiskt genus
g = 0 medan de komplexa torusarna har genus g = 1. Arbetet avslutas med en kort diskussion
om viktiga konsekvenser av Riemann-Rochs sats.

Abstract

This thesis will present and discuss the necessary theory required to give a formulation of
the Riemann-Roch theorem, and prove the theorem in two tangible special cases: the Riemann
Sphere and complex tori. The ambition is to do this for a reader with knowledge equivalent
to a first course in complex analysis. The text begins by defining the term Riemann surface
and a general discussion of the tools necessary to carry out complex analysis on a Riemann
surface. The discussion is made concrete by then presenting a thorough walkthrough of the
construction of the Riemann Sphere and complex tori as Riemann surfaces. The meromorphic
functions on each surface are also discussed. In the last section, the term divisor is introduced,
and is later used to formulate the Riemann-Roch theorem for a general Riemann surface. The
section then moves to presenting proofs for the theorem in the case of the Riemann Sphere
and complex tori. The differences in the two cases emphasize the fact that the meromorphic
functions on each surface differ because of the fact that the Riemann Sphere has topological
genus g = 0 while complex tori have genus g = 1. The thesis concludes with a short discussion
of important consequences of the theorem.
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1 Inledning

En central del inom den matematiska analysen &r studiet av olika typer av funktioner. I allménhet
ar antalet mojliga funktioner mycket stort, &ven om man begrénsar sig till valartade funktioner
med vissa Onskvirda egenskaper; till exempel deriverbarhet inom reell analys, eller motsvarighe-
ten till deriverbarhet inom komplex analys — holomorficitet. I vissa sammanhang &r dock antalet
funktioner av en viss typ betydligt mer begrédnsat. Om man istéllet for att studera funktioner i det
komplexa talplanet betraktar funktioner pa kompakta Riemannytor — en typ av generalisering av
det komplexa talplanet — kan man exempelvis visa att de enda holomorfa (komplext deriverbara)
funktionerna som finns &r konstanta.

Meromorfa funktioner (dvs. funktioner som &r holomorfa 6verallt férutom i ett antal isolerade
punkter, s.k. poler) pd kompakta Riemannytor dr inte riktigt lika fa. Antalet, eller mer precist
dimensionen pé vektorrum av, meromorfa funktioner uppvisar ett intressant samband med Rie-
mannytans geometriska egenskaper. Riemann-Rochs sats ger ett séitt att bestimma dimensionen pa
vektorrummet av meromorfa funktioner med féreskrivna poler av hégst nagon viss ordning utifran
Riemannytans topologiska genus, en geometrisk egenskap hos ytan som intuitivt kan forstas som
antalet hal i ytan. Satsen ger ett anméarkningsvirt samband mellan tva till synes skilda aspekter
av Riemannytan — den komplexa analysen pa ytan, och dess geometriska form.

Detta arbete férdjupar sig i Riemann-Rochs sats med maélet att kunna lagga fram den bakomliggan-
de teorin och beviset av satsen i tva specialfall pa ett sdtt som &r begripligt for en tredjearsstudent
pa civilingenjorsprogrammen i teknisk fysik och teknisk matematik, som genomgatt en grundkurs i
komplex analys. Det underléttar om ldsaren dr bekant med topologi, men centrala begrepp aterges
i appendix A.2 for den som saknar sddan bakgrund. Arbetet ska alltsd tillgdngliggora de forkun-
skaper som behovs for att forsta satsformuleringen och beviset av Riemann-Rochs sats, utan att
ldsaren nédvindigtvis besitter de forhallandevis omfattande &mneskunskaper som Riemann-Rochs
sats normalt formuleras med utgangspunkt fran. Dessutom ska innehallet, som normalt avhandlas
endast pa engelska i litteraturen, tillgédngliggoras pa svenska.

For att definiera kompakta Riemannytor krévs grundldggande begrepp och terminologi inom ett
omrade som heter topologi, vilket gors i bilaga A.2. Déarefter inleds arbetet med ett avsnitt som
introducerar begreppet Riemannyta i allmédnhet samt de verktyg och koncept som behdvs for att
kunna utfora komplex analys pa dessa. Sedan introduceras i det tredje avsnittet tva specifika ex-
empel pé Riemannytor — den komplexa torusen och Riemannsféren — som anvénds i det avslutande
avsnittet for att forklara och, i dessa specialfall, ge bevis for Riemann-Rochs sats.

2 Generellt om Riemannytor

I grundlidggande komplex analys behandlas funktioner definierade pa hela, eller delméngder till,
det komplexa talplanet C. Motsvarande funktioner kan dock studeras pa mer generella ytor dn det
komplexa talplanet, s.k. Riemannytor. Riemann-Rochs sats formuleras pa dessa ytor, och i detta
avsnitt introduceras darfor begreppet Riemannyta for att precisera hur denna komplexa analys pa
mer generella ytor gar till. For att prata om Riemannytor behéver vi dock forst vara bekanta med
omradet topologi. Nodvéndiga topologiska begrepp beskrivs i appendix A.2. Detta avsnitt baseras
pa kapitel I.1, 1.2 och IL.1 i [Miranda].

2.1 Vad ar en Riemannyta?

En Riemannyta ar ett rum som lokalt ser ut som en 6ppen méngd i det komplexa planet. For
att formalisera detta behover vi introducera begreppen kartor, atlaser och vad det innebér att tva
kartor dr kompatibla. Vi definierar en komplex karta formellt nedan, men intuitivt &r en komplex
karta ett sétt att avbilda en del av en abstrakt yta till det komplexa talplanet C, d& varje lokalt
omrade ser ut som en delméngd av det komplexa talplanet.

DEFINITION 2.1 (KOMPLEXA KARTOR). En komplex karta (eller bara “karta”) pa ett topologiskt
rum X &r en homeomorfi ¢ : U — V, dédr U C X och V C C bada ar 6ppna méngder. Man



siger att ¢ dr centrerad i p € U om ¢(p) = 0. En delkarta definieras enligt restriktionen
¢|U1 U — ¢(U1)

Att tva kartor &r kompatibla innebar intuitivt att de “héller med varandra” om hur punkter ska
avbildas dér de 6verlappar.

DEFINITION 2.2 (KOMPATIBLA KARTOR). Tv& komplexa kartor ¢1 : Uy — Vi och ¢ : Us — V5 pa
ett topologiskt rum X, ségs vara kompatibla om U; NUs = &, eller om ¢4 oqbfl s (U NUz) —
@2 (U N Us) ér holomorf. Funktionen T' = ¢ oqﬁfl kallas 6vergangsfunktionen mellan tva kartor
och &r en bijektion.

LEMMA 2.3. En 6vergdngsfunktion 7' mellan tva kartor uppfyller 77 # 0 6verallt i dess definitions-
mangd.

BEVIS. Lat S = T~ och notera att vi har S(T(z)) = z for alla z i T':s definitionsmiingd. Derivering
av denna likhet ger S'(T'(2))T"(z) = 1 for alla z, vilket visar att T'(z) = 0 dr omdjligt. O

Man kan séga att en komplex atlas ar en samling av kartor, pa liknande sétt som att det behovs
flera kartor av olika omraden for att skapa en atlas av hela jorden. Nedan foljer en formell definition
av en komplex atlas.

DEFINITION 2.4 (KOMPLEXA ATLASER). En komplex atlas (hiddanefter atlas) A pé ett topolo-
giskt rum X &r en samling av parvis kompatibla komplexa kartor, A = {¢, : Uy — V,}, si att
deras definitionsméngd técker X, dvs. X =, Ua.

DEFINITION 2.5 (EKVIVALENTA ATLASER). Tva atlaser A och B ségs vara ekvivalenta om alla
kartor i A &r kompatibla med alla kartor i B.

Det gar att tdnka pa ekvivalenta atlaser som att tva atlaser beskriver samma sak om alla kartorna
som utgor denna atlas &r kompatibla med alla kartor i den andra atlasen.

For att formellt definiera en Riemannyta behéver ytterligare tva begrepp introduceras: komplexa
strukturer och andra uppréaknelighetsaxiomet, dar den sistndmnda redogors i appendix A.2. Lisaren
férutsdtts kidnna till begreppet ekvivalensklass. En kortfattad beskrivning finns annars i appendix
A.l.

DEFINITION 2.6 (KOMPLEXA STRUKTURER). En komplex struktur pé ett topologiskt rum X &r en
ekvivalensklass av atlaser pa X.

Alla kartor som ar kompatibla ger samma komplexa struktur.

DEFINITION 2.7 (RIEMANNYTOR). En Riemannyta &r ett sammanhéngande Hausdorffrum som
uppfyller det andra uppréaknelighetsaxiomet, tillsammans med en komplex struktur.

P4 en Riemannyta fungerar vanlig komplex analys lokalt. Definitionen ovan kan ge sken av att
det krdavs en topologi pad méngden X for att ge méngden en komplex struktur och gora den till
en Riemannyta, men kartorna som anvénds for att ge en komplex struktur pa ytan kan ocksa
anvindas for att definiera topologin.

2.2 Funktioner pa Riemannytor

Likt funktioner fran C till C definierar vi nu funktioner pa en Riemannyta till C. I féljande delavsnitt
géller 6verallt att X dr en Riemannyta.

2.2.1 Holomorfa funktioner

DEFINITION 2.8 (HOLOMORF FUNKTION). Lat f vara en komplexvérd funktion definierad i en
6ppen méngd W, dar W C X och p &r en punkt i W. Om det finns en karta ¢ : U — V med p € U
si att fo ¢! dr holomorf i ¢(p) siigs f vara holomorf i p. Om f &r holomorf i alla punkter som
tillhor W ségs f vara holomorf pa W.

En forklarande illustration av begreppet holomorf funktion utifran kartor illustreras i figur 7 i
appendix A.3.



LEMMA 2.9. Lat X vara en Riemannyta, p en punkt i X och f en komplexvéird funktion pa en
omgivning W till p. Om fo¢~! &r holomorf i en karta ¢ kommer den vara holomorf i alla kompatibla
kartor.

Grundidén bakom definitionen av en Riemannyta &r att holomorfa funktioner ska vara véldefinie-
rade — oberoende av val av lokala koordinater, dvs. karta. Detta &r en omskrivning av lemma A.32,
som aterfinns i appendix A.3.1.

2.2.2 Meromorfa funktioner

Med samma tillvigagangsséitt som holomorfa funktioner pd Riemannytor definierats med hjilp
av holomorfa funktioner pa C, ska vi nu definiera meromorfa funktioner pa Riemannytor. For
att definiera vad en meromorf funktion pa en Riemannyta &r behover vi forst definiera typer av
singulariteter pa en Riemannyta.

DEFINITION 2.10 (TYPER AV SINGULARITETER). Lat X vara en Riemannyta och z € X. Lat
U C X vara en omgivning till  och betrakta en holomorf funktion f : U \ {#} — C i den
punkterade omgivningen U \ {z}. Funktionen f ségs ha en hdvbar singularitet, pol, respektive
visentlig singularitet vid z om och endast om det finns en karta ¢ : U — V C C med z € U sa
att f o ¢! har en hiivbar singularitet, pol respektive viisentlig singularitet vid ¢(x).

Pa samma sétt som tidigare spelar det inte heller hiar nagon roll vilken karta som anvénds for att
avgora typen hos en viss singularitet, vilket foljer av féljande lemma:

LEMMA 2.11. Funktionen f har en hévbar singularitet, pol respektive visentlig singularitet vid
p € X om och endast om sammansittningen f o ¢~! har en hiivbar singularitet, pol respektive
visentlig singularitet vid ¢(p) for varje karta ¢ : U — V med p € U.

SATS 2.12 (KARAKTERISERING AV SINGULARITETER). Lat X vara en Riemannyta, p € X och
betrakta en holomorf funktion f: U \ {p} — C.

a) Om |f(z)| 4r begrénsad i en omgivning av p € X s& har f en hivbar singularitet vid p. I s&
fall existerar dven lim,_,, f(x) och om f(p) sétts lika med detta grénsvérde blir f holomorf

ip.
b) Om |f(z)| — oo nér x — p sd har f en pol vid p.
¢) Om |f(x)| saknar gransvirde nir x — p s& har f en vésentlig singularitet vid p.
Vi dr nu redo att definiera en meromorf funktion pa en Riemannyta.

DEFINITION 2.13 (MEROMORF FUNKTION). En funktion f pa en Riemannyta X sigs vara mero-
morf vid en punkt p € X om den antingen &r holomorf, har en hévbar singularitet eller en pol
vid p.

Om f &r meromorf i alla punkter i en 6ppen méngd W C X ségs f vara meromorf pa W.

2.2.3 Laurentserier

For att kunna tala om Riemann-Roch sats behover vi dven definiera ordningen av meromorfa
funktioner. I analogi med komplexvirda funktioner definierade i det komplexa talplanet definieras
dérfor Laurentserier for funktioner pa Riemannytor. Detta gors for att kunna definiera ordningen
av meromorfa funktioner vid en punkt.

DEFINITION 2.14 (LAURENTSERIE). Lat f vara holomorf i en punkterad cirkelskiva med centrum
ipe X.Lat ¢ : U — V vara en karta pd X med p € U och z € V en punkt sddan att z = ¢(x)
for z nira p. DA giller att f o ¢~! &r holomorf i en punkterad omgivning till 29 = ¢(p) och vi kan
skriva f o ¢~! som en Laurentserie kring zy:

F@71(2) =D enlz — 20)™



Denna kallas for Laurentserien for f kring p med avseende pa ¢. Koefficienterna c,, kallas Lau-
rentseriekoefficienter. Observera att serien beror pa val av karta ¢ och &r dérfor inte &r véldefinierad
utan att kartan specificeras.

2.2.4 Ordningen av meromorfa funktioner
Med hjalp av Laurentserier kan vi definiera ordningen av ett nollstélle eller en pol.

DEFINITION 2.15 (ORDNINGEN AV f). Lat f vara en funktion som &r meromorf (respektive holo-
morf) vid en punkt p € X, vars Laurentserie i en lokal koordinat z ér ) " ¢, (2—20)". Ordningen av
f vid p, ord,(f), dr den minsta potensen med nollskild koefficient, dvs. ord,(f) = min{n | ¢, # 0}.

Vi har tidigare noterat att Laurentserien i allménhet beror pa valet av karta, men vi férsédkrar
ldsaren om att ordningen av en meromorf funktion vid en punkt trots detta ar valdefinierad. Detta
ar en konsekvens av att en 6vergangsfunktionen mellan tva kartor enligt Lemma 2.3 maste ha en
Taylorutveckling med en term av ordning 1. Foljaktligen blir ordningen av den lagsta termen i
Laurentserien i den ena kartan lika med ordningen av den ldgsta termen i Laurentserien i den
andra kartan.

Man séger att f har ett nollstélle av ordning n om ord,(f) =n > 1, samt en pol av ordning n om
ord,y(f) =—n<0.

LEMMA 2.16. Antag att f dr meromorf vid p. Da géller att:
i) f &r holomorf vid p om och endast om ord,(f) > 0
ii) f har ett nollstélle vid p, dvs. f(p) = 0 om och endast om ord,(f) > 0
iii) f har en pol vid p om och endast om ord,(f) < 0
iv) f har varken ett nollstélle eller en pol vid p om och endast om ord,(f) =0
Vidare har vi &ven f6ljande lemma:
LEMMA 2.17. Lat f och g vara nollskilda meromorfa funktioner vid p € X. Da géller att:
) ord,(fg) = ord,(f) + ord, (g)
b) ordy(f/9) = ordy(f) — ordy(g)
c) ord,(f = ¢) > min{ord,(f),ord,(g)}
Av D) foljer att ord,(1/g) = —ord,(g).
Nu nér vi definierat ordningen av f vid en punkt kan vi introducera féljande sats:

SATS 2.18. Om f &r en icke-konstant meromorf funktion pa en kompakt Riemannyta X géller att:

Z ord,(f) = 0.

peX

2.2.5 Foljdsatser fran komplex envariabelanalys

Det finns ett flertal satser som &rvs fran (envariabel) komplex analys. For foljande satser géiller i
samtliga fall att f &r en funktion och W &r en sammanhéngande 6ppen méngd pa X. Bland annat
géller en generaliserad version av maximumprincipen, identitetsprincipen och en sats om diskreta
nollstédllen och poler; som samtliga gar att ldsa om i appendix A.3.1. Fran dessa satser i appendix
foljer tva relevanta korollarium:

KOROLLARIUM 2.19. Lat f, som inte far vara identiskt lika med noll, vara meromorf pa X. Om X
ar kompakt, sa géller att f har ett dndligt antal nollstdllen och poler.

SATS 2.20. Antag att f &r holomorf pa hela X. Om X &r kompakt, sa ar f en konstant funktion.



BEevis. Att f dr holomorf pa hela X &r f kontinuerlig, och darfor dven | f|. Eftersom X &dr kompakt
antar |f| ett maximum i en punkt zp € X. Enligt Maximumprincipen (Sats A.35) géller att f ar
konstant pa hela X eftersom X &r sammanhéngande och 6ppen. Detta ar uppfyllt eftersom X &r en
Riemannyta, vilket innebédr att X &r ett sammanhéngande topologiskt rum, och varje topologiskt
rum &ar oppet. [

2.3 Avbildningar mellan Riemannytor

Vi har hittills endast definierat holomorfa funktioner pa Riemannytor, dvs. avbildningar fran en
Riemannyta till en méngd i C. Vi relaterar da en Riemannyta till C med hjélp av komplexa kartor.
Vi ska nu definiera holomorfa och meromorfa avbildningar mellan tva Riemannytor.

2.3.1 Holomorfa avbildningar

DEFINITION 2.21 (HOLOMORF AVBILDNING MELLAN RIEMANNYTOR). Lat X och Y vara Rieman-
nytor. En avbildning F' : X — Y ségs vara holomorf i z € X om det finns kartor ¢, : U; — Vi pa
X och ¢9 : Uy — Vo pd Y med = € Uy och F(z) € Uy sddana att sammanséttningen ¢o o F' o (;Sfl
ar holomorf i ¢1(z). Om F &r definierad pa en 6ppen méngd W C X sdgs F vara holomorf pa
W om F ar holomorf i varje punkt som tillhér W. Avbildningen F' ségs vara holomorf om den ar
holomorf pa hela X.

Pa samma sétt som med holomorfa funktioner pa Riemannytor spelar det ingen roll vilka kartor
som anvands for att undersoka huruvida avbildningen &r holomorf. For ytterligare detaljer, se
Lemma A.36 i appendix A.3.2.

Slutligen har vi dven begreppet biholomorfi. Tva Riemannytor X och Y &r identiska fran ett
komplexanalytiskt perspektiv om de ar biholomorfa.

DEFINITION 2.22 (BIHOLMORFI). Lat F': X — Y vara en holomorf och bijektiv avbildning sa att
dven F~1 : Y — X &r holomorf. DA kallas F for en biholomorfi mellan X och Y. Om det finns
en biholomorfi mellan Riemannytorna X och Y ségs de vara biholomorfa.

2.3.2 Graden av en holomorf avbildning

Alla holomorfa avbildningar av grad 1 &r isomorfier. For att forstd vad detta betyder behéver vi
forst definiera vad graden av en avbildning &r, och i sin tur vad multipliciteten &r. Darfor foljer
nedan en definition av multipliciteten av en holomorf avbildning.

DEFINITION 2.23 (MULTIPLICITET). Lat F : X — Y vara en icke-konstant holomorf avbildning
mellan tva Riemannytor definierad vid en punkt p € X. Multipliciteten av F' vid p, betecknad
mult, (F'), dr det unika heltalet m s& att det finns lokala koordinater néra p och F(p) dér F har
formen z — 2.

Med hjélp av ovan kan vi nu definiera graden av en avbildning enligt nedan.

DEFINITION 2.24 (GRADEN AV EN AVBILDNING). Lat F': X — Y vara en ickekonstant holomorf
avbildning mellan tvad kompakta Riemannytor. For varje punkt y € Y definieras graden av F
enligt:

deg, (F') = Z mult,, (F').
pEF~1(y)
Sars 2.25. Graden deg, (F) dr konstant och alltsa oberoende av y.

Mot bakgrund av detta kan vi avsta fran att precisera punkten y och helt enkelt berdkna graden
av en holomorf avbildning F' som deg(F).

SATS 2.26. En holomorf avbildning mellan kompakta Riemannytor dr biholomorf om och endast
om deg(F) = 1.

Vi hénvisar till kapitel I1.4 i [Miranda] for bevis av de tvi ovanstaende satserna.



2.4 Meromorfa och holomorfa 1-former

Kurvintegraler av meromorfa funktioner &r ett viktigt verktyg i komplex envariabelanalys. For att
generalisera detta till Riemannytor infors objekt som kallas meromorfa (och holomorfa) 1-former.

DEFINITION 2.27 (HOLOMORF OCH MEROMORF 1-FORM). En meromorf (respektive holomorf) 1-
form pa en 6ppen méngd V C C ar ett uttryck w pa formen w = f(z)dz, dér f &r en meromorf
(holomorf) funktion pa V. Uttrycket w sédgs d& vara en meromorf (holomorf) 1-form i koordi-
naten z.

Vi behover definiera hur en 1-form transformeras under en avbildning, speciellt ett koordinatbyte.

DEFINITION 2.28. Lat w; = f(z)dz vara en meromorf (respektive holomorf) 1-form i z pa den
O6ppna méngden V; och wy = g(w)dw en meromorf (holomorf) 1-form i w pa 6ppna méngden Vs.
Lat z = T'(w) vara en meromorf (holomorf) avbildning fran V5 till V;. D4 sigs w; transformeras
till wy under T om g(w) = f(T(w))T' (w).

En 6nskvérd 61jd av denna definition &r att w;y transformeras till we nér man sétter dz = T/ (w)dw.

DEFINITION 2.29. Lat X vara en Riemannyta. En meromorf (respektive holomorf) 1-form
pa X &r en samling meromorfa (holomorfa) 1-former {wy}, en for varje karta ¢ : U — V' i koordi-
naten i malméngden V', saddan att om tva kartor ¢; och ¢o har 6verlappande definitionsméngder
transformeras motsvarande meromorfa (holomorfa) 1-form wg, till wy, under T = ¢; 0 ¢, .

For att definiera en meromorf (holomorf) 1-form pa en Riemannyta X rédcker det med att finna
kompatibla meromorfa (holomorfa) 1-former for varje karta tillhrande négon atlas pa X. Detta
uttrycks i foljande lemma:

LEMMA 2.30. Lat X vara en Riemannyta och A en komplex atlas pa X. Antag att meromorfa
(respektive holomorfa) 1-former &r givna for varje karta i A4 och att dessa transformeras till varandra
pa overlappande definitionsméangder enligt féregaende definition. D& existerar en unik meromorf
(holomorf) 1-form pa X dér de meromorfa (holomorfa) 1-formerna utdkats pa var och en av
kartorna i A.

1-former &r ett centralt begrepp for att kunna férsta Riemann-Rochs sats. Kurvintegraler pa Rie-
mannytor dr ddremot inte centralt och definieras darfér explicit i appendix A.3.3.

LEMMA 2.31 (DIVISION AV MEROMORFA 1-FORMER). Lat w; och wy vara meromorfa 1-former pa
en Riemannyta X med w; inte identiskt lika med noll. D& finns det en unik meromorf funktion f
pa X sa att wo = fw;.

BEvVIS. Vélj en karta ¢ : U — V pa X som ger lokal koordinat z. Skriv w; = g;(2)dz fér en meromorf
funktion g; pa V. Lat h(z) = ga(2)/g1(2z). Da ar den s6kta funktionen f = h o ¢. Vi kan visa att
[ ér véldefinierad genom att géra ett koordinatbyte till en annan karta. Lat z = T'(w). Vi far da
@j = gj(T(w))T"(w)dw och h(z) = g1(T(w))T"(w)/g2(T(w))T"(w) = g1(2)/92(2) = h(z). O

DEFINITION 2.32 (ORDNINGEN AV EN 1-FORM). Lét w vara en meromorf 1-form och w = f(z)dz
definierad i omradet av en punkt p. Genom att vélja koordinater centrerade vid p kan vi skriva
w = f(z2)dz dar f &r en meromorf funktion vid z = 0. D& giller att ordningen av w vid p,
definieras enligt foljande:

ord,(w) = ordg(f).

2.5 Genus

Detta avsnitt innehaller en kort introduktion till den topologiska klassificeringen av kompakta
Riemannytor utifran deras genus. Begreppet genus ska pa ett intuitivt plan beskriva antalet hal
ytan har — en badring har ett hal och en “atta” har tva hal. For fullstindighetens skull ska vi
lata genus definieras med hjalp av trianguleringar, men vi utgar huvudsakligen fran den informella
tolkningen, dvs. som antalet hal. Ytterligare diskussion och hadnvisningar finns i kapitel 1.1 och I1.4
i [Mirandal].



DEFINITION 2.33 (TRIANGULERING). L&t X vara en kompakt Riemannyta. En triangulering av
X ér en uppdelning av X i slutna delméngder, var och en homeomorfa med en triangel, s att
varje par av trianglar antingen ar disjunkt, mots endast i ett horn eller mots endast langs en sida.

En illustration av begreppet triangulering visas i figur 3.

DEFINITION 2.34 (EULERKARAKTERISTIK). Lat X vara en kompakt Riemannyta och antag att en
triangulering 7" av X med v hérn, e kanter och ¢ trianglar ar given. Eulerkarakteristiken for
denna triangulering definieras da som

x(T)=v—e+t.
SATS 2.35 (EULERKARAKTERISTIKEN AR OBEROENDE AV TRIANGULERING). Lat X vara en kom-
pakt Riemannyta och 14t T} och T vara trianguleringar av X. Da ar x(71) = x(T2).

For en given Riemannyta spelar det alltsa ingen roll vilken triangulering som anvénds for att
berdkna Eulerkarakteristiken. Detta, tillsammans med det faktum att varje Riemannyta gar att
triangulera (ett pastdende vi avstar fran att visa), mojliggor f6ljande definition.

N’

g: g=1
Figur 3: En triangulering av en torus, dir v
markerar exempel pa hoérn, e markerar exem- g=2
pel pa kanter och ¢ markerar ett exempel pa en
triangel. Skapad med hjilp av Al [OpenAl]. Figur 4: Illustration av genus g.

DEFINITION 2.36 (GENUS). Lat X vara en kompakt Riemannyta och T vara en triangulering av
X. D& definieras X:s (topologiska) genus som g =1 — x(7)/2.

For att fa grepp om vilka mdéjliga genus en kompakt Riemannyta kan ha presenteras foljande sats.

SATS 2.37. Varje kompakt Riemannyta har heltalsgenus g > 0. Vidare har tva kompakta Rieman-
nytor samma genus g om och endast om de & homeomorfa.

I princip kan satsen uttryckas som att varje kompakt Riemannyta &r homeomorf, dvs. topologiskt
identisk, med en “torus med ¢ hal”, se figur 4.

3 Tva konkreta Riemannytor

I detta avsnitt introducerar vi tva konkreta exempel pa Riemannytor — Riemannsfiren och kom-
plexa torusar — som i det sista avsnittet anvinds for att studera Riemann-Rochs sats. Dessa ytor
ar bada grundldggande exempel pa forhallandevis enkla Riemannytor i bemérkelsen att de har lagt
topologiskt genus g, dvs. ett litet antal hal. Trots detta dr den komplexa analysen pa Riemanns-
faren, som har g = 0, och den komplexa analysen pa komplexa torusar, som har g = 1, olika.
Detta visar pa de topologiska egenskapernas inverkan pa den komplexa analysen pa ytan och gor
dessa ytor till bra exempel for att illustrera Riemann-Rochs sats, som handlar om just ett samband
mellan topologiskt utseende och den komplexa analysen pa ytan.

Foljande avsnitt baseras pa kapitel 1.1, 1.2, I11.2 och I1.3 i [Miranda].



3.1 Riemannsfaren

Vi bildar Riemannsfiren genom att utrusta enhetssfiren i R?, dvs. miingden S? = {(z1, 72, 73) €
R3 | 22 +23+23 = 1} med en komplex struktur. Vi introducerar funktionerna ¢; : $%\ {(0,0,1)} —
C och ¢9 : S?\ {(0,0,—1)} — C dér vi later
T1 T2 Z1 . T2

T+as 1+as

utgora kartorna for den komplexa strukturen. Funktionen ¢, motsvarar geometriskt sett en s.k. ste-
reografisk projektion dér en punkt pé sfiren sammanbinds med en linje genom nordpolen (0,0, 1)
som sedan avbildas pa denna linjes skirningspunkt med x;xo-planet, som vi identifierar med det
komplexa talplanet (se figur 5). Funktionen ¢o motsvarar pa liknande séitt en stereografisk projek-
tion genom sydpolen (0,0, —1), men denna gang foljt av en komplexkonjugering.

¢1(z1, w2, 73) = och  ¢o(x1,22,23) =

+1
1—.733 1—$3

Figur 5: Illustration av kartan ¢;:s geometriska tolkning som stereografisk projektion.

Vi ska nu se att dessa funktioner ¢ och ¢o verkligen ger en komplex struktur pa sfiren (se avsnitt
2.1). Som den geometriska tolkningen av ¢; och ¢o antyder ar funktionerna inverterbara, nigot vi
kan se med de explicita inverserna

_ 2Re(z) 2Im(z) |22 -1 _ 2Re(z) 2Im(z) 1—|2|?
1 1
1 (2) (|Z|2+17 |22 +17 |22+ 1 och ¢57(2) |22 +17 |22+ 17 |22+ 1

Utrustar vi sfiren med delrumstopologin i R? (se avsnitt A.2.2) féljer det att ¢; och ¢ #r ho-
meomorfier eftersom de, och deras inverser, dr kontinuerliga i vanlig epsilon-delta-mening (se Sats
A.14). Funktionerna ar alltsi kartor. Dessutom &r de kompatibla, eftersom 6vergngsfunktionen
mellan kartorna ¢o 0 ¢ : C\ {0} — C\ {0} &r (¢ 0 ¢7)(2) = 1/2 (vilket ses genom insittning i
uttrycken for ¢f1 och ¢ ovan), som dr holomorf pa bilden av kartornas gemensamma definitions-
méngd ¢1(5? \ {(0,0,1), (0,0, —1)}) = ¢2(S?\ {(0,0,1),(0,0,—1)}) = C\ {0}. Detta, tillsammans
med observationen att kartornas definitionsméngder tillsammans técker sfaren, visar att vi skapat
en komplex struktur pa sfaren.

For att visa att sfiren #r en Riemannyta kvarstar endast de topologiska kraven att S? dr samman-
héngande, Hausdorff och uppfyller det andra uppréknelighetsaxiomet. De tva sistndmnda egen-
skaperna #rvs direkt fran R3 och den férstnimnda inses t.ex. genom att kontinuerligt avbilda en
sammanhingande mingd i R? pa sfiren. Genom detta har vi konstruerat den Riemannyta som vi
kallar Riemannsfaren. Vi kan dessutom konstatera att Riemannsfaren ar en kompakt Riemannyta
eftersom sfiren #r sluten och begrinsad i R? (se Sats A.30).

3.1.1 Anvindning av Riemannsfiren

Riemannsfiren har genom kartan ¢; en vildigt naturlig koppling till det komplexa talplanet —
kartan ger alla tal i C en motsvarighet pa Riemannsfaren. Dessutom finns exakt en ytterligare
punkt, nordpolen (0,0, 1), som saknar motsvarighet i C. Riemannsfiren &r dock sé fiffigt beskaffad
att denna nordpol ar precis vad som erhélls da vi later |z| — oo i det komplexa talplanet, oavsett
i vilken riktning vi later |z| — co. Mer precist &r

lim ¢;'(2) = (0,0,1).

|z| =00



Av denna anledning &r det brukligt att ténka sig Riemannsfiren som det komplexa talplanet
utokat med en oéndlighetspunkt co. Man betecknar av denna anledning ofta Riemannsfiren C.
Det ar dven vanligt att av bekvamlighetsskél tala om punkter pa Riemannsfaren, inte genom deras
koordinater (1,2, z3), utan genom vilket tal z € C (eller co) de motsvarar.

Det faktum att Riemannsfarens évergangsfunktion 7' mellan kartorna ¢; och ¢ dr T(z) = 1/z
mojliggor dven for ett smidigt sitt att hantera funktioners beteende i oéndligheten. Vi har féljande
resultat.

LEMMA 3.1. Funktionen f : C,, — C &r meromorf respektive holomorf i co om och endast om
f(1/z) & meromorf (holomorf) i 0.

Meromorfa funktioner pa godtycklig Riemannyta gar att betrakta som holomorfa avbildningar till
Riemannsfiaren. Darfor later vi X vara en Riemannyta och betraktar en funktion f. Om f: X — C
ar en meromorf funktion pa hela X &r den holomorf pé hela X, forutom i isolerade punkter. I dessa
punkter gar absolutbeloppet av funktionen mot co. Som komplexvérd funktion finns det inte mycket
vi kan gora at dessa singulariteter, men de kan naturligt utvidgas till en avbildning F' : X — C,
genom att avbilda alla odefinierade singularitetspunkter pa oco. Faktum &r att denna utvidgade
funktion

Fo) f(x) om x ejédrenpoli f
xTr) =
00 annars

blir en holomorf avbildning X — C.,. Det visar sig ocksa finnas en korrespondens mellan mero-
morfa funktioner p4 X och holomorfa avbildningar X — C,, som inte dr identiskt lika med
oandligheten.

Ett antal rdkneregler f6r multiplicitetens relation till ordningen presenteras i lemmat nedan.

LEMMA 3.2. Lat f vara en meromorf funktion pa en kompakt Riemannyta X med den associerade
holomorfa avbildningen F': X — C,,. Da géller att

i) Om p € X &r ett nollstille till f s& &r mult,(F) = ord,(f)
ii) Om p € X &r en pol till f s& ar mult,(F) = —ord,(f)
ili) Om p € X inte &r ett nollstélle eller en pol till f s& &r mult,(F) = ord,(f — f(p))

3.1.2 Funktioner pa Riemannsfiren

Eftersom Riemannsfiren &r kompakt finns inga icke-konstanta holomorfa funktioner enligt Sats
2.20. Faktum &r att detta resultat pa Riemannsfaren kan ses som en omformulering av ett ként
resultat fran den vanliga komplexa analysen i det komplexa talplanet, ndmligen Liouvilles sats.
Detta visar pa ett av anvindningsomréadena for Riemannsfiren — att ge nya synsétt pa analysen i
det komplexa talplanet.

EXEMPEL 3.3 (LIOUVILLES SATS). Liouvilles sats, som bland annat kan anvéndas for att visa
algebrans fundamentalsats, siger att det inte finns nagra begrdnsade icke-konstanta funktioner
som ar holomorfa pa hela C. Betraktar vi en funktion f pa C istéllet som en funktion f pa Coo
sidger det faktum att f &r begrénsad att f ar begridnsad i en omgivning av oo och kan darfor
utvidgas till en holomorf funktion pa hela C.. enligt Sats 2.12. Detta medfér att f maste vara

konstant eftersom Riemannsfiren dr kompakt. Det foljer att f &r konstant.

Eftersom det inte finns nagra icke-konstanta holomorfa funktioner studerar vi istillet meromorfa
funktioner pa Riemannsfiren. De rationella funktionerna f(z) = p(z)/q(z), dér p och ¢ &r polynom,
kommer visa sig spela en central roll pd Riemannsfiren. Faktum &r att alla meromorfa funktioner
pé Riemannsfaren &r rationella.

SATS 3.4. En funktion pa Riemannsfiaren &r meromorf om och endast om den &r rationell.



BEVIS. Antag att f ar rationell. Att f &r meromorf i alla punkter utom oo foljer av vanlig komplex
analys. I punkten oo tillimpar vi lemma 3.1 genom att konstatera att &ven f(1/z) ar en rationell
funktion, varfor f(1/z) & meromorf i 0, vilket medfér att f &r meromorf i co. Vi reder inte ut
alla detaljer for att visa omvéndningen, att en meromorf funktion f pa Riemannsfiren maste vara
rationell, men idén &r att bilda en rationell funktion ¢ med samma nollstéllen och poler som f, for
att sedan konstatera att kvoten f/g ar holomorf och ddrmed konstant d& alla holomorfa funktioner
pa kompakta Riemannytor &r konstanta. Dé foljer att f = cg for ndgon konstant ¢, och alltsa ar f
rationell. O

3.2 Komplexa torusar

Vi inleder med att vélja tva nollskilda komplexa tal w; och wy som har olika argument sa att wq
och ws dr linjirt oberoende 6ver R. Vi skapar sedan ett gitter

L = Zwy + Zws = {mwy + nws | m,n € Z}

av punkter i C som utgdr hornen i ett rutnét av parallellogram, vars exakta utseende bestams av
talen w; och ws. Vi ska nu betrakta det komplexa talplanet, med tillagget att vi identifierar tva
punkter z; och z5 med varandra om skillnaden z; — 2z dr ett element i L (jAmfor med exempel
A.22). Detta dr en s.k. kvotgrupp (ett begrepp som den lasare som studerat abstrakt algebra lir
finna bekant) som vi betecknar C/L, och &r méngden vi ska lata bilda en komplex torus. Effekten
av denna identifikation blir att ett s& kallat fundamentalt parallellogram

P = {)\1(,01 + )\20J2| A, Ag € [0, 1)},

racker for att beskriva alla punkter — eftersom Ovriga punkter i det komplexa talplanet identifieras
med exakt en punkt i P. En visuell intuition fér denna identifikation av punkter &r att tdnka péa
det som en vandring som borjar nagonstans i det fundamentala parallellogrammet. Om vandringen
dérefter passerar t.ex. dess hogra kant, fortsétter den inte ut ur parallellogrammet, utan kommer
istallet tillbaka fran parallellogrammets vinstersida — ungefér som i datorspelet Pac-Man.

Léasaren kanske nu undrar pa vilket satt detta parallellogram har nagot att géra med den vanliga
geometriska bilden av en torus. Svaret ar att det gar att homeomorft avbilda det fundamentala
parallellogrammet pa en konventionell torus pa det sédtt som visas i figur 6. Observera hur de med
varandra identifierade kanterna, som kan kéinnas en smula onaturliga med den abrupta évergangen
vid en rorelse i parallellogrammet, far en vaildigt naturlig betydelse i den slutgiltiga bilden — de
motsvarar helt enkelt att man mjukt och utan avbrott fortsétter firdas langs torusen. Vi avstar
fran att precisera avbildningen fran parallellogram till konventionell torus noggrannare, men kon-
staterar att vi genom slutresultatet pa ett mycket naturligt sétt ser hur torusen, till skillnad fran
Riemannsfiren, har ett hal och alltsa topologiskt genus g = 1.

a6~ G

Figur 6: Skiss som visar hur ett fundamentalt parallellogram &r homeomorft med en torus.

Vi ska nu visa att dessa torusar dr kompakta Riemannytor (se avsnitt 2.1). Lat A = C/L beteckna
torusen. Vi definierar en projektionsavbildning 7 : C — A, som avbildar varje tal z € C pa
motsvarande element i kvotgruppen A. Intuitivt kan detta forstas som att vi flyttar talet z till
motsvarande punkt i det fundamentala parallellogrammet P. Topologin pa torusen fas genom
kvottopologin inducerad av 7, dvs. en méngd pa torusen &r 6ppen om motsvarande méngd i C ar
Oppen (se avsnitt A.2.5). Detta gor 7 till en kvotavbildning, och allts& blir A sammanhéngande
eftersom C, som ju avbildas pa A, & sammanhéngande. Notera dven att tillslutningen till det

fundamentala parallellogrammet, P = {A\jw1 +Xows | A1, A2 € [0, 1]}, &r kompakt i C (se Sats A.30),
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varfor dven A maste vara kompakt eftersom kvotavbildningen 7 avbildar P pa A. Att A uppfyller
andra uppriaknelighetsaxiomet och dr Hausdorff féljer av att C besitter bada egenskaperna.

Med de topologiska kraven for att definiera en kompakt Riemannyta nu avklarade riktar vi var
uppmérksamhet mot att definiera kartor och en komplex struktur pa torusen. Detta ska vi gora
med hjalp av lokala inverser till projektionsavbildningen 7. Eftersom L &r en diskret mangd finns
namligen ett tillrickligt litet € > 0 sadant att for varje zg € C blir restriktionen

: D,y = 7(Dyy)

m|p.,

bijektiv pa cirkelskivan D,, = D(zp,€) med radie € och centrum i zy. Eftersom 7 ar en kvotav-
bildning blir 7| p., en homeomorfi. Fér varje sidan restriktion | p., definierar vi en karta ¢, :
m(Ds,) = Dz, pa A som utgdrs av inversen till 7[p_ .

Uppenbarligen técker definitionsméngderna av dessa kartor hela A, och vi ska nu ocksa till sist
se att de ar kompatibla. Tag tva kartor ¢,, : n(D,,) — D,, och ¢,, : n(D,,) = D.,, vars de-
finitionsméngder 6verlappar pa den icke-tomma méingden U = 7(D,,) N w(D,,). Vi vill visa att
overgangsfunktionen T' = ¢, 0 ¢! : ¢, (U) — ¢.,(U) ér holomorf. Notera att T'(z) = ¢., (7(2))
och 7(T(z)) = w(z) vilket medfor att T(z) = z + w(z) for nadgon funktion w : ¢,, (U) — L, dvs.
en funktion vars viarden endast bestar av gitterpunkter. Funktionen 7' dr en sammanséattning av
homeomorfier och dérmed &r kontinuerlig. Eftersom w(z) = T'(z) — z méaste da &ven w vara konti-
nuerlig. En kontinuerlig funktion med diskret malméngd kan dock inte vara annat &n konstant pa
de sammanhédngande komponenterna av dess definitionsméngd (eftersom det inte gir att erhalla
punkter godtyckligt ndra andra punkter i en sddan malméngd). P& varje sammanhingande kom-
ponent av U foljer det att T'(z) = z 4 w for nagot fixt w € L, och T &r déarfér holomorf. Detta visar
att kartorna ar kompatibla, och ddrmed har vi definierat en komplex struktur pa den komplexa
torusen och visat att den dr en kompakt Riemannyta.

Vi ska till sist notera att det récker med att begrédnsa oss till gitter pa formen L = Z + 77 dar
Im(7) > 0. I princip beror detta pa att vi alltid kan rotera det fundamentala parallellogrammet sa
att den ena sidan ligger langs realaxeln.

SATS 3.5. Varje torus pa formen C/(Zwy + Zws) med w1y, ws linjart oberoende 6ver R &r biholomorf
med en torus pa formen C/(Z + 7Z) dar Im(7) > 0.

3.2.1 Funktioner pa torusar

Pa grund av identifikationen att alla punkter z € C som skiljer med en punkt i ett gitter L
betraktas som samma pa en torus A = C/L finns en korrespondens mellan funktioner p& torusen
och L-periodiska funktioner i det komplexa talplanet, dvs. funktioner f sadana att f(z+w) = f(2)
for alla z € C och w € L. For en funktion f pa en komplex torus ges motsvarande L-periodiska
funktion h pa C av h = f o dér 7 &r torusens projektionsavbildning.

Precis som for Riemannsfaren medfor Sats 2.20 att det inte finns nagra icke-konstanta holomorfa
funktioner pa (den kompakta) torusen. Vi soker istéllet meromorfa funktioner. Man skulle kunna
tdnka sig att det vore mojligt att konstruera meromorfa funktioner som kvoter av L-periodiska
holomorfa funktioner pa C. Problemet &r dock att varje L-periodisk holomorf funktion pa C i sig
blir holomorf pa A, vilket tvingar funktionen att vara konstant. Sddana kvoter ger alltsé aterigen
inget annat dn konstanta funktioner. Vi ska dock visa att det gar att bilda kvoter av funktioner
som i sig sjdlva inte ar L-periodiska, men vars kvoter anda blir det. Foér att gora detta anvinder
vi den s.k. theta-funktionen.

DEFINITION 3.6 (THETA-FUNKTIONEN). Givet ett 7 € C med Im(7) > 0 definieras theta-funktionen
som

0(2,): Z 67ri(n2‘r+2nz)'

n=—oo

For att anvinda denna till att konstruera meromorfa funktioner pa torusen kommer vi anvinda
féljande resultat.
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SATS 3.7 (THETA-FUNKTIONENS EGENSKAPER). Lat 7 € C med Im(7) > 0. Da géller foljande:

i) Theta-funktionen konvergerar absolut och likformigt pa kompakta delméngder till C.
ii) For alla z € C géller att 0(z + 1) = 0(z).
i)
)

iii) For alla z € C giller att 0(z + 1) = e~ (7+22)9(2).
Talet zg € C &r ett nollstélle till # om och endast om zy + m + n7 ar ett nollstélle till 6
fér varje m,n € Z. Dessutom &r ordningen av nollstéllet vid zy samma som ordningen vid

20 +m +nT.

iv

v) De enda nollstéllena z till 6 dr enkla nollstéllen i z = 1/2 + 7/2 + m + n7 fér m,n € Z.

Egenskap i) medfor att § dr holomorf, eftersom varje term i serien ar det. Egenskaperna ii) och iii)
visar att theta-funktionen &r néstan, men inte riktigt L-periodisk, nagot som gor den ideal for att
konstruera vara meromorfa funktioner mot bakgrund av problemen som diskuterats ovan.

Vidare gor egenskap v) att vi kan konstruera en theta-funktion med nollstéllen precis i punkterna
{z +w |w e L} for godtyckligt « € C genom translationen

0@ (2) =0(z—x—1/2—17/2).

Pa samma sdtt som man med hjélp av produkter och kvoter av linjdra polynom kan bilda mero-
morfa funktioner i det komplexa talplanet (eller pd Riemannsfiren) ska vi nu visa att vi kan lata
dessa translaterade theta-funktioner spela motsvarande roll fér att bilda meromorfa funktioner pa
komplexa torusar.

SaTs 3.8. En funktion f p& en komplex torus A = C/L &r meromorf om och endast om motsvarande
L-periodiska funktion h = f o m pa C kan skrivas

(z5)

)
—q _ (1)
IFo

didr a € C, d € N och (z ) _, och (yJ) _, ar foljder av komplexa tal (med upprepningar tillatna)
sddana att ijl xj = ijl y; .t

Notera hir att det krévs att f har lika manga poler som nollstéllen fér att kunna vara meromorf,
precis i enlighet med Sats 2.18.

For att visa satsen behover vi foljande lemma, som kan visas med Residysatsen och en integralbe-
rakning Gver ett lampligt parallellogram. Detaljerna aterfinns i appendix A.4.2.

LEMMA 3.9. Lat A = C/L och f vara meromorf pa A. D4 géller, som en likhet pa A,

Z zord,(f) =

zEA

BEvis Av SaTs 3.8. Enligt Sats 3.5 ricker det att betrakta L = Z + 7Z med Im(7) > 0. Antag
forst att h ar pa formen av ekvation (1). Enligt Sats 3.7 4r d& h meromorf pa C och h(z+1) = h(z2).
For att visa att f dr meromorf pa A ricker da att visa att h(z 4+ 7) = h(z), eftersom upprepning
av detta och h(z + 1) = h(z) sedan ger den sokta L-periodiciteten. Av egenskap iii) i Sats 3.7 fas:

Q(xj) Z+T _27"7 (z— 33])9 x])(z)
h(z+T) H Z+7’ _aHeszz ) (yj)(z):

) ) 0( i) Z
= a exp 27leyj 7271’221']' H 0(2) h(z).
j=1 j=1

4Vi anvinder i denna text den inom den svenska skolan gingse konventionen att 0 € N. I de fall s.k. tomma
produkter pa formen ngl eller tomma summor pa formen Z?:l férekommer avses att dessa har virdet 1 respektive

0. Tomma foljder pa formen (Ij)?zl saknar element.
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Antag nu istéllet att f dr en meromorf funktion pa A. Enligt Sats 2.18 har f lika manga poler
som nollstallen. Lat d& (pj)?:l vara nollstéllena och (qj)‘j:1 vara polerna till f, dér p;,q; € A och

d € N. Notera nu att Lemma 3.9 medfor Z?:1 Dj — Z;l:l q; = 0, eftersom eventuell upprepning i
foljderna (p;) och (g;) precis motsvarar att multiplicera med ordningen i en given punkt. D4 varje
punkt pa4 A har manga representanter i C gar det att vilja komplexa tal (x])d ;1 och (yj) _, som
representanter till (p;) och (g;) (dvs. m(z;) = p; och 7(y;) = ¢;) sddana att ijl xj; = Z;l:l Yj.
Vi kan da konstruera funktionen
G(IJ (2)
H 0(97 z

som enligt vad vi visat i foregaende fall, motsvarar en meromorf funktion g pa A. Eftersom f och g
har exakt samma poler och nollstéllen blir kvoten f/g holomorf pa A, och da A dr kompakt medfor
detta att f/g &r konstant (Sats 2.20). Vi kan alltsa skriva f/g = a for nigot a € C. Det foljer att
h kan skrivas pa formen (1). O

3.2.2 Karakterisering av torusar

Som framgar av diskussionen om genus i avsnitt 2.5 finns det i topologisk mening endast en torus
— alla Riemannytor med genus g = 1 &r homeomorfa med varandra. Vi presenterar dock i detta
avsnitt ett nagot forvanande resultat: att den komplexa strukturen kan skilja fran torus till torus,
dvs. att tva torusar inte nédvéndigtvis &r biholomorfa med varandra. Vi hénvisar ldsaren till
[Milne]| for beviset av detta pastéende.

SaTs 3.10. Torusarna Ay = C/(Z + 11 7Z) och Ay = C/(Z + 12Z) &r biholomorfa om och endast om

_ar +b
T em+d

fér nagra a, b, c,d € Z sadana att ad — bec = £1.

4 Riemann-Rochs sats: tva specialfall

Malet med foljande avsnitt ar att bevisa Riemann-Rochs sats for Riemannsfiaren samt fér komplexa
torusar. For att kunna beskriva Riemann-Rochs sats introducerar vi nagra nya begrepp som tillater
oss att tala om poler och nollstéllen till meromorfa funktioner pé ett mer precist och effektivt sitt.
Ett av dessa begrepp ar divisorer som spelar en central roll i Riemann-Rochs sats. Stora delar av
avsnittet baseras pa kapitel V.1, V.2 och V.3 i [Miranda).

4.1 Divisorer

DEFINITION 4.1 (D1visor). Lat X vara en Riemannyta. En divisor &r en funktion D : X — Z
med diskret stod. Med stodet till en funktion D : X — Z avses méngden {x € X|D(x) # 0}.

> D) -p

peX

Ofta betecknar man en divisor

Observera att detta ar en symbolisk representation snarare &n en faktisk summa med ett bestdmt
viarde — en s.k. formell summa.

DEFINITION 4.2 (GRADEN AV EN DIVISOR). Om X #r en kompakt Riemannyta definieras graden
av en divisor D : X — Z av

deg(D Z D(p
peX
Detta ar ddremot en normal summa som &r lika med ett vildefinierat dndligt heltal. Det beror pa

att det diskreta stodet for kompakta Riemannytor ar dndligt.
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4.1.1 Principala divisorer och linjir ekvivalens

DEFINITION 4.3 (DIVISOR AV EN MEROMORF FUNKTION). Divisorn av en meromorf funktion
f # 0 ar en divisor som ges av

div(f) =Y ordy(f) - p.

peX

Divisorer som kan skrivas pa denna form kallas principala divisorer.

DEFINITION 4.4 (L(D)). Rummet av meromorfa funktioner med poler begrinsade av D ges av

L(D) = {f € M(X)\{0} | div(f) > =D} U {0}.

Rummet L(D) bestar alltsi av alla meromorfa funktioner som, for varje punkt p i X, har en pol
av ordning hogst D(p). Om D(p) &r negativt for ndgon punkt p méaste det i p istéllet finnas ett
nollstélle av ordning minst |D(p)| . Ju storre D &ar desto farre begransningar stills pa funktionerna
i L(D) och fler funktioner inkluderas. Vi anmérker darfér att om Dy < Dy &r L(D;) C L(D3).
Ett konkret exempel pa ett rum begrénsat av en divisor d&r L(0). Det bestar av alla meromorfa
funktioner utan poler, dvs. de holomorfa funktionerna. P4 kompakta Riemannytor ar dessa exakt
de konstanta funktionerna.

Rummet L(D) ar véldigt centralt i Riemann-Rochs sats. Det dr ndmligen dimensionen av detta
komplexa vektorrum som relateras till det topologiska genuset hos en Riemannyta. Nedan visar vi
att L(D) faktiskt dr ett komplext vektorrum.

LEMMA 4.5. L(D) &r ett komplext vektorrum.
Bevis. Om f tillhér L(D) vet vi att div(f) > —D, men eftersom

div(ef) = Z ordy(cf) - p= Z ord,(f) - p = div(f),

peX peX

vet vi dven att cf tillhor L(D), och L(D) &r alltsa slutet under skaldr multiplikation. Antag nu att
f och g dr i L(D). Vi far med hjalp av Lemma 2.17 att

div(f+g) =Y _ordy(f +9)-p> Y min({ord,(f),0ordy(9)}) -p > ~D.

peX peEX
Vi vet saledes att f + g tillhor L(D) och diarmed att L(D) ar slutet under addition. Resterande
krav for ett komplext vektorrum foljer direkt fran definitionen. O

Som tidigare ndmnts &r vi intresserade av dimensionen av L(D). Vi betraktar nedan en ekvivalens-
relation pa divisorer som dyker upp naturligt och som uppfyller att dimensionen av L(D) bevaras
inom varje ekvivalensklass. Vi paminner ldsaren om att en kortfattad beskrivning av ekvivalensre-
lationer och ekvivalensklasser finns i appendix A.1.

DEFINITION 4.6 (LINJAR EKVIVALENS FOR DIVISORER). TvA divisorer D; och Dy pa en Rieman-
nyta X ségs vara linjért ekvivalenta, D ~ Dy, om differensen D; — Dy &r en principal divisor.

LEMMA 4.7. Lat X vara en Riemannyta. Da géller:

1. Relationen som definieras ovan, Di; ~ Dy, &r en ekvivalensrelation pd méngden av alla
divisorer pa X.

2. En divisor &r linjart ekvivalent med 0 om och endast om det ar en principial divisor.

3. Om X &dr kompakt géller att linjért ekvivalenta divisorer har samma grad, dvs. om Dj ~ Do
giller att deg(Dq) = deg(D>).
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BEVIS. For att visa att denna relation ar en ekvivalensrelation behover vi visa reflexivitet, symmetri
och transitivitet. Reflexivitet foljer fran att D = 0 &r en principal divisor som definieras av nagon
nollskild konstant funktion. Symmetriegenskapen foljer fran att f # 0 &r meromorf om och endast
om 1/f &r meromorf. Transitivitet kan visas genom att anta att Dy — Dy = div(f) och Dy — D3 =
div(g), dér f och g &r meromorfa funktioner. Vi far da att Dy — D3 = div(f) + div(g) = div(fg).
Alltsa ar relationen transitiv och darmed en ekvivalensrelation. Att en divisor ar principal om och
endast om den &r linjart ekvivalent med 0 foljer direkt fran definitionen. Om D; ~ Do géller att
D, — Dy = div(f). P4 kompakta ytor giller da att deg(D;) = deg(D2) eftersom deg(f) = 0 pa
kompakta Riemannytor. O

SATS 4.8. Om tva divisorer D1 och Dy pa X &r linjért ekvivalenta sa finns det en linjir bijektiv
avbildning mellan vektorrummen L(D;) och L(Ds).

BEvis. Antag att D; och Dy &r linjart ekvivalenta. Vi kan da skriva Dy — Dy = div(h) for en
meromorf funktion h som inte &r identiskt lika med 0. Lat nu pp vara avbildningen pp, : L(Dy) —
L(D5) som multiplicerar ett element i L(D;) med den meromorfa funktionen h. Om f &r i L(D;)
sa géller att div(f) > —D;. Vi har div(hf) = div(h)+div(f) > div(h) — D1y = —D5. Alltsa avbildar
pn element fran L(Dq) till L(Ds). Det &r enkelt att kontrollera att p,, &r en invers till u5, och
dérmed &r py en bijektiv linjar avbildning. O

KOROLLARIUM 4.9. Om tva divisorer D1 och Dy pa X &r linjért ekvivalenta sa ar

dim L(D;) = dim L(D,)

4.1.2 Kanoniska divisorer

Hittills har vi sett att meromorfa funktioner ger divisorer, sa kallade principala divisorer. Det &r
dven anviandbart att definiera divisorer utifran meromorfa 1-former.

DEFINITION 4.10 (DIVISOR AV EN MEROMORF 1-FORM). Divisorn av en meromorf 1-form w &r en
divisor som ges av

div(w) = Z ord,(w) - p.

peX

Divisorer pa den hér formen kallas kanoniska divisorer.

Dessa spelar en central roll i Riemann-Rochs sats, da det a&r med hjélp av kanoniska divisorer som
vi kan relatera dimensionen av vektorrummet till det topologiska genuset.

SATS 4.11. Alla kanoniska divisorer &r linjért ekvivalenta.

BEvIS. Lat w1 = ¢1(2)dz och wy = g2(2)dz. Enligt Lemma 2.31 ar di w; = fwe, dir f &r den
meromorfa funktionen f = go/g;. Det giller dven att div(w;) = div(fws) = div(ws)+div(f). Alltsa
skiljer sig divisorerna av tva godtyckliga meromorfa 1-former div(w;) och div(ws) med en principal
divisor, eftersom div(f) &r just en principal divisor enligt Definition 4.3. Alla kanoniska divisorer
ar darfor linjart ekvivalenta. O

KOROLLARIUM 4.12. Lat X vara en kompakt Riemannyta. D& 4r dimensionen av L(K) konstant
for alla kanoniska divisorer K pa X.

Bevis. Enligt Sats 4.11 géller att alla kanoniska divisorer &r linjart ekvivalenta med varandra. Det
ger med Korollarium 4.9 att satsen stdmmer. O

SATS 4.13. Antag att D &r en principal divisor och att D — K &r en principal divisor. Da &r &ven
K en principal divisor.

BEvis. Divisorerna D — K och D kan skrivas som D — K = div(h) respektive D = div(f), dér
f och h &r meromorfa funktioner som inte &r identiskt lika med 0. Da ér K = D — (D — K) =
div(f) — div(h) = div(f/h), s& K &r en principal divisor. O
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4.2 Riemann-Rochs sats i allmanhet

Vi dr nu redo att formulera Riemann-Rochs sats for generella Riemannytor — ett viktigt resultat
som inte kommer att visas i detta arbete.

SATS 4.14. Lat X vara en Riemannyta med genus g och lat K vara en kanonisk divisor pa X. Da
giller att det dim L(K) = g.

SATS 4.15 (RIEMANN-ROCHS SATS). Om D é&r en divisor, och K &r en kanonisk divisor pa en
kompakt Riemannyta X, giller att

dim L(D)—dim L(K — D) =deg(D) — g(X) + 1.

Det anmérkningsvirda med denna sats ar att g(X) = dim L(K) sammanfaller med det topologiska
genuset som i sin tur rdknar antalet hal pa en yta. Vi kan alltsa, genom att veta det topologiska
genuset pa en yta, véasentligen tala om hur manga meromorfa funktioner det finns med godtyckliga
begrénsningar pa funktionens poler. Ett annat sétt att se resultatet i Sats 2.18 &r genom att sétta
D = 0. Da kan vi se att Riemann-Rochs sats siger att rummet av de holomorfa funktionerna L(0)
bara bestar av de konstanta funktionerna.

4.3 Riemann-Roch pa Riemannsfaren

For att visa Riemann-Rochs sats pa Riemannsféren behover vi kunna koppla dim L(D) till deg(D).
For divisorer pa Riemannsfiaren kan det goras genom att beskriva L(D) pa ett alternativt sétt.

SATS 4.16 (BERAKNING AV L(D) PA RIEMANNSFAREN.). Lat D vara en divisor pa4 Riemannsfiren
med deg(D) > 0, sa att vi kan skriva

n
DZZQ"& +  €oo r 0
i=1

med distinkta A\; € C och )" €; + ex > 0, och 1at fp(z) =[], (z — A;)~“. Da &r

L(D) ={9(2)fp(z) | g(z) ar ett polynom av grad hogst deg(D)}.

Bevis. Lat Vy, = {g(2)fp(z) | g(2) &r ett polynom av grad hogst deg(D)}. Vi vill visa att L(D)

Vi, Lat nu g(z) vara ett polynom av grad d < deg(D). Vi kan skriva div(fp) = >, , —€; - \;
Z?:l e; - 00, vilket ger:

+

div(g(z)fp(2)) + D = div(g) + div(fp) + D > Z(ei + e —d) - 00 = (deg(D) — d) - 00 > 0.

?

Alltsa &r rummet Vi, ett delrum till L(D). Betrakta nu h(z) € L(D) och lat g(z) = h(z)/fp(z).
Vi far att:

div(g) = div(h) — div(fp) > —D — div(fp) = (— Z i — €og) - 00 = —deg(D) - co.

Alltsa har g inga poler i den &ndliga delen av Riemannsfiren C och har en pol av hogst grad
deg(D) i co. Darmed &r g ett polynom av hogst grad deg(D). Det innebér att L(D) ar ett delrum
till V¢, och ddrmed maste de vara lika, dvs. Vy, = L(D). O

Detta ger ett latt sitt att ta reda pd dim L(D) givet deg(D) for en divisor pa4 Riemannsfiren.

KOROLLARIUM 4.17. P& Riemannsfiren ges dimensionen av L(D) av

0 om deg(D) < 0,

dim(L(D)) = {1 +deg(D) om deg(D) > 0.
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Med det héar korollariumet i verktygsladan kan vi visa Riemann-Rochs sats fér Riemannsfiren. Vi
borjar med att pAminna om att g = dim L(K) for en kanonisk divisor K.

SATs 4.18 (RIEMANN-ROCH PA RIEMANNSFAREN). L&t D vara en divisor p4 Riemannsfiren och
lat K vara en kanonisk divisor. Da giller

dim L(D) — dim L(K — D) = deg(D) — g + 1,

BEevis. Korollarium 4.17 utgdr grunden for foljande bevis. Fran Sats 4.11 vet vi att deg(K) &ar
oberoende av K, da alla kanoniska divisorer skiljer sig med en principal divisor som har grad 0.
Vi underséker K = div(w) dér w = dz. Denna 1-form &r holomorf i hela C s& det aterstar att
undersoka oandlighetspunkten. Vi gor darfor ett koordinatbyte w = 1/z och far d& wy = —ﬁdw.
1-formen w &r alltsd meromorf pa Riemannsfiren och har en dubbelpol i w = 0, dvs. z = oo, vilket
ger oss att deg(div(w)) = —2. Detta leder enligt Korollarium 4.17 till att g = dim L(K) = 0 och vi
kan ddrmed reducera problemet till att visa att

(*x) dim L(D) — dim L(K — D) = deg(D) + 1.

Strategin hérifran &r att falluppdela beroende pé vérdet av deg(D). Antag forst att deg(D) < —2.
Vi far da att deg(K — D) = —2 — deg(D) > 0. Enligt satsen ovan ar da

dim L(0) —dim L(K — 0) =0 —dim L(K — D) = —deg(K) + deg(D) — 1 = deg(D) + 1,

vilket visar (x) i detta fallet. Antag nu att deg(D) = —1. D& blir deg(K — D) = —1 < 0 och bada
leden i (%) blir alltsa lika med noll enligt Korollarium 4.17. For deg(D) > 0 far vi att deg(K—D) < 0
och darfor giller att dim L(0) — dim L(K — 0) = deg(D) + 1, vilket visar (x) dven i detta fallet. Vi
har ddrmed visat att likheten géller for alla grader av D. O

4.4 Riemann-Roch pa komplexa torusar

Hur vi visar Riemann-Rochs sats for komplexa torusar liknar till stor del hur satsen pa Riemannsfa-
ren visas. Séttet vi relaterar dim L(D) till deg(D) skiljer sig dock ganska markant. Vi behover forst
prata lite mer om divisorer pa komplexa torusar och visa nagra hjilpsatser. Mer precist kommer
vi visa Abels sats, som ger ett villkor fér nér divisorer pa en torus dr principala.

4.4.1 Hjalpsatser

DEFINITION 4.19 (A(D) PA EN TORUS). Lat X vara en torus C/(Z + Zr). Vi definierar da avbild-
ningen A : Div(X) — X som tar en divisor skriven som den formella summan

D:an-p
P

till den faktiska summan
AD) = "n,-peC/(Z+ZLr).

p

Vi kan omformulera Sats 3.8 med hjélp av divisorer for att fa foljande resultat.

SATS 4.20 (ABELS SATS FOR KOMPLEXA TORUSAR). En divisor D pé en komplex torus A = C/L
ar principal om och endast om deg(D) = 0 och A(D) = 0.

BEvIs. Vi borjar med att anta att D &r en principal divisor, dvs. D = div(f) for ndgon meromorf
funktion f pa A som inte ar identiskt lika med noll. Det {6ljer da omedelbart att deg(D) = 0 och
A(D) = 0 enligt Sats 2.18 och Lemma 3.9.

Antag nu istallet att D dr en divisor med deg D = 0 och A(D) = 0. Eftersom deg(D) = 0 kan vi
para ihop punkter i D:s stéd (om saddana finns) och skriva D = Z;l:o Dj— Zj:o g; dér (pj);l:o och
(qj)?zo ar foljder av punkter (eventuellt med upprepning) pd A och d € N. P4 samma sitt som i
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d

beviset av Sats 3.8 kan vi vélja komplexa tal (x;)_; och (yj)?:1 som representanter till (p;) och

=1
;) sadana att d, T = C-l, . och konstruera en kvot av theta-funktioner som motsvarar en

q; j=1Tj j=1Yi

meromorf f pad A. Vi kan da skriva D = div(f), och alltsi &r D principal. O

SATS 4.21. Lat D vara en divisor med deg(D) > 0 pa en komplex torus A. D& &r D linjért ekvivalent
med en positiv divisor. Om deg(D) =1 & D ~ ¢ for en unik punkt ¢ € A. Om deg(D) > 1 géller
det for varje punkt = € A att det finns en positiv divisor £ som &r linjart ekvivalent med D och
saknar x i sitt stod.

BEevis. Lat deg(D) = d > 0 och lat E = D — (d — 1)p — ¢ vara en divisor dér p och ¢ &r tva
godtyckliga punkter pd A. Det &r klart att E har grad 0 och genom att ta ¢ = A(D — (d — 1)p)
erhélls A(E) = 0. Det foljer fran satsen ovan att F &r principal och dérmed att D &r linjart
ekvivalent med (d — 1)p + ¢ och i synnerhet ar D linjéart ekvivalent med ¢ om d = 1. Slutligen kan
p varieras i syfte att undvika en godtycklig punkt € A i det fall deg(D) > 1. O

LEMMA 4.22. Riemannsfiren &r inte biholomorf med nagon komplex torus.

BEevis. Lat D vara divisorn p 4+ g dér p och ¢ ar tva punkter pa en torus med p # ¢. Enligt abels
sats finns d& inga meromorfa funktioner i L(D). Antag att det finns en biholomorf avbildning f
mellan den komplexa torusen och Riemannsfiren. Betrakta divisorn E = f(p) + f(q). D4 finns
enligt 4.17 en meromorf funktion g i L(F) som inte &r identisk lika med 0. Funktionen g o f ar
dock enligt Lemma A.37 en meromorf funktion i L(D) vilket &r en motségelse. O

Komplexa torusar har den speciella egenskapen att alla kanoniska divisorer &r principala och vice
versa.

LEMMA 4.23. P& en komplex torus ar 1-formen dz oberoende av karta.

BEvis. Lat f(z) =1 och wy = f(z)dz = dz. Vi har i avsnitt 3.2 visat att dvergangsfunktionerna for
en torus ges av T'(z) = z+c¢sdT'(z) = 1. Under koordinatbyte far vi alltsd wy = f(T(w))T" (w)dw =
dw och 1-formen &r ddrmed oberoende av val av karta. O

SATS 4.24. Pa en komplex torus dr en divisor principal om och endast om den &r kanonisk.

BEevis. Lat A vara en komplex torus. Om en divisor D &r principal kan vi lata D = div(f) for
nagon meromorf funktion f pd A. Lat w = f(z)dz, vilket blir en meromorf 1-form pa A eftersom
f(2) ar en meromorf funktion pd A och dz ar en meromorf 1-form pa A. D4 far vi

div(f) = Z ord,(f) -p= Z ord,(w) - p = div(w).

peX peX

Alltsa &r alla principala divisorer kanoniska. Omvéant, om en divisor dr kanonisk sa kan vi skriva
D = div(wy) for ndgon 1-form w;. Enligt Lemma 2.31 géller for alla 1-former wo pa A att wy = fws
for nagon meromorf funktion f. Sarskilt kan vi enligt Lemma 4.23 vélja wy = dz, vilket ger oss att
w1 = f(2)dz, och vi kan nu konstatera att alla kanoniska divisorer &r principala. O

SATS 4.25 (BERAKNING AV dim L(D) PA EN TORUS). Lat A = C/(Z + Z1) vara en komplex torus
och D en divisor pa A. Da galler att:

i) Om deg(D) < 0 géller att L(D) = {0}.
ii) Om deg(D) =0o0och D ~0 édr dimL(D)=1.
iii) Om deg(D) =0 och D ~ 0 & L(D) = {0} .
iv) Om deg(D) > 0 giller att dim L(D) = deg(D).
BEevis. De fyra fallen behandlas separat nedan.

i) Funktioner i L(D) uppfyller div(f) > —D samt &r meromorfa. Detta innebér att deg(div(f)) > 0
men alla meromorfa funktioner pa en torus har deg(div(f)) = 0, alltsa finns det inga funktioner
i L(D) och dim L(D) =0
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ii)

iii)

iv)

Om D ~ 0 och deg(D) = 0 s& ar D pa formen D = —div(f). Alltsa ar f € L(D). Antag nu att
vi har en godtycklig funktion g € L(D). Detta medfor att D+div(g) > 0 = D+div(f). Alltsa &r
div(g) — div(f) = div(g/f) > 0 vilket betyder att alla ordningar ord,(g/f) > 0 och g/f har da
inte nagra poler. Det innebéar att g/f dr holomorf. Torusen A &r en kompakt Riemannyta, och
enligt Sats 2.20 vet vi att alla holomorfa funktioner pa kompakta Riemannytor dr konstanta.
Déarmed kan vi skriva g/f = ¢ dér ¢ ar en konstant, vilket medfor att g = cf. Eftersom alla
funktioner kan skrivas som en skaldrmultipel av en funktion f méste dimensionen pa rummet
vara ett, och det géller ddrmed att dim L(D) = 1.

Antag nu att D ~ 0 och deg(D) = 0. Om g € L(D) och g # 0 géller att div(g) + D > 0 och
deg(div(g) + D) = 0 vilket i sin tur medfér att div(g) + D = 0. Men detta kunde inte stdmma
enligt vart antagande om att D » 0 och alltsa &r L(D) = {0}.

Detta bevisas med induktion. Vi bérjar med basfallet, nar deg(D) = 1. Enligt Sats 4.21 géller
att D ar linjart ekvivalent med en positiv divisor, och vi kan darfér anta att D = p for en
punkt p € A. Det géller att dim L(D) > 1 d& de konstanta funktionerna tillhér L(D). Antag
nu att L(D) innehaller en icke-konstant meromorf funktion f maste f ha en pol — utan poler
hade f varit konstant. Ordningen pa polerna ar begrénsade av D, dvs. av p. Eftersom vi antagit
att deg(D) = 1 maste f ha en enkel pol i p. Graden av avbildningen som associeras med
funktionen, F' : A — Cy ges av deg(F') = mult,(F) = —ord(f) = 1. D& F har grad 1 &r det
enligt korollarium 2.26 en biholomorfi mellan ytornas som enligt Lemma 4.22 &r en motségelse.
Motsédgelsen medfor att endast konstanta funktioner kan tillhora L(D), och dimensionen av
rummet de spinner dr 1 = deg(D).

Nu behandlar vi fallet deg(D) > 1 med hjilp av induktion. Antag att deg(D) = d > 1 och
skriv D = Dj + p for nadgon divisor Dy, dir deg(D;) = d — 1 och p &r en punkt. Antag nu
att dim L(Dy) = d — 1. Enligt Sats 4.21 &r det mdjligt att hitta en positivt divisor E ~ D
som inte har p i sitt st6d. L4t nu f vara en meromorf funktion pa A dar div(f) = E — D,
vilket per definition innebéar att f € L(D). Vi far att div(f) + Dy = E— D+ Dy = E — p,
vilket inte &r ickenegativ da p inte finns i stodet till E. Detta innebér att f ¢ L(D;). Eftersom
f € L(D) och f ¢ L(D1) betyder det att L(D;) # L(D), vilket medfor att dim L(D) > d
eftersom L(D;) C L(D).

Det aterstar att visa att dimensionen &r mindre eller lika med d och dérmed lika med d. Vi
viljer en lokal koordinat z centrerad runt p och antar att D(p) = n. Varje f € L(D) kan
Laurentserieutvecklas i koordinaten z, och f har som hogst en pol av ordning n i punkten p,
da den lagsta mdjliga termen &r z~"-termen. Betrakta den linjira avbildningen T : L(D) —
C som avbildar f pa koefficienten c_,, i f:s Laruentserie. Lat N(T') och R(T) beteckna T's
nollrum respektive bildrum. D& géller att N(T) = L(D — p) = L(D1). Vi anvander dérefter
dimensionssatsen som séger att dim L(D;) + dim R(T") = dim L(D). Eftersom R(T) C C é&r
dim R(T) < 1, vilket innebér att dim L(D) < dim L(D;) + 1. Detta leder till att dim L(D) = d.
Enligt induktionsaxiomet géller da att dim L(D) = deg(D) for alla D med deg(D) > 0. O

4.4.2 Bevis for Riemann-Roch pa komplexa torusar

Vi dr nu redo att bevisa Riemann-Rochs sats for komplexa torusar, likt fallet for Riemannsfiren.

SATS 4.26 (RIEMANN-ROCH PA KOMPLEXA TORUSAR). Om D ér en divisor, och K &r en kanonisk
divisor pa en komplex torus A, géller att

dim L(D) —dim L(K — D) =deg(D) —g+1

dér vi tidigare definierat g som graden av en kanonisk divisor pa A.

BEevis. Vi borjar med att visa att ¢ = 1. Enligt ovan definieras ¢ = dim L(K). Eftersom K &r
en kanonisk divisor medfér det enligt Sats 4.24 att det &r en principal divisor, och dérmed &r
deg(K) = 0. Vi far fran Sats 4.21 att g = dim L(K) = 1 och vill darfér visa att
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dim L(D) —dim L(K — D) = deg(D).

Med hjalp av Sats 4.21 visas likheten genom att behandla de olika fallen deg(D) > 0, deg(D) =0
och deg(D) < 0 separat.

Antag att deg(D) < 0, da géller enligt Sats 4.21 att dim L(D) =0 d&a L(D) = {0}. Vi undersoker
nu deg(K — D) = —deg(D) som &r positivt da deg(D) < 0. Att deg(K — D) > 0 medfér enligt
Sats 4.21 att dim L(K — D) = deg(K — D), vilket ger att

dim L(D) — dim L(K — D) =0 — deg(K — D) = —(—deg(D)) = deg(D)

Antag nu att deg(D) = 0. Detta medfor att deg(K — D) = 0. Vi vill i detta fall visa att dim L(D)—
dim L(K — D) = 0.

Antag att D ~ 0. Detta medfor att dim L(D) = 1. Bdde K och D &r principala divisorer, och
ddrmed #r K — D en principal divisor, vilket innebér att K — D ~ 0. Eftersom deg(K — D) = 0
giller att dimL(K — D) = 1 enligt Sats 4.21, vilket ger:

dim L(D) — dim L(K — D) =1—1 =0 = deg(D)

Antag nu att D « 0. Detta medfér att dim L(D) = 0 da L(D) = {0}. Nu & K ~ 0 da det &r
en principal divisor och D ~ 0 da D inte &r det, vilket medfor att K — D ~ 0 enligt Sats 4.13.
Eftersom deg(K — D) = 0 géller enligt Sats 4.21 att dim L(K — D) = 0, vilket ger att

dim L(D) — dim L(K — D) =0— 0= 0 = deg(D)

Antag till sist att deg(D) > 0. Detta medfor att dim L(D) = deg(D). Som tidigare undersoker vi
deg(K — D) = — deg(D), som i detta fall 4r negativt da deg(D) > 0. Detta medfor enligt Sats 4.25
att dim L(K — D) = 0, vilket ger att:

dim L(D) — dim L(K — D) = deg(D) — 0 = deg(D).

4.5 Anvindningsomraden

Vi ska nu avsluta arbetet med att kort diskutera néagra viktiga konsekvenser av Riemann-Rochs
sats. Till att borja med kan vi vélja graden av divisorn D tillrdckligt stor sa att deg(D) > deg(K),
nagot som medfor att deg(K — D) < 0 och ddrmed dim L(K — D) = 0. Riemann-Rochs sats for en
sadan divisor D reduceras da till

dim L(D) = deg(D) — g + 1.

Ur detta kan vi direkt sluta oss till det hogst icke-triviala pastédendet att det finns icke-konstanta
meromorfa funktioner pa alla kompakta Riemannytor. Viljer vi graden av divisorn D tillrack-
ligt hog finns ingen begransning pa hur méanga linjart oberoende meromorfa funktioner som kan
astadkommas.

En annan viktig konsekvens av Riemann-Rochs sats dr att den mojliggér att man kan visa att
alla Riemannytor med genus g = 0 dr biholomorfa med Riemannsfaren. Pa liknande sétt &r det
dven mojligt att visa att alla Riemannytor med genus g = 1 &r biholomorfa med nagon komplex
torus (vi har ju dock sett i avsnitt 3.2.2 att torusar kan ha olika komplexa strukturer). Vi hénvisar
lasaren till kapitel VII i [Miranda] for detaljerna, men konstaterar att Riemann-Rochs sats &r ett
kraftfullt verktyg for att analysera Riemannytor Gverlag.
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A Appendix

A.1 Ekvivalensrelationer och ekvivalensklasser

Foljande avsnitt baseras pa avsnitt 1.3 i [Munkres]. For att definiera begreppet ekvivalensklass
behover vi forst definiera begreppen relation och ekvivalensrelation.

DEFINITION A.1 (RELATION). En relation p& en méngd A &r en delmingd av den kartesiska
produkten A x A.

Notationen xC'y anvénds for att beteckna att C' ar en relation pd A, och betyder att (x,y) € C, x ar
irelation C till y. Aven notationen z ~ y anvinds. Med ovan kan vi nu definiera ekvivalensrelation.

DEFINITION A.2 (EKVIVALENSRELATION). En ekvivalensrelation pa en méngd A ar en relation
~ pa A med foljande egenskaper:

1. Reflexivitet: x ~ x for alla x € A

2. Symmetri: Om z ~ y géller dven y ~ x

3. Transitivitet: Om z ~ y och y ~ z giller dven x ~ z
Nu &r vi redo att definiera begreppet ekvivalensklass:

DEFINITION A.3 (EKVIVALENSKLASS). Givet en ekvivalensrelation ~ pé& en méngd A och ett ele-
ment x € A. Ekvivalensklassen F &r en delméngd till A och definieras enligt foljande:

E = {yly ~ r}

Ekvivalensklasser har foljande egenskap:

LEMMA A.4. Tva ekvivalensklasser E och E’ ar antingen disjunkta eller lika.

A.2 Topologi

Da topologin féddes under tidigt 1900-tal &r det en forhéallandevis ung gren av matematiken,
betydligt yngre &n exempelvis algebran eller analysen. Den kom till d& vissa till synes geometriska
problem inte verkade bero péa féremalens exakta form. I formellare ordalag kan topologi sigas
vara studiet av egenskaper hos geometriska objekt som bevaras under kontinuerlig deformation;
sddana kallas topologiska egenskaper. For vart syfte ar topologin nédvéindig for att kunna definiera
begreppet mangfald och i synnerhet Riemannyta, dar det senare &r ett specialfall av det férra och
anvinds i formuleringen av Riemann-Rochs sats. Ett annat viktigt begrepp ar kvotavbildning och
vi beskriver &ven kompakthet formellt.

Avsnittet baseras pa kapitel 2 och 3 i [Munkres| samt kapitel 2 om mangfalder i [Lee].


https://chatgpt.com/s/m_681e60f8267881919c3ac9a6baa18947
https://chatgpt.com/s/m_681e60f8267881919c3ac9a6baa18947

A.2.1 Grundliggande topologiska begrepp
Vi definierar inledningsvis ett av de viktigaste begreppen, namligen topolog:.

DEFINITION A.5 (ToPOLOGI). En samling 7 av delméngder till en méngd X kallas en topologi
pa X om

i) Det giller att @, X € T, dar @ &r den tomma méngden.
ii) En godtycklig union av element i 7 tillhor ocksa 7.
iii) Ett andligt snitt av element i T tillhor ocksa T

Det ordnade paret (X, T) kallas ett topologiskt rum, och betecknas ofta bara X. Ibland kallas
topologiska rum enbart for rum.

DEFINITION A.6 (OPPNA OCH SLUTNA MANGDER). Lat X vara ett topologiskt rum med topologi
T.Enméngd U C X kallas 6ppen om U € 7. En delméngd A C X kallas sluten om komplementet
till méngden &r oppen, det vill siiga mingden X \ A, dr dppen.

Topologin 7 &r alltsa4 samlingen av alla 6ppna méangder.

EXEMPEL A.7. Lat X = {a,b,c} vara en mangd och My = {&, {a}, {a,b,c}} samt

M,y = {@,{a},{b},{a,b,c}} tva samlingar delméngder. Det &r uppenbart att bade M; och M,
uppfyller det forsta villkoret i topologidefinitionen da bada innehaller & och X = {a,b,c}. Dock
ar enbart M; en topologi ty unionen {a} U {b} = {a,b} tillhor inte My medan samtliga unioner
och snitt av delméngder i M7 ocksa tillhor M;.

Liksom framgar ovan ar ett sétt att definiera en topologi att helt enkelt specificera alla 6ppna méng-
der. Detta blir emellertid omstédndligt for mer komplicerade méngder. Vi infér dérfér begreppet
baser.

DEFINITION A.8 (BAs). Lat X vara en méngd. En bas B bestér av baselement B, som #r delméng-
der till X. Baselementen uppfyller foljande krav:

i) For alla x € X géller att det existerar minst ett baselement B € B som innehéller x.

ii) Om 2 € B; N By dir By och By ér baselement si existerar (ytterligare) ett baselement Bs
s att x € B3 C By N Bs.

En topologi pa X kan fas av en bas B genom att lata en delméngd U C X vara 6ppen i T om det
for varje x € U finns ett baselement B € B sa att t € B C U.

En 6ppen méngd U € T kan beskrivas i termer av unioner av baselement i B. Mer precist kan vi
skriva U = U, ¢ Ba, dér alla B, € B och J dr en ldmplig indexméngd. Alltsa kan man ténka pa
baser som de minsta byggstenarna for att konstruera 6ppna méngder.

DEFINITION A.9 (STANDARDTOPOLOGIN PA R). Topologin som ges av baselementen (a,b) =
{z | a < z < b} kallas standardtopologin pa R.

Standardtopologin pa R &r den topologi som anvénds i vanlig matematisk analys. De 6ppna méang-
der som definieras i analysen sammanfaller med de som ges av standardtopologin.

A.2.2 Produkttopologier, delrumstopologier och Hausdorffrum
Ett séitt att definiera en topologi pa R? ér med hjilp av begreppet produkttopologi.

DEFINITION A.10 (PRODUKTTOPOLOGI). Lat X och Y vara topologiska rum. D4 bildas produkt-
topologin pa X x Y av basen som utgors av alla U x V saddana att U &r 6ppen i X och V ar
oppeniY.

Om vi later bade X och Y i definitionen vara R med standardtopologin erhalls en topologi pa
R2 =R x R.
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DEFINITION A.11 (DELRUMSTOPOLOGI). Lat X vara ett topologiskt rum med topologin 7 och 14t
Y vara en delméngd till X. Da kallas

Tv={Y NU|UeT}

delrumstopologin pa Y.

Om inget annat ndmns ar det underforstatt att topologin pa en delmingd ¥ C X é&r delrumsto-
pologin pa Y.

DEFINITION A.12 (HAUSDORFFRUM). Ett topologiskt rum X kallas ett Hausdorffrum om det
fér varje par av distinkta element xq,xo € X existerar 6ppna méngder U; och U, sa att x1 € Uy
och w9 € Uy samt att U; N U = @.

Till Hausdorffrum hér bland andra R™ och C. Hausdorffrum har den 6nskvirda egenskapen att
inga talfoljder konvergerar mot flera olika tal.

A.2.3 Kontinuerliga funktioner

For att till slut kunna definiera mangfalder behtvs en topologisk definition av kontinuitet, som i
sin tur anvénds i definitionen av homeomorfi.

Vi pAminner lisaren om att urbilden f~1(V) till en funktion innebir alla z € X si att f(z) € V,
dér V ar en méangd.

DEFINITION A.13 (KONTINUERLIGA FUNKTIONER). En funktion f : X — Y mellan tva topologiska
rum X och Y sigs vara kontinuerlig om varje ppen delmingd V i Y har en éppen urbild f=(V).

SATS A.14 (RELATION TILL KONTINUITET INOM ANALYSEN). Lat f : R™ — R™. Den vanliga
epsilon-delta-definitionen av kontinuitet for funktioner ges av att f &r kontinuerlig i en punkt a
om det for varje £ > 0 existerar ett 6 > 0 s att om ||x — a|| < ¢ &r || f(x) — f(a)|| < e. Denna
definition &r ekvivalent med den topologiska definitionen av kontinuitet nir X = R" och Y = R™
med standardtopologin.

DEFINITION A.15 (HOMEOMORFI). Lat X och Y vara topologiska rum och f : X — Y vara
bijektiv. D4 sigs f vara en homeomorfi om bade f och f~! &r kontinuerliga.

For en homeomorfi f : X — Y och U C X giller att U &r 6ppen om och endast om f(U) &r 6ppen.
Homeomorfier kan ses som ett sitt att formalisera kontinuerliga deformationer, som némndes i
inledningen av det hér avsnittet. Att tva ytor &r homeomorfa med varandra innebér intuitivt att
man kan kontinuerligt deformera den ena till den andra. Ett vanligt exempel ar att en kaffekopp
kan formas som en badring; dessa ytor &r homeomorfa med varandra. Att tva topologiska rum &ar
homeomorfa ar ett sitt att sdga att de &r likadana ur topologisk synvinkel.

Ett topologiskt rum X sdgs vara lokalt euklidiskt av dimension n om varje punkt p € X har en
omgivning for vilken det gar att finna en homeomorfi till en delméngd till R"™.

A.2.4 Topologisk mangfald

For foljande definition paminner vi lasaren om att en uppréiknelig méngd har antingen ett &ndligt
antal element eller kan skrivas i bijektion med de naturliga talen.

DEFINITION A.16 (ANDRA UPPRAKNELIGHETSAXIOMET). Ett topologiskt rum X ségs uppfylla det
andra uppréknelighetsaxiomet om det har en uppréiknelig bas.

En méangfald dr en abstrakt matematisk yta eller rum som lokalt ser ut som vanligt euklidiskt
rum (t.ex. R?), men som globalt kan ha en mycket mer komplicerad struktur. Det ir ett centralt
begrepp inom modern matematik.

DEFINITION A.17 (MANGFALD). En n-dimensionell topologisk méangfald &r ett Hausdorffrum
som uppfyller andra uppréiknelighetsaxiomet och som &r lokalt euklidiskt av dimension n.
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Observera att R™ och C &r specialfall av mangfalder. Bland mer komplicerade méangfalder aterfinns
enhetssfiren i R? och ytan av en badring, vilken vanligtvis bendmns torus.

Riemannytor &r 2-dimensionella mangfalder som dessutom har en komplex struktur, ett begrepp
som beskrivs i avsnittet om Riemannytor. Exempel pa sadana &r den s.k. Riemannsfiaren och den
komplexa torusen.

A.2.5 Kvotavbildningar och kvottopologier

I syfte att bilda en komplex torus utifran det komplexa talplanet infér vi hér begreppet kvotav-
bildning. Bildligt kan man tédnka att en rektangel kan formas till en torus genom att forst fora
samman de tva langsidorna till en cylinder med hal f6r att sedan sétta ihop de tva kortsidorna.
Kvotavbildningar anviands for att formalisera detta.

DEFINITION A.18 (KVOTAVBILDNING). Lat X och Y vara topologiska rum och lat p : X — Y vara
en surjektiv avbildning. Om en miingd U i Y &r 6ppen om och endast om p~!(U) #r &ppen i X
ségs p vara en kvotavbildning.

Observera att detta dr ett strangare villkor dn f6r kontinuerliga avbildningar.

DEFINITION A.19 (OPPEN AVBILDNING). En avbildning p : X — Y kallas 6ppen om for varje
oppen mangd U C X sa ar p(U) ocksa dppen.

Om p: X — Y é&r surjektiv och kontinuerlig medfor 6ppenhet hos p att p &r en kvotavbildning.
Kvotavbildningar kan anvindas for att ge en topologi pa en méngd enligt f6ljande definition.

DEFINITION A.20 (KvOTTOPOLOGI). For en surjektiv funktion p : X — Y dér X ar ett topologiskt
rum och Y &r en méngd definieras kvottopologin pa Y inducerad av p genom att lata en méngd
U C Y vara éppen om p~1(U) #r 6ppen i X.

For foljande definition paminner vi ldsaren om att en partition av en méngd M &r en samling
disjunkta och icke-tomma delméangder till M vars union ar hela M.

DEFINITION A.21 (KvOoTRUM). Lat X vara ett topologiskt rum och lat X* vara en partition av
X. Lat p: X — X* vara en surjektiv avbildning som avbildar varje punkt x pa elementet i X*
som z ligger i och ge X* kvottopologin inducerad av p. Da kallas X* ett kvotrum av X.

Vi kan se X* som en kategorisering av punkter pa X, dar vissa punkter identifieras med varandra
och betraktas som samma punkt. Foljande exempel illustrerar hur detta kan anvindas for att
definiera en topologi pé en torus.

EXEMPEL A.22 (ToRrus). Lat X vara rektangeln [0, 1] x [0, 1] € R%. Vi skapar nu en partition X*
av X bestdende av

a) alla enpunktsméngder bestaende av element i (0,1) x (0,1),
b) alla tvapunktsméngder {(z,0), (z,1)} f6r 0 < 2 < 1 och {(0,%),(1,y)} for 0 <y < 1 och
¢) fyrpunktsméngden {(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)}.

Detta motsvaras bildligt av att inga punkter innanfér rektangeln fors samman med nagra andra
nar rektangelns sidor sétts ihop till en torus, varfor dessa bildar enpunktsméngder i partitionen.
Punkter p& sidorna identifieras déremot var och en med en punkt p& motsatt sida, vilket ger
tvapunktsméngder i partitionen, och slutligen méts alla fyra hornen i en punkt och samlas darfor
i en fyrpunktsméngd i partitionen.

Med denna partition kan vi definiera en topologi pa torusen som ett kvotrum av X.

I exemplet ovan utgick vi fran en rektangel men man kan naturligtvis anvinda ett parallellogram,
vilket gors i avsnitt 3.2 fast 6ver hela det komplexa talplanet.

iv



A.2.6 Kompakta mingder

"Kompakthet” ar ett vanligt forekommande begrepp i analysen och det har liksom 6ppna méangder
abstraherats inom topologin. Riemann-Rochs sats géller fér kompakta Riemannytor och en formell
definition av begreppet ar darfor av stor vikt. Alla Riemannytor dr dessutom sammanhéngande,
varfor dven det definieras nedan.

DEFINITION A.23 (OVERTACKNING). En samling A av delmingder till ett rum X sigs vara en
Gvertdckning av X om unionen av elementen i A &r lika med X, det vill siga X = (J 4 A.

Overtéickningen sigs vara 6ppen om elementen A € A #r 6ppna delméngder till X.

DEFINITION A.24 (KOMPAKT RUM). Ett rum X sdgs vara kompakt om det for varje dppen
overtdckning A finns en &ndlig delméngd som ockséa técker X, det vill sdga X = U?:l A;, dar

A; e A

DEFINITION A.25 (SAMMANHANGANDE RUM). Lat X vara ett topologiskt rum. Om X inte kan
skrivas som ett par av disjunkta, icke-tomma, 6ppna delméngder U och V till X vars union &r X,
sdgs X vara sammanhéngande.

Nedan foljer nagra anvindbara resultat. Vart att notera &r att den sista satsen motsvarar den
definition av kompakthet som ofta ges i inledande analyskurser och som lar vara bekant for ldsaren.

Sars A.26. Lat Y C X. Da &ar Y kompakt om och endast om varje 6ppen 6vertdckning av Y
innehaller en dndlig delméngd som ocksa téacker Y.

SATS A.27. Varje sluten delméngd till ett kompakt rum &r kompakt.
SATS A.28. Varje kompakt delrum till ett Hausdorffrum &r slutet.
SATS A.29. Kontinuerliga funktioner avbildar kompakta méangder pa kompakta méngder.

SATs A.30 (HEINE-BOREL). En delméngd till R™ &r kompakt om och endast om den &r sluten och
begransad.

A.3 Riemannytor

I foljande bilaga aterfinns den teori som &r relevant for Riemannytor. I figur 7 nedan illustreras
konceptet holomorf funktion pa en Riemannyta.

Figur 7: Illustration av en holomorf funktion i en punkt p pa en Riemannyta.



A.3.1 Funktioner pa Riemannytor

Nedan aterfinns det fullstdndiga lemmat relaterat till holomorficitet i en punkt och i en omgivning
till den punkten:

LEMMA A.31. Lat X vara en Riemannyta, p en punkt i X och f en komplexvéird funktion péa en
omgivning W till p. D4 géller att:

i) f dr holomorf i p om och endast om f o ¢! &r holomorf i ¢(p) for varje karta ¢ : U — V
med p € U,

ii) f &r holomorf p4 W om och endast om det finns en méngd kartor {¢; : U; — V;} med
W C |, U; sadana att f o d)i_l ar holomort pa ¢(W NU;) for varje i;

iii) om f &r holomorf i p dr f holomorf i en omgivning till p.

Nedan aterfinns den matematiska versionen av att f &r holomorf i en punkt innebar ocksa att f
ar holomorf i en omgivning till punkten samt oberoende av karta ¢.

LEMMA A.32. Lat X vara en Riemannyta, p en punkt i X och f en komplexvéird funktion pé en
omgivning W till p. Da géller:

i) f dr holomorf i p om och endast om f o ¢! &r holomorf i ¢(p) for varje karta ¢ : U — V
med p € U,

ii) f &r holomorf p4 W om och endast om det finns en méngd kartor {¢; : U; — V;} med
W C |, U, sddana att f o ¢>;1 for varje 1;

ili) om f &r holomorf i p &r f holomorf i en omgivning till p.

Nedan aterfinns de satser som &rvts av komplex analys i en variabel, med férutsdttningarna att f
ar en funktion och W &r en sammanhéngande 6ppen méngd pa X.

SATS A.33 (DISKRETA NOLLSTALLEN OCH POLER). Lat f, som inte far vara identiskt lika med
noll, vara meromorf pa W. Da géller att f:s nollstéllen och poler &ar diskreta delméngder av W.

SATS A.34 (IDENTITETSPRINCIPEN). Antag att f och g &r meromorfa funktioner pa4 W. Antag att
f =g pa en delméngd S C W, som har en hopningspunkt i W. Da géller att f =g pa W.

SaTs A.35 (MAXIMUMPRINCIPEN). Antag att f dr holomorf pa W. Antag att det existerar en
punkt p € W sd att |f(z)] < |f(p)| for alla x € W. Da &r f konstant pa W.

A.3.2 Holomorfa avbildningar
For avbildningarna géller foljande tva lemman:

LEMMA A.36. Lat F': X — Y vara en avbildning mellan Riemannytor.

i) F' ar holomorf i x € X om och endast om for varje par av kartor ¢ : Uy — V4 pa X och
¢2:Us = Vo pd Y med x € Uy och F(x) € U s& &r ¢ oFo¢;1 holomorf i ¢4 ().

ii) F' &ar holomorf pa en 6ppen méngd W om och endast om det finns tvd samlingar kartor
{61 - U - V") pa X och {5 : U > V;7'} pa ¥ med W C U, U{” och F(W) C
U, UQ(]) sddana att funktionen qﬁ(Q]) oFo (qﬁgl))*l #ir holomorf for varje 4 och j dér den ar
definierad.

LEMMA A.37. Lat X, Y och Z vara Riemannytor.
a) Om F : X — Y éar holomorf sa dr F kontinuerlig.
b) Om F: X - Y och G:Y — Z &r holomorfa s& d&r G o F': X — Z holomorf.

¢) Om F : X — Y &r holomorf och g ar en holomorf funktion pa en 6ppen méngd W C Y sa
ar g o F en holomorf funktion pa F~1(W).
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d) Om F : X — Y éar holomorf och g dr en meromorf funktion pa en 6ppen mingd W C Y sa
ir go F en meromorf funktion pa F~(W) under forutsittning att F(X) ej endast utgors av
poler till g.

A.3.3 Kurvintegraler pa Riemannytor

Lat X vara en Riemannyta. Vi definierar en kurva 4 som en kontinuerlig funktion = : [a,b] — X
som &r styckvis glatt, dvs. ¢ oy &r styckvis glatt, alltsa styckvis C°° pa sin definitionsméngd for
varje karta ¢ : U — V). Dessa kurvor kan delas upp i delkurvor, dér varje delkurva -; &r glatt och
«v;:s bild &r innehallen i en karta ¢;:s definitionsméngd.

Med hjélp av ovan kan vi nu definiera integration av 1-former ldngs en kurva.

DEFINITION A.38. Genom att lata w vara en 1-form enligt ovan pa en Riemannyta, kan vi vélja
en partition {;} av en kurva 7 sa att avbildningen av 7; ligger i definitionsméngden till ¢;. D&
kan w skrivas som w = f;(z)dz. Definiera funktionen z;(t) = ¢; ov; for ¢ i definitionsméngden till
;. Da definierar vi integralen av w &ver kurvan +y enligt féljande:

Om bilden av v ligger i definitionsméngden for en enda karta ¢ : U — V', och om w = fdz, géller:
/ w= fdz, dar ¢y dr sammanséttningen ¢ o 7.
v 0]

Vidare giller vanliga rékneregler for integraler vid integration av 1-former, sasom linjaritet och
oberoende av parametrisering.

A.4 Bevis

I detta avsnitt samlas bevis av ett par satser som uteldmnats i texten.

A.4.1 Bevis av Sats 3.7
BEVIS AV SATS 3.7.
i) Enligt Weierstrass M-test géller att serien > a,(z) konvergerar absolut och likformigt om

lan| < My, och > M, konvergerar. I varat fall beskrivs |a,| enligt foljande:

|an| _ |e7ri(n2'r+2nz)| _ |e7rin27'||e7ri2nz| — A|eﬂ"i’n2‘r‘7

dér A ar en konstant. Detta géller da vi dr pa en kompakt delméngd till C, och z &r ddrmed
begriinsad och |e™#2"#| = A som #r konstant.

Vidare giller fiven att [e™" 7| = Be=™"Im(") om Im(7) > 0. Detta ger att:

‘an‘ _ Ce—ﬂ"rl2IIIl(T)7

dar C = A - B. Vi far alltsa:

C i e—frn21m(‘r)7

n=—oo

dér exponentialen avtar snabbt. Serien &r en klassisk Gaussisk summa, som &r vilkind for
att konvergera.
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ii)

iii)

iv)

9(2 + 1) _ Z em'(n2‘r+2n(z+1)) _ Z 67ri(n2-r+2nz) . e2min 0(2)7
n=-—oo n=-—oo -1
da n ar ett heltal.
_ = wi(nz‘r+2n(z+‘r))
0(z+71)= Z e .

Genom att skifta index fran n — n — 1 blir exponenten istéllet foljande:

mi((n— 127 +2(n—1)(z+71)) = mi(n’r —2n7+ 7+ 2n(2 +7) — 2(2 + 7))

= mi(n®r — 2nT + 7 + 2nz + 2n7 — 22 — 27) = Wi (N’ + 2nz — 22 — 7),
vilket ger oss:

9(z+7): Z e7ri(n27—+2nz)—7rz’(2.z+7—) _ Z ewi(n27+2nz)e—wi(22+7—)7

n=—oo n=—oo

dar sista faktorn &ar en konstant och dédrmed kan flyttas ut:

_ e—ﬂ'i(22+7') Z ewi(n27—+2nz) _ e—wi(2z+7’)9<z)

n=—oo
Genom att applicera ii) och iii) m respektive n ganger far vi att

0(z +m+n7) = 0(z +nr) = e "2 g(2)
#0

dar forsta faktorn ar holomorf och saknar nollstéllen. D& den forsta termen inte bidrar med
varken nollstéllen eller poler s& har 8(z + m + n7) nollstéille av samma grad som 6(z) for
alla z.

Fran ovan giller att (3 + Z) = 0 om och endast om 6(3 + T +m+n7) = 0, samt att dessa

har samma ordning pa nollstéllena. Vi borjar med att visa att 9(% + Z) ar ett nollstalle. Vi

2
utvecklar 6(3 + Z):

0(1/247/2) = f: i (nPr2n(1/247/2)) _ f: griln?Tnn).

n=—oo n=—oo

dérefter gor vi ett indexskifte, fran n — n — 1, vilket ger:

_ Z eﬂi(n27—2n‘r+r+n—l+(n—1)T): Z eﬂ'i(nz‘r—nr-&-n)_(_l).

n=—oo n=—oo

Nu gor vi ytterligare ett indexskifte: n — —n, vilket ger:

_ _ Z eﬂi(n27+n7—n) — _0(1/2 + 7_/2)

n=—oo

0(1/2 4+ 7/2) = —0(1/2 + 7/2) medfor att 6(1/2 4+ 7/2) = 0, och 1/2 + 7/2 &r alltsa ett
nollstélle till §. Nu aterstar att visa att det &r det enda nollstéllet. Detta gor vi genom att
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anvianda argumentprincipen for att visa att antalet nollstéllen i fundamentalparallellogram-
met &r 1. Vi noterar att eftersom att 6(z) dr holomorf s& ges antalet nollstéllen till 6(z) i
parallellogrammet P av

1 0
27TZ QP 0’

dér vi noterar att:
o0
9/(2) — i Z ne‘ﬂ'i(nQTJr?nZ)'

P& samma sétt som for 6 si kan vi notera att 6'(z + 1) = 6'(z) och

9/(2 + ,7_) _ 27‘(’i67ﬂi(22+7’) Z(n o 1)e7ri(n2r+2nz) _ efﬂi(2z+7) (9/(2) o 27_”0(2))

Vi vet darfor att
0 (z+1)  0'(2) T
0(z+1)  6(z2) 0(z+71) 0(2)

Vi utnyttjar dessa egenskaper genom att dela upp integralen

0 Lo(t) LO'(1+ Tt (14T —t) Yo' (r —Tt)
—(2)dz = dt+ | ——2dt+ | ———2dt+ | ——=dt.
op 0 (2)d= , 00 o 01+t /0 O(L+7—1) A 0(r — 7t)
Notera att

1 g/ 1
0 (1t —T1t 0'(1 t
/ (=7t ) o / A+
o O(r—Tt) o 0(1+7t)
pa grund av periodiciteten hos . P& liknande sétt far vi att

t 147 — A AGEAG
o (1) 91+T—t _Oe(t)_(e(t)

+ 2mi)dt = 2mi

och alltsa har 8 exakt ett nollstélle i fundamentalparallellogrammet och det méste da ligga
i 1/24 7/2 och ha ordning 1. Enligt tidigare argument &r alla nollstillen p& formen z =
1/2 4+ 7/2 4+ n+ m7 och har ordning 1.

O

A.4.2 Bevis av Lemma 3.9

BEvis Av LEMMA 3.9. Lat h = fom, dir w ar torusens projektionavbildning, vara motsvarigheten
till funktionen f p& C. Lat p vara en godtycklig punkt i C och +, parallellogrammet med hérn i p,
p+1, p+7samt p+ 7+ 1. D4 h har en diskret méngd nollstéllen och poler kan p véljas sa att v,
inte innehéaller nagon av dem, varfér det gar att finna en bijektion mellan f:s nollstdllen och poler
i X och h:s nollstallen och poler av samma ordning innanfor ,,.

Enligt Residysatsen fran vanlig komplex analys ar

Y sod,(h)= Y Res, (z) - ;mlng((j))dz.

zp€int(vp) z€int(yp)
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Parametrisering av -, ger

1 ' (2) 1 ! R'(p +1t) ! R'(p+1+tr)
_ dz = — HP T gy 14 ) LT 2T
27ri/7pzh(z) ‘ 27ri</0 Yy +/0 A

Mp+1l+1—1t)
hip+14+71—1)

A ([oantert g [ et
= .(/0(p+t) dt+/0(p+t) dt

1 1
+/ (p+1+7-1) dt+/ (p+7—1tr)
0 0

Wp+1—tr) it
h(p+ 1 —1t7)

2mi h(p+1) hip+1+tr)

1 / 1 /
Rip+1+7—1) / W(p+T1—tr)
1—t dt —tr)——=
+/O(p+ )h(p+1—|—7'—t) + 0(p+7— 7—)h(p—|—7'—t7')
1 77 177 .
h(p+1+t7)dt+7_ Wip+1+7 t)d 7
o h(p+1+tr) o h(p+1+4+7-1)

och vi observerar att det av periodiciteten foljer att

Rp+1+7—t) h(p+1-1)
h(p+1+7—1t)  hip+1-—1)

samt
P'(p+1+tr) h(p+tr)

h(p+1+tr)  h(p+tr)’

Saledes tar forsta och tredje respektive andra och fjdrde termen i sista ledet ut varandra da de
foljer samma kurva at motsatt hall. Vi far darav

1 X 1 "Wp+1l+t "Wp+l4+r—t
—/z (Z)dZZf / 7@—&— +T)dt—|—7‘/ (pt+1+7 )dt .
2mi ), h(2) 2ri\ Jo h(p+14t1) o hlp+1+4+7-1)
De tva integralerna motsvarar argumentvariationen langs respektive delkurva multiplicerat med

i. Da bada integranderna antar samma vérde i start- som dndpunkten kan argumentvariationen
antas vara en multipel av 27 och f6ljaktligen &r

L[ HG)
Tp h(Z)

— dz =n+ mr,
271

fér nagra heltal n och m. Vi har alltsa

1 R (z
Z zpord,, (h) = o /% 2 h((z)) dz,

zp€int(vp)

och som en likhet pa A far vi da

Z zord,(f) =0.
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