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Forord

Diskussioner om att det féds farre barn i Sverige har alltmer férekommit i medierna. I ett me-
dielandskap dar uppmérksamhet &r hardvaluta kan det vara svart att veta hur mycket som &r
overdrifter och vad som faktiskt stdmmer. Kommer vi att do ut? Detta arbete &r ett forsok att
reda ut dessa fragor. Vi tror att objektiv kunskap &r en tillgang och att den motverkar stigmati-

sering och radsla.

Till Serik Sagitov, vars ofortrottliga talamod aldrig svikit, &ven nér det varit mycket valfortjant.

Vi tackar &ven Anthony Norman for all bra feedback och personalen pa SCB for snabba mailsvar

pé bade bra och dumma fragor.



Popularvetenskaplig presentation

Nér vi hor ordet matematik tdnker manga direkt pa siffror, formler och ekvationer. For den som
férdjupat sig i &mnet handlar det ofta snarare om symboler och abstrakta begrepp &n om rena
tal. I detta arbete anvinds matematiken for att undersdka nagot djupt ménskligt. Haller Sveriges
befolkning pa att do ut, och isafall, nar? I linder som Sydkorea har man sett hur barnafédandet
varit lagt under en langre tid. Senast ar 2024 rapporterades det att en kvinna i snitt férvantades
féda 0.75 barn under sin livstid i Sydkorea. For att halla befolkningsméngden stabil i ett land
krévs strax over tva barn for ett par. Det &r for att att nar fordldrarna dor, s& har de ersatt sig
sjdlva med varsitt barn. D& motsvarande siffra fér Sverige ar 2024 var 1.43, ar det inte svart att

dra slutsatsen att &ven den befolkningen kommer minska i storlek.

Hur modellerar man da en befolkning? Det forsta man kan konstatera dr att antalet barn som
foéds bara &ar beroende av antalet fordldrar som finns. Det spelar alltsa ingen roll hur manga barn
som foddes for exempelvis fem generationer sedan. "Det ar ju uppenbart!”, tdnker kanske du, men
spara den tanken, for denna egenskap &r hjélpsam. Denna "glomskeegenskap”, att det nuvarande
steget endast dr beroende av steget precis fore kallas inom statistiken for en Markovkedja. Det
kan liknas vid ett domino dér en bricka bara kan falla om den framfor gor det, eller om du spelar
poker sa spelar det ingen roll hur manga marker du hade for fem rundor sedan. Det &r bara antalet

marker som finns just nu som dikterar hur manga du teoretiskt kan satsa i nésta runda.

En annan sak man behéver ta hansyn till 4r slumpen att en kvinna foder ett eller flera barn under
sin livstid. Hur berdknar man sannolikheten att nagot av detta intraffar? Det ldttaste sdttet att
visualisera detta dr att tdnka sig att det finns tre identiska barnvagnar. Du har ingen aning om hur
manga barn som finns i varje vagn tills du ser efter. Den forsta vagnen &r tom, medan den andra

vagnen har tre stycken barn i sig och den tredje har ett ensamt barn i sig. Antalet barn i varje

vagn representerar ett slumpmaéssigt utfall och &r da en stokastisk variabel.
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Figur 1. Al-genererad bild pa barnvagnar med barn

Detta monster kan ge viktig information. Om barnvagnsexperimentet skulle upprepas med tusen-



tals vagnar, kanske de flesta vagnarna skulle ha ett eller tva barn, nigra ha noll barn, medan nagra
har fyra eller fler. Hur sannolikt det &r att en slumpmaéssigt vald vagn innehaller ett visst antal
barn forklaras av sannolikhetsférdelningar. En sannolikhetsférdelning kan &ven bestdmmas utefter
hur gamla personer blir. Om vi dessutom réknar antalet barn i varje vagn av dessa tusen vagnar
och adderar dessa, och delar pa antalet vagnar far vi ett snitt pa antal barn per vagn. Detta kénner
en del till som medelvirde, men vid ett stort antal forsck kallas det for vintevdrde. Helt plotsligt

har vi ganska mycket information om hur barnen kan fordelas 6ver vagnarna.

Vi kan nu utnyttja en Markovkedja for att uppskatta storleken pa befolkningen i nésta generation
(antalet barn som f6ds), via en viss sannolikhetsfordelning. Det var bland annat detta som gjordes i
arbetet. Den héar typen av Markovkedja kallas fér en Galton— Watson forgreningsprocess. I simule-
ringarna som gjordes for att forutspa befolkningsstorleken i framtiden varierades dven viantevardet

for antalet barn per kvinna pa olika sétt. Resultaten var féljande.

Om nivan for vinteviardet var konstant under en léangre tid s kommer Sveriges befolkning att do
ut inom 45 generationer. Detta later inte sa hoppfullt, men i verkligheten &r vintevérdet for antal
barn per kvinna inte konstant utan gar upp och ned. Med hjélp av vara verktyg som byggts kunde
ett varierande vintevirde anvindas for att se hur stora konsekvenserna blir géllande befolknings-
storlek och aldersférdelning. I tva av dessa scenarier, dar vintevirdet minskar eller ligger kvar vid
dagens niva sa kommer inte Sveriges befolkning att 6verleva pa lang sikt. Man kunde dven se hur
aldersfordelningen i dessa tva fallen borjar fa en betydligt storre andel av ménniskor som ar i aldre
aldrar. De tva andra fallen var for ett 6kande vinteviarde och ett vagliknande vintevirde som gar
upp och ner 6ver en lang tid. I bada dessa fall 6verlever Sveriges befolkning pa lang sikt, och i
det fall dér vantevirdet Okar sa véxer befolkningen véldigt mycket. I det vagliknande scenariot
minskar dock befolkningen mycket, men far en liknande andel gamla och unga som det fallet déar

vantevardet okar.
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Figur 2. Resultat av Leslie-modell: Populationsstorlek 4 olika scenarion, befolkningspyramid for icke—
varierande fall.



Sammandrag
Nyligen kom ett pressmeddelande fran Statiska Centralbyran (SCB) att Sverige har den lags-
ta siffran p& antal barn per kvinna i modern tid, 1.43. Darfér ar det relevant att spekulera
kring hur Sveriges framtida befolkningsméngd kan se ut, bade péa kort och lang sikt. I detta
arbete har begrepp undersokts som populationsstorlek, fruktsamhetstal, forsérjningskvot och

befolkningspyramid, och hur dessa ter sig 6ver tid.

Fyra scenarier analyserades: oféréndrad fruktsamhet, fortsatt nedgang, 6vergang till 6kning
samt en cyklisk utveckling med bade minskningar och 6kningar. Modeller har byggts upp pa
grunder av matematiska koncept som Galton—Watson—processer och Leslie-matriser, som be-
skrivs med begrepp som sannolikhetsgenererande funktioner och LF—f6rdelningen (linear frac-
tional offspring distribution). Dérifran har populationer simulerats i programmeringsverktyget
Python for att illustrera resultaten och till slut jamféra tva huvudmodeller, Galton—Watson—

modellen och Leslie—modellen.

Resultatet &r att i bada modellerna 6verlever befolkningen fallet med en strikt ckande frukt-
samhet. For bada modellerna géller att i resterande scenarion dor befolkningen efter lang tid
ut. Framtiden &r dock mer slumpmaéssig &n vad nagon av modellerna speglar, de olika fallen

bor mer ses som scenarion varda att tdnka pa.

Abstract
Recently, Swedish statistics (SCB) reported that the lowest number of children per woman in
modern times was reached, 1.43. This makes the discussion relevant of what the future pop-
ulation of Sweden might look like, both in short and long term. In this paper, we discussed
notions such as population size, fertility rate, dependency ratio and population pyramid, and

how they behave over time.

Four different scenarios were analyzed: unchanged fertility, continued decline, a transition to
increasing fertility, and a cyclic scenario with both decline and increase. Models have been
constructed on mathematical concepts like Galton—Watson—processes and Leslie-matrices, as
is expressed in terms of probability generating functions and linear fractional (LF) offspring
distributions. Based on this theory, we simulated populations in the programmingtool Python

to illustrate the results and compare two main models, Galton—Watson model and Leslie model.

The results are that in both the models the population survives in the case with strictly
increasing fertility. For both models, after a long time the population is extinct in remaining
scenarios. These scenarios should be viewed as illustrative rather than predictive, as real-world

developments are likely to be more complex and stochastic.



Forkortning/Symbol Foérklaring

PGF Probability Generating Function — sannolikhetsgenererande funktion
LF Linear Fractional — typ av sannolikhetsférdelning
u Vantevarde for antal barn per kvinna
Ln Populationsstorlek i generation n
X; Antal barn som individ ¢ far (stokastisk variabel)
E[X] Vintevirde for stokastisk variabel X
fn(s) PGF for stokastisk variabel X i generation n
F,.(s) PGF for stokastisk variabel Z,, i generation n
Q Sannolikheten att populationen dér ut (nli)ngo P(Z,=0|Zy=1))
Pk Sannolikheter att en individ far k barn
A, Cp Hjalptermer i LF—fordelningens kompositionsformel
Ny Antal kvinnor i aldersklass = (i Leslie-matrisen)
Pz Sannolikhet att 6verleva fran alder z till x + 1
o Antal barn fédda per kvinna i aldersklass x
L Leslie-matrisen
A1 Ledande egenvirde i Leslie-matrisen
v,y Stabil &ldersfordelning (egenvektor till A;)

Tabell 1. Forkortningar och symboler som anvinds i teoriavsnittet
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1 Inledning

Antalet barn som fods dikterar varldens populationsstorlek. Fodelsetalen har fluktuerat historiskt, och har de se-
naste arhundradet minskat drastiskt i Sverige. Betyder detta att Sveriges befolkning ar pa vég att do ut, eller ar
detta endast en tillfillig nedgang? Aven om utrotning inom en snar framtid kanske kan upplevas osannolikt, kan
laga fodelsetal orsaka en snedvridning i aldersfordelningen. Detta eftersom en mindre andel av befolkningen &r i

arbetsfor alder, vilka méaste férsorja resterande.

Denna rapport dmnar att gréva djupare i &mnet, for att déarifran kunna mala upp olika scenarion for Sveriges framti-
da befolkning. I rapporten redogérs dven for begrepp som fruktsamhetstal, férsérjningskvot och befolkningspyramid.
Modelleringar och prognoser for Sveriges befolkning har gjorts med hjilp av programmeringsverktyg som Python,
R samt Matlab. I en modell har statistik fran SCB anvéants for att modellera befolkningsstorleken och aldersfordel-
ningen 6ver tid. I en annan har ett mer teoretiskt tillvigagangssatt anvénts for att pavisa mer avancerade statistiska
egenskaper hos en Galton—-Watson process. Bada modellerna behandlar fyra olika scenarier fér barnafédande: ett
okande, ett minskande, ett cykliskt och ett konstant for att ge olika prediktioner pa befolkningsméngden, aldersfor-

delningen samt sannolikhet for utdéende.

1.1 Bakgrund

Enligt ett pressmeddelande fran Statistiska centralbyran (SCB) har Sverige under ar 2024 uppnatt ett historiskt
lagt barnafodande, samtidigt som befolkningsokningen ar den liagsta pa 22 ar . Det genomsnittliga antalet fodda
barn per kvinna har sjunkit till 1.43, vilket &r den lagsta nivAn som nagonsin uppmaétts i landet. Eftersom endast
kvinnor féder barn innebér detta att det i genomsnitt fods 0.715 dottrar per kvinna. Denna siffra anvands som

grund i samtliga berdkningar i rapporten.

SCB rapporterar vidare att barnafédandet fortsatte att minska i borjan av 2025, baserat pa befolkningsstatistiken
fran foregadende ar. Trenden bedéms vara fortsatt nedatgaende, dar SCB lyfter det genomsnittliga antalet fodda
barn per kvinna — ett matt som inom demografin bendmns som summerad fruktsamhet . Detta matt berdknas

genom att analysera hur manga barn som féds i relation till antalet kvinnor i fertil alder under ett visst ar.

Historisk data fran SCB over fruktsamhet i Sverige finns tillginglig fran ar 1911 till 2024, och visualiseras i figur [3]

Antal barn per kvinna 1911-2024

Figur 3. Antal dottrar fédda per kvinna ar 1911-2024 med data fran SCB

Emellertid ar sjunkande summerad fruktsamhet nagot som sker pa4 méanga hall i virlden. Det mest extrema fallet
dr Sydkorea med sa lagt som 0.75. Fler lander dr Singapore med 1.0, eller narmare lander som Spanien och Italien

med 1.2 [3].

Samtidigt lever ménniskor dven ladngre i dagens samhélle &n forr. Enligt Karolinska Institutet har medellivslangden

i Sverige under de senaste 250 aren 6kat fran 40 till 80 ar, dar chansen for att leva till sin 100 — arsdag har mang-



faldigats. Nagot som &r vart att papeka ar att medellivslangden ar ett matt pd medelvardet av aldern d& personer
dor. Detta gor saledes att medellivslangden 6kar om det fods farre barn eftersom det da dven dor farre barn i yngre
alder. Inte nédvindigtvis att personer dor &dldre. I Sverige har 6kningen av medellivslingden framst berott pa att
personer dor dldre men aven att infektionssjukdomar hos barn kraftigt minskat. Aldersférdelningen i Sverige idag

visas genom en &lderspyramid i figur [4

Befolkningspyramid, 2024
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Figur 4. Folkméngd efter alder ar 2024

Férre manniskor f6ds, och ménniskor lever dessutom langre. Dessa tva fenomen tillsammans kan skapa problem i
ett samhélle. En effekt av detta blir att det finns en stérre andel ménniskor i pensionsalder som maste forsorjas av

de arbetande.

Forhallandet mellan personer i arbetsfor alder (20-65 ar) och den beroende populationen, barn och ungdomar (0-20
ar) tillsammans med pensiondrer (> 65 ar) kallas for forsérjningskvoten. Ar 2024 var férsorjningskvoten i Sverige
77.1 vilket betyder att f6r varje 100 méanniskor i arbetsfor alder finns cirka 77 personer som &r beroende av dem .
En nédvandig anmérkning &r emellertid att SCB och Véarldshélsoorganisationen, WHO, skiljer sig at i sin definition
dar WHO beraknar arbetsfér alder fran och med 16 ar istéllet for fran och med 21 ar @] En annan anmérkning
ar att detta méatt kan bli missvisande om det exempelvis dr hog arbetsloshet eller om aldersspannet inte stimmer

overens med vilka som arbetar.

Forsériningskvot totalt efter ar.
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1.2 Syfte

Syftet med detta arbete var att dstadkomma prediktioner 6ver hur Sveriges befolkningsstorlek och aldersférdelning
kan se ut baserat pa olika implementationer av Galton—Watsons forgreningsprocess i bade konstanta och varierande
miljoer. Dessa stravar efter att svara pa fragan om, och med vilken sannolikhet, kommer Sveriges befolkning att
d6 ut. En kompletterande modell baserad pa Leslie-matriser anvinds &ven med syftet att synliggora resultaten for
simuleringar av aldrande, déende samt berdkningar av forsorjningskvot. Detta méatt anvindes &ven for att gora

simuleringsresultaten mer tillgdngliga for allménheten.

1.3 Avgransningar

Eftersom detta arbete var tidsbegréansat ar det relevant med avgransningar kring &mnet. D& det finns offentlig tillfor-
litlig statistik for Sveriges befolkning pé Statistiska Centralbyran, SCB, gjordes modelleringarna pa enbart Sveriges
befolkning. I arbetet undersdktes négra olika teoretiska scenarier fér hur barnafédandet kan férdndras och saledes
hur befolkningen forandras. Fokus har inte legat pa att forsoka forutspad summerade fruktsamheten i framtiden, utan

att ge mojliga forslag pa hur befolkningsméngd och alderssammansittning kan se ut.

I Galton—Watson modellens berdkningar anviandes endast kvinnor, och séledes nir det berdknades antalet barn per
kvinna var det bara dottrar som betraktades. Detta eftersom bara kvinnor har férmégan att foda barn och att
i Galton—Watsons forgreningsprocess antas alla individer i populationen ha den férméagan. Déarav fanns det inte
heller ett krav pa att det skulle finnas en sparbar pappa till barnen nagon av modellerna. Parbildning hade gjort

modelleringarna svarare rent tekniskt utan att nédvindigtvis ge mer relevant information.

I den del dér den manliga befolkningen berédknades utifran statistik fran SCB, gjordes det i en separat Lesliematris
dér de enbart aldrades och dog. Fertilitet hos olika individer kopplades inte heller till socioekonomiska eller sociala
faktorer utan antas vara samma &ver hela befolkningen. In— och utvandring betraktades inte heller i modellen.
Nar den summerade fruktsamheten varierades gjordes det antingen cykliskt eller med en monotont avtagande eller
tilltagande rotfunktion. I verkligheten ar fluktuationerna fér den summerade fruktsamheten mer slumpartade. Al-

la dessa avgransningar gjordes i syfte att reducera komplexiteten av problemet och gora det mojligt att dra slutsatser.

En annan viktig avgransning att ndmna i modellen med Leslie-matrisen var att sannolikhetsférdelningen for déendet
efter 95 ars alder var geometrisk och varierade inte 6ver tid. Detta &r givetvis en stor forenkling av verkligheten och
gjordes for att ackommodera den tillgédngliga datan frain SCB (dddstal f6r aldern 95+ finns inte). Det finns &dven
forskning som stodjer att efter aldern 110 ar 6verlevnadschansen konstant och &rligen drygt 50%. Det bedoms dven
osannolikt under de ndrmsta 25 aren att kunna leva langre &n 128. Denna alder sattes som den maximala aldern

fér modellen |7].



2 Etiska aspekter

Diskussioner om laga fodelsetal, dess orsaker och mojliga l6sningar har blivit vanligt forekommande i samhéllsde-
batten. Eftersom &mnet ar ett vildigt personligt beslut dr det viktigt att beakta de etiska aspekterna av forskning
kring &mnet. Exempelvis kan prediktioner om framtida befolkningssammanséttning anvindas som skal for politiska
atgarder som begriansar manniskors bestimmanderétt 6ver sina egna liv|8|. Risken finns dven for stigmatisering av

frivillig barnloshet, sa kallad barnfrihet givet en forstéllning att alla kvinnor bade bor ha, och bor vilja ha barn |9).

Det kan aven finnas en risk for skuldbelaggning av kvinnor och deras val eftersom métetalet fruktsamhetstal mater

antalet barn per kvinna [10].

Detta arbete foreslar inga losningar utan lagger stor vikt vid att forhalla sig neutralt till dessa fragor. Studien
behandlar objektivt fenomen sasom befolkningsminskning och forandringar i aldersstrukturen, utan att nédvan-
digtvis beskriva dem som problem. Sérskilt tar studien avstand fran tolkningar som rattfiardigar inskréankningar av

individens frihet.



3 Teori

En stor del av detta arbete utgar fran en matematisk modell kallad Galton—Watson—process, som har sitt ursprung
i 1800-talets England. Den viktorianska hogadeln oroade sig for att de anrika aristokraternas efternamn riskerade
att utrotas och gav diarmed matematikern Francis Galton i uppdrag att understka detta, vars arbete senare kom-
pletterades av en annan matematiker, Henry Watson|11]. I detta avsnitt forekommer en del akronymer och tecken,

vilka presenteras 16pande.

3.1 Galton—Watsons forgreningsprocess

Definition 3.1 (Galton-Watson—process). En Galton-Watson-process ér en process (Zn)n>o dér Z, &r befolk-
ningsstorleken fér generation n, vars nésta generation ar Z,, 1 = ZZ.Z:”I Xhn,i, dér X ,, &r en oberoende och identiskt

fordelad slumpvariabel med viirden i ZT, som representerar antal barn fran individ 4, i generation n.

Ofta antas ocksd Zp = 1. I fallet av konstant u i tid betecknas slumpvariabeln for individ ¢, X;. Eftersom po-
pulationsstorleken for generation n + 1, Z,41 endast beror pd Z, dr detta en Markovkedja. Givet E[X;] = p,

erhalls

Z’VL
EZnir | Za] = 3 E[Xi] = uZa,
=1

vilket ger den rekursiva relationen

E[Z,] = p" Zo. (1)
Beroende pa vérdet av p klassificeras processen som:

p <1 (subkritisk) = E[Z,] — 0,
p=1 (kritisk) = E[Z,] = Zo,
p>1 (superkritisk) = E[Z,] — oo.
Denna modell férenklar verkligheten, sérskilt genom antagandet om konstant p 6ver tid, vilket ofta inte héaller for

méinskliga populationer [12].

3.2 Sannolikhetsgenererande funktioner

Ett viktigt verktyg ndr det kommer till att analysera egenskaper hos slumpvariabler och stokastiska processer ar

den sannolikhetsgenererande funktionen (PGF).

Definition 3.2 (Sannolikhetsgenererande funktion, PGF). Givet en slumpvariabel X definieras PGF som

f(s) =E[s*] = iskP(X:k), dir0<s<1. 2)
k=0

Eftersom serien konvergerar likformigt &r funktionen deriverbar med avseende pa s. Enligt resultat i appendix géller
f'(1) = E[X], PGF kan anvindas for att hérleda sannolikhetsférdelningen for bade X; ,, och Z,,. Foér X; ,, blir
PGF fn(s) = E[s¥4n] och fér Z; ,, blir PGF Fy(s) = E[s%7]. Enligt resultatenochi appendix, &r PGF for
Zn en komposition av PGF for X; ,, det vill sidga

Frot1 = Fo(fnt1(8)) och Frp(s) = fio...0 fn(s). 3)



3.2.1 PGF med fixpunktsekvationen

Definition 3.3. Sannolikheten for att en population ska d6 ut definieras som
Q:= lim P(Z, =0|Zp =1).
n—r oo

Gransvardet existerar av egenskaper hos monotona féljder i [0, 1]. Antag aterigen att miljon inte varierar och det &r

ett forenklat fall dar en kvinna féder 0, 1, eller 2 déttrar. @ gar att uttrycka utifran generation 2 med sannolikheterna

P(X1 = 0Nutddende) + P(X1 = 1N utdéende) + P(X1 = 2 N utddende)) = (4)

po-14+p1-Q+p2-Q*=po+pQ+pQ® =

Q=po+pQ+pQ? =

_pi=1 V(p1—1)% — dpops

2p2 2p2

Q=

Det finns alltid en trivial 16sning @1 = 1, den andra l6sningen, @2, 4r den som ar av intresse. Sannolikheten for
utdéende ges av min(Q1, Q2), eftersom sannolikhet héller sig inom intervallet [0, 1]. Ekvationen kan &ven uttryckas
med hjilp av PGF for X; f(Q) = po + p1Q + p2Q? = Q,(Q € [0,1]), denna kallas fixpunktsekvationen och &r
alltsa ett samband mellan PGF till X och Q. Med hjilp av denna andragradsekvation kan @) rdknas ut for att fa ut
sannolikheten for utddende av population i specialfallet. Lt motsvarande sannolikheter vara vektorn p = (po, p1,p2)-
Enligt ovan ar vektorn nédvandig for att rdkna ut @, men p kan ocksa hérledas utifran kint vantevérde p och varians

o2 for populationen. Detta gors genom ett ekvationssystem dar

po+p1+p2=1 sannolikheterna summerar till 1,
p1+2p2=p definitionen av véantevérde, (5)
p1 +4ps = p? + 0% uttryck for E[X?].

I en modellering diar X kan ge upphov till 3 eller fler avkommor kan ekvationssystemet ej 16sas pa samma sdtt. Det
gar dock att 16sa ekvation f(Q) = Q for fler 4n 2 mojliga avkommor genom antagande av annan typ av sannolik-

hetsférdelning for X, se sektion @

3.2.2 PGF med fixpunktsiteration

Fixpunktsekvationen dr nagot som ocksé kan goras numeriskt, vilket illustreras i ﬁgur@ De tva linjerna f(s) och s
Ar representationer for ekvationen f(Q) = po + p1Q + p2Q? = Q. Ekvationen har alltid en trivial 16sning i Q1 = 1.
Det intressanta dr om det finns en annan 16sning Q2 € [0,1). Om man bdrjar med f(0) och upprepat applicerar f,

kommer virdet att konvergera mot en l6sning.
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Figur 6. Illustration for fixpunktsekvationen genom grafisk iteration.

Att iterationen konvergerar mot @ ar ett uttryck for att Q ar en fixpunkt till f. F6r intuition, observera att f(0) = po
betyder att om vi borjar med en individ, representerar f(0) sannolikheten att populationen dér ut direkt. Vidare
ar f(f(0)) = po + p1po + p2p?, vilket representerar sannolikheten att populationen dér ut vid generation 2. Genom
upprepad sammanséittning av f narmar sig funktionsvirdet @, och vi kan se antal sammanséttningar av f som
antalet generationer som betraktas. Pa liknande siatt funkar det i modeller med tre eller fler mdjliga avkommor per

individ.

3.3 LF-fordelningen

En foérdelning som ar grundlaggande i detta arbete ar LF—férdelningen som kommer fran "linear fractional offspring
distribution”. LF—foérdelningen &r ett anvdndbart verktyg for att analysera Galton—Watson—processer i varierande
miljoer. Fordelningen liknar den geometriska, men &r definierad sa att sannolikheten &r forskjuten sa att k = 0
motsvarar forsta mdéjliga utfall. For en intuition av férdelningen, tdnk att du har tvad mynt. Du kastar tills du far
klave, och du rdknar misslyckade forsok tills att det hdnder. Du anvédnder bara mynt 1 pa forsta kastet, darefter
mynt 2. Det ar inte sékert att det ar lika stor chans att f& krona som klave i ndgot av dem, och du antar darmed att
samt att sannolikheten att fa krona med mynt 2 &r —%— vilket

a+c
Detta antagande fungerar eftersom vi har tva frihetsgrader. Genom

sannolikheten for att f& krona med mynt 1 dr —1—,
a+tc

(&
a+tc’

aterupprepade forsok speglas foljande definition.

medfor att klave nds med sannolikhet

Definition 3.4 (LF-fordelningen). Lat k vara en diskret variabel som representerar antalet barn en individ kan

fa. En stokastisk variabel X ar LF—fordelad X ~ LF(a,c) om

PX=0=1- 2|

a+c

k—1

C a
PX=k=—— 2 k>1
(=)= ot k2

dir 0 < a och 0 < ¢ samt att ¢ ar nedre begrénsad av1l —a < coma < 1.



PGF for antalet barn i generation n, kan fér en LF—fordelning representeras pa formen

1 i an
.
1—fa(s) " 1—s

(6)

eftersom detta delar upp péverkan av utrotning (eller 6verlevnad) frdn 6vriga delar. Har blir termen % kopplad
till den geometriska summan, och speglar den del av populationen som vixer geometriskt i generation n, medan cp,
beskriver den del av sannolikhetsmassan som inte vixer geometriskt, vilket kan tolkas som den del av sannolikhets-
massan som motsvarar utdéende. Anvandbara termer dr Ag = 1, Ap =[] an,Cn = >/~ ; Aj_1cn. Dessa termer

uttrycker sannolikhetsmassan for Z,, i LF genom

1 An
-,
1— Fn(s) +1fs

som ocksé bevisas i appendix@ Detta samband &r bade hjalpsam for intuition i LF men anvands ockséa i kommande
resultat. Fran Lemma 1la. i artikeln "Galton—Watson Theta—Processes in a Varying Environment” utnyttjar vi givet

att Zg = 1, att
0<Ap <1, Cpn>0, Cpn>1—A4,, F,(1)=1, F,(1)=A4;' n>1
Vi utnyttjar &ven att
E(Zn) = Ayt P(Zn >0) = (An +Cn) ™!
samt att

E(Zn|Zn > 0) = (1 + &> .
An

Anmdarkning. LF—fordelningen i detta arbete &r ett specialfall av Galton—Watson—Theta processen, dir 6§ = r = 1.

Givet att C), ar dndlig for alla n, s& klassificeras processen som
e superkritisk om A, — 0,
e subkritiskt om A,, — oo .

Dessa resultat ligger till grunden for sektion 1.3}

3.4 Leslie—matrisen

Definition 3.5 (Leslie-matris). En Leslie-matris ar en kvadratisk matris som beskriver hur populationer utvecklas

utifrdn tva parametrar
e ¢, genomsnittligt antal fodda barn per kvinna i aldersklass x.
e p., andelen kvinnor som &verlever fran alder z till x + 1

Lat w € ZT vara maxalder, da blir Leslie-matrisen

0 91 P2 ... Pu—1 Pw
po 0O 0 ... 0 0
0O pp 0 ... 0 0
0 0 p2
0 0
0 0 0 ... pua1 O]

Med hjilp av Leslie-matrisen L och populationsvektorn 7(t), som anger antalet kvinnor i varje aldersklass vid

tidpunkt t, kan antalet mé&nniskor i nésta generation berdknas genom



$o $1 P2 ... Pw-1 Puw| [ nO(t) ]

po O 0o ... 0 0 m(t)

0 p1 0 0 0 772(t)
n(t+1) = Ln(t) = . : : ) ;

0 0 p2 T : . .

0 0| |Mw—1()
0 0 0 ... pw_1 0] Lm@® ]

och darav
n(t) = L'n(0). (7

Enligt Perron—Frobenius sats existerar ett ledande egenvirde A; vilket bestdmmer populationens langsiktiga till-
vaxttakt, egenviirdet uppfyller Ay > |X;| for alla j = 2,3,4,...,m, se appendix Detta egenvirde, A1, ar kopplat
till en positiv egenvektor Wi, som representerar den stabila befolkningen. Den stabila befolkningen betyder den
stationéra aldersfordelningen som populationen konvergerar till 6ver tid. Vidare leder detta till att populationens
langsiktiga utveckling beror pa det asymptotiska beteendet hos AT. Ifall A1 < 1 har vi ett subkritiskt scenario déar
den stabila befolkningen minskar med hastighet A1, medan ifall A\; > 1 har vi ett superkritiskt scenario dar den

stabila befolkningen, W1, 6kar med hastighet A;.



4 Simuleringar

I denna sektion presenteras resultat samt diskussion géllande genomférda simuleringar. Avsnittet ar i kronologisk
ordning for att presentera arbetsprocessen. Simuleringar med hjélp av Python, Matlab samt R anvéndes da studen-

ternas erfarenhet géllande programmering skiljde sig at.

Tva olika typer av modeller skapades for att analysera populationsutvecklingen i Sverige. Den férsta modellen var en
stokastisk modell, som bygger p4 Galton—Watsons férgreningsprocesser. Den andra modellen var en deterministisk
modell som baserats pa Leslie—matriser. BAda modellerna presenteras forst i en konstant miljo, for att sedan simulera

en varierande miljs. Fyra olika profiler i varierande miljé har analyserats som presenteras i figur [7

Féréandring av u dver tid Férandring av u over tid
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(c) Profil 3, konstant miljé (d) Profil 4, cyklisk miljo

Figur 7. Profiler av n

4.1 Simuleringar via Galton—Watson

I denna del presenteras resultat samt diskussion angéende modellering baserat pa Galton—Watson forgreningspro-

cesser.

4.1.1 Parametrar for enkel Galton—Watson simulering

Vardena for sannolikheterna for k dottrar, pi, dar k = 0, 1, 2 16stes ut enligt ekavtionssystemet [5} Alla kombinationer
av u, o gav inte positiva viarden pad pg, p1 och/eller p2. For att hitta vilka virden pd p och o som gav rimliga
parametrar 16stes ekvationssystemet for alla kombinationer déar p € [0, 2] och o € [0, 1]. Detta gjordes med ett skript

dér en variabel halls konstant och den andra varieras med inkrement av 0.01. Resultat redovisas i figur [§]
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0.6
o
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Figur 8. Numeriskt framtaget omrade som ger icke-negativa sannolikheter (po, p1, p2), omgivet av analytiskt
framtagna begrénsningar pa u, o

Ekvationssystemet och den numeriskt framtagna bilden anvéndes som grund, och dérifran berdknades mer precisa

uppsédttningar undre och dvre granser fram analytiskt.

p(l—p) <o <p(2—p), Yue[0,1] (8)

@-p(p—1)<o® <p2-p), Yue,2] 9)

4.1.2 Enkel Galton—Watson

Den forsta simuleringen som genomférdes var en enkel Galton—Watson process. Detta var en simpel modell att bérja
ifran for att sedan bygga vidare pa. Eftersom endast kvinnor kan féda barn, betraktades bara kvinnor och fodda
dottrar i denna simulering. Det antogs dven i denna férsta modell att kvinnorna dor efter att ha fott barnet eller
barnen precis som i en enkel Galton—Watson process enligt avsnitt @ Déarmed bestar nista generation endast av
avkommorna fran individerna i tidigare generationer. En kvinna i denna modell forutsadg dven att endast kunna
foda 0, 1, eller 2 dottrar. Tillsammans skapade dessa avgransningar en simpel modell att simulera, for att sedan
bygga vidare pa, samt identifiera utmaningar och mdjligheter. Tidigare namnt ar att i Sverige foder en kvinna i
genomsnitt 1.43 barn ar 2024. Detta &r alltsa vantevardet av den stokastiska variabeln X. Emellertid undersoktes
enbart kvinnor si vintevirdet i denna modell blir = 1.43/2 = 0.715 Genom att 18sa f6r sannolikheterna (po, p1,
p2) enligt sektion ekvation genomfordes en simulering av populationen i Matlab dar befolkningen bérjade
med endast en individ i forsta generationen. Simuleringen koérdes 6ver 100 generationer och visualiseras figur El

Standardavvikelsen har valts enligt ﬁgur till 0.6.

11



Simulering av Galton-Watson-process
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Figur 9. Simulering av Galton—Watson—processen

Figur [J] visar att populationen 6kar initialt frdn en ménniska, upp till 10 stycken, fér att sedan dé ut efter 14
generationer. Detta var véntat, d& vintevirdet E[X] < 1, det vill séga ett subkritiskt fall. Emellertid har slumpen
en stor paverkan i den har typen av simuleringar. Befolkningen skulle lika gérna kunna do ut efter 2 generationer
eller &nnu langre. Darfor berdknades dven @ (sannolikheten for utddende).

@ kan bade berdknas ut numeriskt genom att kora flera simuleringar och rikna férhallandet mellan vilka som dog
ut och inte, men &ven analytiskt genom fizpunktsekvationen enligt E[

For simuleringen i figur |§| berdknades @ till 1 enligt @ Detta innebéar alltsd att populationen dér ut innan det

givna tidsintervallet i 100% av genomférda simuleringar.

For att vidare askadliggora effekten av ett lagt p kan en simulering genomféras med ett begynnelsevarde pa befolk-
ningsméngden som bestér av samma antal méanniskor som finns i Sverige under tiden av detta arbete (2025), vilket

var ca 10600000. Da vi endast undersokte kvinnor sattes startpopulationen till 5300000, och p = 0.715.

1e6 Galton-Watson

—o— Population

Antal individer

0 10 20 30 40 50
Generation

Figur 10. Populationsutveckling givet fruktsamhetstalet ar 2025

Figur [I0] visar att befolkningen minskade snabbt for att sedan dé ut efter 45 generationer. Denna modell var en bra
startpunkt, men inte sarskilt verklighetstrogen. Utéver de antaganden som tidigare beskrivits s& var en av de mest
kritiska svagheterna i modellen det forvéntade vardet av barn som en kvinna féder under sin livstid, eftersom detta
varde var konstant 6ver alla generationer. Detta stammer givetvis inte med verkligheten.

Enligt statistik fran SCB kan det visualiseras det férvintade antalet fddda barn sedan 2000 — 2024 enligt figur [IT]

nedan .
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Figur 11. Antal barn fédda per kvinna ar 2000 — 2024

4.1.3 Galton—Watson i varierande miljoer med LF—f6rdelning

Denna modell har en ryggrad bestaende av Galton-Watson—processer i varierande miljéer. Det som gjorde denna
modell unik var den férdelning som valdes att implementeras for den stokastiska variabeln X. Denna férdelning ar
LF—f6rdelningen, som presenterats i avsnitt@ LF—f6rdelningen tillater farre parametrar som styr 6ver antalet barn,
variansen samt vantevardet, vilket underldttar simuleringar samt teoretiska berdkningar. Som tidigare beskrivits i

avsnitt @ kan vintevirdet for hela populationen, samt sannolikheten for att populationen 6verlever beskrivas som
E(Zn) = Ay",  P(Zn >0) = (An +Cn) ™7,
vilket innebér att sannolikheten for att populationen dor ut ges av
P(Zn=0)=1— (A, +Cp) ' =Q.

Denna sannolikhet @Q méaste i en varierande miljo justeras. Tidigare vid berdkning av @ i en konstant miljé har
det handlat om en startbefolkning som endast bestar av en person. Med Zg > 1 definieras nu Q, = Q%0 som
sannolikheten for att hela populationen dér ut i varierande miljéer. I denna modell dr Zy antalet kvinnor i Sveriges
befolkning ar 2024. Méjliga varden pa antal déttrar per kvinna i den kumulativa funktionen begransades till £ = 200
for att underldtta simuleringar. Teoretiskt tillats att £ — oo. Variansen tillats vara konstant 6ver tid och sattes till

o2 =1.

Profil Q500 ]E[Z500]
1 0 1.085 x 1046
2 1 8.033 x 10~ 119
3 1 3.39 x 10793
4 0 5.04 x 1073

Tabell 3. Sannolikhet for utdéende av population Q500 samt vintevirde vid generation 500 E[Z500] mot
respektive profil

Enligt tabell@gav profil 1 och 4 ett Q = 0, och profil 2 och 3 ger @ = 1. Om fédelsetalen minskar eller ligger kvar
pa samma nivd kommer Sveriges befolkning inte att Gverleva. Vantevardet for generation 500 i dessa profiler gar
dven mot 0, vilket bekréftar utdoendet. Profil 1 samt 4 ger en population som &verlever det givna tidsintervallet
i modellen. Vantevirdet vid generation 500 for profil 1 visar hur populationen kommer att fortsatta vixa, medan
vantevirdet for profil 4 ger en annan bild. Trots att modellen ger en 0% risk att d6 ut, kan det observeras ett lagt
véantevarde for generation 500. Detta beror pa det givna tidsintervallet, och antyder att populationen inte har samma

sannolikhet att &verleva vid ett ldngre tidsintervall.
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167 Galton-Watson i varierande miljo
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Figur 12. Cykliskt varierande p mot 1000 generationer

Figur visar sannolikheten for populationen att dverleva (1 — Qn) mot 1000 generationer fér profil 4, samt antal
individer. Det som kan observeras ar att vid ldngre tidintervall minskar sannolikheten att populationen Gverlever.
Detta beror pa att ju langre tid som passerar, desto svarare har populationen att aterh&mta sig for varje cykel.

Detta bekraftas dven genom figur [12] (b).

Det mest intressanta resultatet fran denna modell ar profil 4. Denna profil demonstrerar hur det inte ar tillrackligt
att barnafodandet gar upp till samma hoga nivaer varje cykel for att behalla en stabil population. En nedgang i

barnafédandet kompenseras alltsd inte av en lika stor 6kning nér det géller antalet individer i befolkningen.

4.2 Leslie—modell

Leslie-matrisen &r ett deterministiskt satt att berakna hur en befolkningsméangd férandras 6ver tid. En Leslie-matris
skapades déarfor enligt teorin i avsnitt @ Denna matris L hade dimensionerna 128 x 128, modellen skapades med
en maximal alder pa 128 ar da det &r osannolikt att nadgon i vistvérlden lever ldngre &n si inom de ndrmaste 25 aren
med nuvarande medicinteknik . For att konstruera matrisen hdmtades data fran SCB. Fruktsamhetstal anvéndes
for att skapa Gversta raden i matrisen, det vill siga vektorn ¢, dédstal for att skapa diagonalen, vilket ar vektorn p.
Befolkningsméngd och hur den &r férdelad 6ver alder och kén anvéndes for att skapa befolkningsvektorerna ne g och
7m,0. Dessa tjédnar som begynnelsevillkor fér simuleringen. Eftersom det saknas data for dédstal i aldrar stérre &n
95, méste antaganden goras. For manniskor 6ver 110 &r gamla har en 6vre grans for sannolikhet att do konstaterats,
namligen 47% . Chansen att 6verleva till ndsta ar for aldersgrupper dér data saknas sattes darfor till % Modellen
overskattar saledes hur manga som dor i aldrar mellan 95 och 110 ar. D& det finns skillnad i hur manga som dor
per aldersgrupp for mén och kvinnor skapades tva matriser, Lg och L. I Lm &r dock 6versta raden en nollvektor.
Antalet nyfédda pojkar rdknades istéllet ut som proportion till antalet nyfédda flickor enligt 7:,,5,0 = 1.056 - 175 5 0-
Lm tjanar darmed endast syftet att modellera i vilken takt mén doér. P4 grund av matrisernas omfattande storlek

presenteras de ej har.

Liksom i avsnitt munderséktes fyra scenarier. Ett dar matrisen forblir konstant 6ver tid, tre dar miljon varierades
pa olika sdtt. P& grund av det stora antalet parametrar beslutades att endast variera fruktsamhetstalen. Detta gjordes
genom att skala Gversta raden i Lg. Tva av fallen skalades pa samma sdtt som i avsnitt dock med ar som
tidsenhet istéallet for generation. I det minskande fallet gar da fruktsamhetstalet fran 0.6945 till 0.521, i fallet med
Skande fruktsamhet fran fran 0.6945 till 1.215 enligt figur [[2a] och [T25] Det fjirde fallet varierades underssktes ett
cykliskt varierande fruktsamhetstal. En sinuskurva anpassades till datan for fruktsamhet de senaste 40 aren och en
sinuskurva anpassades till datan sddant att fruktsamhetstalet for déttrar varierade mellan 0.6945 och 1.042. Datan,

den anpassade kurvan och den faktor som ¢ multiplicerades med, illustreras i@ Vid presentation och diskussion
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kring resultat kommer dessa fall kallas fall 1-4 enligt ordningen: 1. 6kande, 2. minskande, 3. icke—varierande, 4.

cykliskt varierande.

Anpassning av kurva till data

Multiplikativ faktor for fertilitet over tid

1051 0. ® Summerad fruktsamhet, déttrar
«—— Anpassad kurva
1.00 - 1.4 1
0.95 A
1.3 1
+ 0.90 1
o
=}
el
T 0.85 1 1.2 1
©
€
< 0.80
1.1 A
0.75 4
0.70 1.0 1
0.65 L T T T T T T
0 10 20 30 40 0
Tid (Ar)

10 20 30 40
Tid (Ar)

Figur 13. Véanster: Data och en anpassad sinuskurva. Hoger: Hur den faktor som fruktsamhetstalet multi-

pliceras med varierar Gver tid.

Simuleringen genomfordes for 500 ar i samtliga simuleringar, hur befolkningsméngden varierar i de olika resultaten

illustreras i figur @ I figuren noteras att samtliga simuleringar borjar med en skarp befolkningsminskning, Den

som initialt krymper minst dr det cykliskt varierande fallet. Det fall dar fruktsamheten okar med tiden har en

langsam 6kning och att det tar sa lang tid innan kurvan viander uppat beror pa att den nar ersdttningsniva ganska

langt in i simuleringen. Kurvorna fér den icke—varierande och den minskande fruktsamheten visar en minskande

befolkningsméingd som nér nivaer som &r mycket smé i jimférelse med dagens befolkning. I figur [[4] visas dven hur

det ledande egenvirdet A1 utvecklar sig 6ver simuleringstiden, dar syns att dessa kurvor motsvarar kurvorna som

visar hur fruktsamhet varieras.

Ledande egenvarde, A; Over tid

—— Konstant fruktsamhet
—— Minskande fruktsamhet
—— Okande fruktsamhet
—— Cyklisk frukstamhet

Populationsstorlek 6ver tid
le7 P 1.015
1.4 4 — Konstant fruktsamhetet
——— Minskande fruktsamhetet
—— Okande fruktsamhetet 1.010 1
124 — Cyklisk fruktsamhetet
1.005 A
1.0 1
S
= 1.000 A
2 0.8 1
5 -
| <
E 0.995 -
© 0.6 1
C
<
0.4 1 0.990 -
0.2 1 0.985
0.0 1 0.980
0 100 200 300 400 500
Tid (Ar)

0 100 200 300 400 500
Tid (Ar)

Figur 14. Populationsstorlek och ledande egenvérde fér de olika simulerade fallen.
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De olika scenarierna skiljer sig inte bara &t i hur befolkningsméngden forandras 6ver tid utan &ven i hur befolkningen
ar fordelad 6ver alder och kén. Detta illustreras i figurerna[I5]—[I8] I dessa figurer presenteras en befolkningspyramid
for tva tidpunkter i simuleringen, en efter 100 ar, d& ndstan hela initiala befolkningen s gott som har férsvunnit
ur modellen. Har syns effekten av den initiala aldersfordelningen. En annan efter 400 ar da befolkningspyramiden
har stabiliserat sig nagot i form. I det icke—varierande fallet som illustreras i figur [I5] noteras efter 100 ar att
befolkningen boérjar fordela sig mer at toppen av pyramiden. Efter 400 ar har formen stabiliserat sig, darefter

kommer aldersférdelningen att se narmast identisk ut fram till att befolkningen nar en obetydlig storlek.

Befolkningspyramid efter 100 ar, icke-varierande fruktsamhet  Befolkningspyramid efter 400 ar

100 A 100 A

80 A 80 A

% 60 60
=
Q
B
oL

404 404

20 20 A

01 01

—30000 -15000 0 15000 30000 —1000 -500 0 500 1000
Antal individer Antal individer

Figur 15. Befolkningspyramid for simulering i icke-varierande milj6 efter 100 respektive 400 &r.

I figur E visas tva befolkningspyramider fér simuleringen av fallet med sjunkande fruktsamhet. Likt den icke—
varierande modellen noterar vi att befolkningen fordelar sig mot toppen av pyramiden. I detta fall ser vi dven
att pyramidens bas blir smalare och smalare, efter 400 ar &r basen liten i jimforelse med toppskiktets bredaste

aldersgrupp. Framéat kommer basen att krympa ytterligare i jamforelse med toppen.

Befolkningspyramid efter 100 &r, minskande fruktsamhet Befolkningspyramid efter 400 ar
100 100 ;
80 B &
°<E 60 60
o] _———
e}
oL
40 40 1 _——
y
—_——
201 201
0+ 0+
~30000 —15000 0 15000 30000 —200 -100 0 100 200
Antal individer Antal individer

Figur 16. Befolkningspyramid fér simulering med minskande fruktsamhet efter 100 respektive 400 ar.

I fallet med Skande fruktsamhet ser vi i figur [[7]efter 100 ar att basen till storleken &r véldigt lik andra skikt i pyra-
miden, trots att fruktsamheten hela tiden varit under ersidttningsniva. De storre aldersgrupperna som observerades

i den initiala befolkningspyramiden har hunnit d6 och vilket gor att befolkningen &r véldigt jamnt fordelad &Gver
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olika aldersgrupper. Efter 400 ar har fruktsamheten Gkat Gver erséttningsniva och vilket gor att basen blir bredare

och bredare. Forst har borjar det faktiskt likna en pyramid.

Befolkningspyramid efter 100 ar, 6kande fruktsamhet Befolkningspyramid efter 400 ar
100 1 & 100
80 80
g 60 60
P
Q
e}
oT
404 404
=
20 A 20 A
L |
.}
1
0 | I ———————
—50000 —25000 0 25000 50000 —60000 —30000 0 30000 60000

Antal individer Antal individer

Figur 17. Befolkningspyramid for simulering med 6kande fruktsamhet efter 100 respektive 400 ar.

I det fall dér fruktsamheten varierar cykliskt, vilket visas i figur [I8] noteras att pyramiderna har en végig form.
Namnvart ar att att dessa tva pyramider ar vildigt lika. Skillnaden mellan smala och breda partier ar snarlik efter
100 och 400 ar. Medelskillnaden mellan den yngre och dldre halvan av befolkningen ar mycket mindre i detta fall

dn nagot av de tre andra.

Befolkningspyramid efter 100 ar, cyklisk fruktsamhet Befolkningspyramid efter 400 ar
100 100
80 1 80 1
& 607 60 -
5] 3
= _
< - 3
40 e 40 4
|
20 A E—————— 20 A
——————— 1
o == o]
-50000 25000 0 25000 50000 ~7500-5000-2500 0 2500 5000 7500
Antal individer Antal individer

Figur 18. Befolkningspyramid for simulering med cykliskt varierande fruktsamhet efter 100 respektive 400
ar.

For de olika fallen berdknades &ven forsérjningskvot for befolkningen, vilket illustreras i ﬁgur@ Detta méatt ar strikt
demografiskt, med andra ord tar det bara hénsyn till hur aldersfordelning hos befolkningen. Om férre barn fods ett
ar trots att antalet dldre forblir stabilt betyder det att forsérjningskvoten kommer sjunka, omvént om fler barn f6ds
kommer forsorjningskvoten att vixa. Om en generation &r storre &n andra generationer i befolkningen kommer detta
ocksa bidra till att forsérjningskvoten Okar nir de gar i pension. Dessa fenomen orsakar det oscillerande beteende

som observeras i samtliga undersdkta fall i figur [[9]
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Forsorjningskvot

115 A
110
105 A
o
S
¥ 100 1
j=)]
£
£ 954
0
4
:0
w 90 m
85 1 —— Konstant fruktsamhet
—— Minskande fruktsamhet
80 1 —— Okande fruktsamhet
—— Cyklisk fruktsamhet

T T T T T
0 100 200 300 400 500
Tid (ar)

Figur 19. Forsorjningskvot for samtliga undersokta fall.

Kurvan for forsérjningskvot i icke—varierande miljo gar nedat de férsta aren for att sedan vinda skarpt uppat. Detta
for att farre barn fods vilket omedelbart gor att forsoérjningskvoten sjunker. Den skarpa 6kningen forklaras av att en
forhallandevis stor generation gar i pension medan en forhallandevis liten generation néar arbetsfor alder. Effekter
av detta ar vad som orsakar det oscillerande beteendet men detta stannar av i takt med att befolkningspyramidens
form stabiliseras. For fallet med minskande fruktsamhet beter sig kurvan véldigt likt det icke—varierande fallet till
en boérjan, kurvorna divergerar dock efter ca 60-100 &r och kurvan tillhérande fall visar att férsérjningskvoten okar

over hela simuleringstiden. Detta for att den yngre delen av befolkningen krymper snabbare och snabbare.

For fallet med okande fruktsamhet noteras att forsorjningskvoten okar snabbare &n fall 1 och 2. Detta forklaras
genom att fler barn f6ds samtidigt som manga gar i pension. Efter cirka 60-100 ar skiljer sig &ven denna kurvan fran
fall 1. Nu borjar effekterna av 6kad generationsstorlek synas i arbetsstyrkan och denna kommer att véixa i forhallande
till antalet pensionérer. De positiva effekterna av detta ddmpas fortsatt av att dven det yngre alderssegmentet vixer

i forhallande till arbetsstyrkan.

For fallet med cykliskt varierande fruktsamhet noteras att kurvan fortsitter att oscillera i takt med fruktsamheten.
Denna kurva utméirker sig genom att den likt fall 1 och 2 representerar en befolkning som krymper, trots detta blir

forsérjningskvoten lagre én i dessa fall.
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5 Diskussion

I detta avsnitt dras slutsatser och de olika modellernas diskuteras gallande for— och nackdelar, samt effekter i

sambhallet ifall arbetets resultat ar korrekt.

5.1 Slutsatser Galton—Watson modeller

Enligt en enkel Galton—Watson process kan det askddas att efter 45 generationer s& kommer Sveriges befolkning
att do ut d& ingen invandring sker ut eller in fran landet. Detta visar vilken effekt som laga fodelsetal har pa
en population under langre tid. Galton—Watson i varierande miljéer med LF—férdelning visar att en mer teoretisk
modell kan ge mycket information om en population. I varierande miljéer kan det observeras hur en konstant niva pa
dagens niva samt vid en minskning kommer Sveriges befolkning att d6é ut pa lang sikt. Det enda fall dar populationen
ser ut att sdkerligen fortsitta vixa ar da barnafédandet okar konstant. Det har &ven visats att vid en cyklisk upp—

och nedgang av barnafédandet s& Skar sannolikheten for att populationen dor ut pa lang sikt.

5.2 Slutsatser Leslie-modellen

Tre av simulerade scenarier resulterar i att Sveriges befolkning gar mot utdéende. Endast det scenario dar fruktsam-
heten &r strikt vixande lyckas fortplantningstakten &terhamta sig. For fallet med konstant fruktsamhet och fallet
med minskande fruktsamhet nar befolkningsméngden nivaer som ar mycket laga i jamforelse med begynnelsevillko-
ren. Av fallen dar befolkningsméangden stadigt gar nedat klarar sig det cykliska fallet klart bast. Dar haller sig &ven
forsorjningskvoten relativt stabil och ldgre 4n i de andra fallen. Den klarar sig néstan lika bra som i det stadigt

okande fallet. Det kan ocksa konstateras att olika fall ger stora skillnader i hur befolkningen ar férdelad Gver alder.

5.3 Modellernas for— och nackdelar

Anvéandandet av en stokastisk modell &r fordelaktigt nér det géller modellering av stora befolkningar da slumpen har
en stor betydelse i verkligheten. Med det sagt finns det &ven nackdelar med den stokastiska modellen som anvéants
i detta arbete. D& endast en kvinnlig befolkning kan simuleras, s fangas endast halva bilden. Denna restriktion
tillater modellen att fungera korrekt, men begréansar dven de erhallna resultaten. En aldersfordelning hade &ven varit

att foredra for att tydligt kunna jamfora resultaten av de bada modellerna.

Fordelar med Leslie-matrisen dr att den kan anvéndas for att betrakta bade méan och kvinnor samt hela alders-
spektrumet. Svagheter dr dock att den ar deterministisk vilket kan vara olampligt nar verkligheten ar svar att

forutsaga, i synnerhet med stora antalet parametrar i atanke.

5.4 Effekter om resultaten blir verklighet

Att befolkningen fordndras i antal och aldersférdelning kan ha savdl bra som daliga effekter. Exempelvis kan en
mindre befolkningsméngd gora att folkets klimatavtryck blir mindre. Tillgangen pé bostéder skulle ocksa kunna bli
storre vilket skulle kunna mojliggora att storre andel kan flytta var de vill, for arbete, studier, kirlek eller andra
anledningar. Samtidigt skulle férmodligen farre individer arbeta vilket skulle kunna forsdamra landets BNP, och

saledes dess formaga att hantera kostnader som inte dimensioneras efter befolkningsméangden.

Potentiella effekter av att befolkningen omfordelas kan ocksé bli stora. Om andelen unga minskas i sddan grad som
visas i figur och skulle exempelvis efterfragan pa barnomsorg och skola minska, med allt som hor till. Det
skulle ocksa kunna innebéra att en storre andel av unga vuxna skulle behova kallas till varnplikt for att mota dagens

behov av utdkad forsvarsformagall5|. I dessa fall noteras dven att en stérre andel av befolkningen &r pensionérer
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vilket skulle 6ka behovet av dldreomsorg men dven skapa utmaningar kring utbetalning av pension. Dessa effekter

kan dven motiveras med resultaten i figur [[9] dér férsérjningskvot visas.
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6 Anvandande av Al

ChatGPT har anvéants framst i rollen av bollplank for olika tillvigagangssétt géllande simuleringar samt teoretiska
grunder for att modellera en ménsklig befolkning. Det har &ven anvints for att felséka kod och diskutera resultat
med, samt grammatik och meningsuppbyggnad i rapporten. Aven for att ge forslag pa titlar i arbetet samt struktur
och for generering av bild fér populédrvetenskapliga presentation. Scopus Al har &ven anviants for att forklara vissa

koncept och hitta relevanta kéllor som kopplas till &mnet.

Bada dessa verktyg har genomgiende anvints for vad de &r, verktyg. De har anvints med forsiktighet och med
vetskap om att Al kan gbéra misstag. Darmed har alla referenser som Scopus Al gett manuellt kontrollerats. Nar det
géller ChatGPT har informationen som verktyget gett kontrollerats mot vetenskapliga artiklar, samt med handle-

daren.
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A Appendix 1 — teori
Lemma A.1. Giwet en PGF for en stokastisk variabel X dar E[X] = f(1)

Beuvis. Eftersom bade s € [0,1] och P(X = k) € [0, 1] ar funktionssumman likformigt konvergent, vilket gor att vi
far derivera inuti summan. Fran deriveringen foljer beviset

f’(s)_:<zskp(x > Z ksF1P(X = k)
$ \k=0

= f'(1) = i ks*"1P(X = k)

= Z kP(X = k) = E[X].
= k=0

k=0 s=1
O
Sats A.1. Givet en PGF for Zy samt en PGF for Xi41 s ges PGF for Zyy1 av
Fiy1(s) = Fe(feg1)(s). (10)

Bewvis. Givet definitionen av Fy41(s) och potenslagar ges
1 | O

Eftersom X &r oberoende och likaférdelad kan vinteviardena brytas ut som en produkt, samt genom att ta total

forvantan pa uttrycket

Zt
H sXot+1 | = B[fyq1(s)%]

i=1

Genom variabelsubstitutionen F;y1(s) = u blir

Elfi1(5)7"] = Eu”*] = Fy(u) = Fe(fe1(s)).

|
Sats A.2. Givet Zo = 1, dr PGF for Z; en sammansdttning av PGF for X1, Xa, ..., Xt.
Bevis. Genom iterering av sats 2.1 samt att ¢ diskret géller
Fi(s) = Fo(f1(fe(5))-):
Titta nu endast pad Fo(f1(s)) och anvand att Zg =1
Fo(f1(s)) = Elf1(5)%|Z0 = 1] = E[f1(s)"] = f1(s),
vilket medfér att
Fi(s) = fi(f2(-.(fi(s))--.)-
O

Anmdrkning. Beviset fungerar for alla Zp dar startpopulationen ar kdnd, Zp = 1 dr dock smidigast f6r beviset, néar
Zp ar en okiand slumpvariabel ar resultatet endast Fi(s) = Fo(f1...(ft(s))...).

Sats A.3.

1 An
— -0, .
1— Fn(s) +1—s




Beuvis. Detta gors genom matematisk induktion, vilket innebéar att visa att det géller for n = 1 och att n = k medfor

n==k+ 1. Fér n = 1, anviand , foljt utav @

1 1 al Ay
- —a+- M _c .
— () 1-f() ATios T i,

Forn=k = n=k+ 1, anvind , darefter induktionsantagandet och till sist @

A
1+ k+1-
1—s

- =Cp+——==Cr+ A
= Fep()  1-F(m) T foae)  F 7 k(€1 +

1 1 Ak Q41
- 1_+):c,€+

O

Sats A.4 (Perron-Frobenius sats). Lit A = (a;j) vara en nxn positiv matris, det vill siga a;; >0 for 1 <i4,5 < n.
Da gdller féljande pastdenden: Det finns en egenvektor v = (v1,...,v,)T till A med egenvirdet \ sidan att alla
komponenter i v dr positiva:

Av=Xv, v; >0 forl<i<n.

Pé motsvarande sdtt finns en positiv vanster egenvektor w sddan att:
wl A= wT)\, w; > 0.

Bevis. Se artikel |16]. O

B Appendix 2 — Simuleringar

B.1 Galton—Watson i varierande miljoer

Genom att utcka den befintliga modellen och tillata parametern p att variera under simuleringens gang kan ett mer
realistiskt resultat dstadkommas. Detta genomfordes i ett forsta steg genom att variera p linjart for att f6lja hur

populationen utvecklas i detta fall.

I denna simulation varierades p linjért fran p =1 for att sedan minska till p = 0.75. Resultatet kan observeras

nedan i figur 20}
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1e12 Galton-Watson med linjart varierande L

71 —8— Population

Antal individer

Q;
N
5}
rS
o
o
o
@
o
=
15}
5}

Generation

Linjar forandring av u over tid

Forvantat antal barn

0.9 4

0.8 1

T
0 20 40 60 80 100
Generation

Figur 20. Simulerad populationsutveckling med linjéart varierande p

Det som kan observeras fran figur 20] 4r att fven d& p avtar Skar befolkningen upp till att 4 understiger 1. Vért att
notera ar att hir antas populationen att starta fran 530000 individer som i tidigare sektion. Aven denna modell har
dock sina svagheter. Som observerats i ﬁgur@ sa varierar inte p linjért 6ver dessa 13 ar som simulerats, och inte

heller om man undersoker 100 eller 1000 ar bakat i tiden. Darmed behover p varieras pa ett icke-linjért vis.
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B.2 Kurvor for varierande p

Darmed undersoktes potentiella matematiska kurvor som p kan varieras enligt. Den forsta kandidaten var en kombi-
nation av normalférdelningskurvor. Detta for att kunna manipulera kurvorna som 6nskas. Ambitionen var att skapa
en form pé kurvan dar p startar vid 1, for att sedan 6ka langsamt tills ett maximum uppnaés, efter detta maximum
minskar p till under 1. Det minsta kravet f6r att en befolkning ska 6verleva pa lang sikt dr att minst en kvinna féds
per kvinna. For att befolkningen ska 6ka pa lang sikt behdver antalet vara storre dn ett. Den trenden vi ser just nu
i samhéllet dr dock att antalet barn per kvinna minskar. Denna kurva later oss alltsd simulera den situationen dar

antalet barn per kvinna fortsétter att minska.

Forandring av u over tid

—— Forvantat varde it

Forvantat varde u

0.8 1

0.6

0 100 200 300 400 500
Generation

1e51 Galton-Watson i varierande miljo

—&— Population

Antal individer

T T T T T
] 100 200 300 400 500
Generation

Figur 21. Varierande p

Figur visualiserar en befolkning som oOkar langsamt fér att explodera och sedan minska drastiskt. Viktigt att
notera ar dock att denna "explosion"inte intraffar vid tidpunkten d&a p ar storst, utan effekten av ett hogt p ar
forskjuten ett antal generationer. Detsamma kan sidgas angadende effekten av ett mindre p. Effekten av ett minskande
p ar dven den forskjuten, men konsekvenserna &ar férodande. Observera storleken pa populationen representerad av
y—axeln. Populationen nar ett astronomiskt antal ménniskor. Trots detta lyckas befolkningen &ndé& minska drastiskt
under endast ett fatal generationer. I denna graf ar det dock viktigt att forsta skalningen. Aven fast det ser ut som

att befolkningen dor ut sa &r nivan vid generation 500 fortfarande storre &n dagens befolkning pa planeten.

Problemet med denna modell dr att vid varierande parametrar blir det teoretiskt omdojligt att berdkna @ via metoden

som presenterats i avsnitt [3:2}
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C Appendix 3 — killkod

Enkel Galton—Watson i konstant miljo: Matlab

% antal generationer

numGenerationer = 100;

% startpopulation

Z = zeros(1l, numGenerationer);
Z(1) = 1;
mu=0.715;

% simulering

for gen = 2:numGenerationer

% Intervall for sigma
sigma2_min = mu - mu~2;
sigma2_max = mu * (2 - mu);

sigma2=max (sigma2_max ,min(sigma2_min));

h

Varians

% Sannolikheter pO, pl, p2 for denna generation

syms pO pl p2

ekvl = p0 + pl + p2 == 1;
ekv2 = pl + 2%p2 == mu;
ekv3 = (pl + 4xp2) - (pl + 2%p2)~2 == sigma?2;

sol = solve([ekvl, ekv2, ekv3], [pO0, pil,

% numeriska varden

pO0 = double(sol.p0);
pl = double(sol.pl);
p2 = double(sol.p2);

P = [PO’ Pl, p2]’

if any(P < 0) || any(P > 1)

p2], 'Real’',

true) ;



warning ('Ogiltiga sannolikheter vid generation J%d. Stoppar
simuleringen.', gen);

Z = Z(1l:gen-1);

break;

end

nyBefolkning = 0;
for i = 1:Z(gen-1)

nyBefolkning = nyBefolkning + randsample(0:2, 1, true, P);
end

Z(gen) = nyBefolkning;

if Z(gen) == 0
Z = Z(1l:gen);
break;

end

end

% Plott

figure;

plot (0:length(Z)-1, Z, '-o', 'LineWidth', 2);
xlabel ('Generation');

ylabel ('Antal individer');
title('Galton-Watson i varierande miljd');

grid on;

% sannolikheter

disp('Sannolikheter:');

disp(['p0 = ', num2str(p0)]);
disp(['pl = ', num2str(pl)]);
disp(['p2 = ', num2str(p2)1]1);

disp(['sigma="',num2str(sqrt(sigma2))])

disp(['sigma2="',num2str(sigma2)])

Enkel Galton-Watson i varierande miljéer: Python
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# Antal generationer

num _generations = 100

mu_start = 2
mu_end = 0.75

mu t = np.linspace(mu_start, mu end, num generations)

# Startpopulation
Z = [5.3 % 10x%x%6]

def calculate probabilities (mu):
sigma = 0.5

sigma2 = sigmax**2

p2 = (sigma2 + mux*2 — mu) / 2
pl = mu — 2 * p2
p0 =1 — pl — p2

if p0 < 0 or pl < 0 or p2 < 0 or p0 > 1 or pl > 1 or p2 > 1:
return None

return [p0, pl, p2]

# Simulering
for gen in range(l, num generations):
if gen % 5 = 0:

print (f"Berdknar_generation_{gen}/{num generations}...")

mu = mu_t[gen|

P = calculate probabilities (mu)

if P is None:
print (f"Ogiltiga_sannolikheter_vid_generation_{gen},_stoppar_simuleringen.")

break

if Z[—1] < 10%%6:
new population = sum(np.random.choice ([0, 1, 2], size=Z[—1]|, p=P))
else:

new population = int (Z[—1] = (P[1] + 2 x P[2]))
Z.append (new population)
if new_ population — 0:

print ("Befolkningen_dog_ut.")

break

final population = Z[—1]

print (f"Antal_personer_kvar_efter_sista_generationen:_{final population}")
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# Plotta populationens utveckling

plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot(range(len(Z)), Z, ’'—o’, label="Population")
plt.xlabel (’Generation’)

plt.ylabel (’Antal_individer’)

plt.title (’Galton—Watson_med_linjart_varierande_$\mu_t$’)
plt.grid (True)

plt.legend ()

plt .show ()

# Plotta mu o6ver tiden

plt.figure(figsize=(8, 5))

plt . plot (range(num _generations), mu_t, color="green’, label=r"$\mu_ t$")
plt.xlabel (" Generation")

plt.ylabel (r"Férvintat_antal_barn_$\mu$")
plt.title(r"Linjar_fordndring_av_$\mu$_over_tid")

plt.grid (True)

plt.legend ()

plt .show ()

Galton—-Watson med LF-férdelning i varierande milj6é: Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import math

startpop=5 * 10x%x*6

num _generations = 1000

t = np.linspace (0, num generations, num generations)

# periodisk wvariation av mu

mu t = 0.2 % np.sin( np.pi * t / 50 — np.pi/2 ) + 1

an_list = []
cn_list = []

sigma2 list = []

def ensure valid sigma (mu):
an = 1 / mu
delta = 1.5 # Sdkerhetsmarginal
min_sigma2 = ((1 + delta — an) * 2 + an — 1) / anx*2

return max(min_sigma2 + 0.1, le—1)
def calculate an cn(mu):

#sigma2 = ensure_valid sigma (mu)

#sigma = np.sqrt(sigma2)
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sigma=1
sigma2=sigmax*2
an = 1 / mu

cn = (sigma2 % an*x2 — an + 1) / 2

if an + cn <= 1:
print (f"Varning:_a n_+.c¢ n.<=_1_vid_mu_=_{mu:.3f},_sigma_=_{sigma:.3f}")
return None

return an, cn, sigma?2

def calculate probabilities general(mu, k max=200):
result = calculate an cn (mu)
if result is None:
return None

an, cn, sigma2 = result

probs = []
p0 =1 — 1/ (an + cn)
probs.append (p0)
if p0 < 0:
print (f"Fel: _P(X=0)_<_0_for.mu_=_{mu:.3f},,a n.=_{an:.3f},_c n.=_{cn:.3f}")

return None

for k in range(1l, k max + 1):
pk = (cn*xx(k — 1) % an) / (an + cn)**x(k + 1)
probs.append (pk)

total p = sum(probs)
if not np.isclose(total p, 1.0):
probs = [p / total p for p in probs]

return probs

for mu in mu t:
an, cn, sigma2 = calculate an cn(mu)
an_list.append(an)
cn_list.append(cn)
sigma2 list.append(sigma2)

# Simulering

Z = |startpop |

for gen in range(l, num generations):
if gen % 5 =— 0:

print (f"Berdknar_generation_{gen}/{num generations}...")
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mu = mu_t[gen|

P = calculate probabilities general (mu)

if P is None:

print (f"Ogiltiga_sannolikheter_vid_generation_{gen},_stoppar_simuleringen.")

break
current population = Z[—1]
survivors = current population

if survivors < 10%x*7:

new population = sum(np.random.choice(range(len(P)), size=survivors, p=P))
else:

expected children = sum(k % P[k| for k in range(len(P)))

new population = int(survivors % expected children)

Z.append (new population)

if new population = 0:
print ("Befolkningen_dog_ut.")
break

final population = Z[—1]

print (f"Antal_personer_kvar_efter_sista_generationen:_{final population:.2e}")

plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot (range(len(Z)), Z, ’—o’, label="Population")
plt.xlabel (’Generation’)

plt.ylabel (’Antal_individer’)

plt. title (’Galton—Watson_i_varierande_miljé’)
plt.grid (True)

plt.legend ()

plt .show ()

plt.figure (figsize=(8, 5))

plt.plot(t, mu t, label=r"Férvdntat_varde_$\mu t$3", color="b")
plt.xlabel (" Generation")

plt.ylabel (r"Férvantat_varde_$\mu$")

plt.title (r"Forandring_av_$\mu$_over_tid")

plt.axhline (y=1, color="gray’, linestyle="—", alpha=0.5)
plt.legend ()

plt.grid ()

plt .show ()

plt . figure(figsize=(8, 5))
plt.plot (range(len(sigma2 list)), sigma2 list, color=’orange’, label=r’Varians_$\sigma~2$")

plt.xlabel (’Generation’)



plt.ylabel (’Varians’)
plt.title (’Varians_over_tid )
plt.grid (True)

plt.legend ()

plt .show ()

An = math.prod(an_list)

print ("An_=", An)
A full = [1]
for a in an_list[: —1]:

A full.append (A full[—1] % a)

Cn = sum(A_ full[i] % cn _list[i] for i in range(len(A full)))
print ("Cn_=", Cn)

EZ =1/ An
print ("EZ" , EZ)

q=1— (An + Cn) =% —1
print("q.=", q)
#print (f"Probability of exztinction = {q * 100:.2f}%")

gqn = q ** (startpop)
print (f"Probability_of_extinction_=_{qn_x_100:.2 f}%")
print ("qn_=", qn)

Bn = Cn / An
print ("Bn_=", Bn)

Kod for att hdmta relevant data fran SCB.

#Program som ldser data wvia SCBs API
from pyscbwrapper import SCB

import pandas as pd

import numpy as np

import re

def get population age distribution(gender, year):
#Funktion som importerar dldersfordelning for giver ar och kon
scb = SCB(’sv’, 'BE’, ’BE0101’, 'BE0101A’, ’BefolkningR1860N )
ages = scb.get variables ()[’alder’|
a = re.compile(r’.x_ar’)
age = list (filter (a.match, ages))
scb.set query(&dlder = age,
kén = [gender]|,
tabellinneh&ll=["Antal"],

ar=[str(year)])
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scb_data = scb.get data()
scb_uttag = scb_data[’data’|
age distribution = []

for age in scb uttag:

age distribution.append(float (age["values"][0]))

return age distribution

def get death rates(gender, year):
#Funktion som importerar dédstal foér givet dr och kion
scb = SCB(’sv’, 'BE’, ’BE0101’, 'BE01011’, ’Dodstal’)
scb.get variables ()

ages = scb.get variables ()[’alder’|
a = re.compile(r’.x_ar’)
age = list (filter (a.match, ages))
scb.set query(&dlder = age,
kén = [gender],
tabellinneh&ll=["Antal"],

ar=[str(year)])

scb_data = scb.get data()
scb_uttag = scb_data[’data’|
death rate = []

for data in scb_uttag:

death rate.append(float (data|’values’|[0])/1000)

return death rate

def get fecundity (year):
#Funktion som importerar fruktsamhetstal fér givet ar.
scb = SCB(’sv’, 'BE’, ’BE0101’, 'BE0101H’, ’FruktsamhetHVD’)
ages = scb.get variables ()[ ’moderns_&alder ’|
a = re.compile(r’.x_ar’)
age = list (filter (a.match, ages))
scb.set query(region = ["Riket"],
modernsalder = age,
tabellinneh&ll =[’Fruktsamhetstal '],
ar=[str(year)])
scb_data = scb.get data()
scb_uttag = scb_data[’data’|
fecundity age range = []
fecundity = []
for fecundity vals in scb_ uttag:
fecundity age range.append(fecundity vals[’key’]|[1])
fecundity .append (float (fecundity vals|[’values’][0]))
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return fecundity , fecundity age range

#Kallar funktionerna for att lagra onskad data
death rate = get death rates(’kvinnor’, 2024)
death rate men = get death rates(’mén’, 2024)
fecundity = get fecundity (2024)[0]

population_distribution_ female = get population age_ distribution("kvinnor", 2024)

population distribution male = get population age distribution("min", 2024)

population distribution = np.array ([ population distribution female, population distribution male])
population distribution = np.transpose(population distribution)

#Exporterar data till en csv—fil s.a. SCBs API inte behdéver kallas wvarje gdng simuleringen kirs
df population distribution = pd.DataFrame(population distribution)

df _population_distribution.to_csv("population_distribution_ 2024 .csv")

#Formaterar data
death rate = np.array(death rate)
death rate men = np.array(death rate men)

fecundity = list (np.array (fecundity)/1000)

#Exporterar data till en csv—fil

df population distribution female = pd.DataFrame(population distribution female)
df population distribution male = pd.DataFrame(population distribution male)

df population distribution female.to csv("population distribution female 2024.csv")
df population distribution male.to csv("population distribution male 2024 .csv")
df death rate male = pd.DataFrame(death rate)

df death_rate_male.to_csv("death_rate male 2024.csv", index=False)

df death rate female = pd.DataFrame(death rate)

df death rate female.to csv("death rate female 2024.csv", index=False)

df fecundity = pd.DataFrame(fecundity)

df fecundity.to csv("fecundity 2024.csv", index=False)

Kod som skapar Leslie-matris och genomfér simulering.

import numpy as np

import pandas as pd

max_age = 128 # Sdtter en mazdlder, om ndgon dverlever hit sd dér de ndsta dr.

# Skapar vektorer innehdllandes sannolikheten att persan med dlder = indez,

# inte dverlever dret

survival _rate_vector = np.zeros(max_age)

survival _rate_vector_male = np.zeros(max_age)
survival rate vector = list (survival rate vector)
survival rate vector male = list (survival rate vector male)
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# fruktsamhetsvektor , chans att en kvinna fdér barn detta éar.

fecundity vector = np.zeros(max_age)

# Datan dr given i 5—drsintervall , detta krdvs for att interpolera punkterna mellan
# intervallgrdnserna
death rate year range = [[0O, O], [1, 4], [5, 9], [10, 14],

[15, 19], [20, 24], [25, 29], [30, 34],

[35, 39], [40, 44], [45, 49], [50, 54],

[55, 59], [60, 64], [65, 69], [70, 74],

[75, 79], [80, 84], [85, 89], [90, 95]]

# Laser data hdmtad fran SCB
death rate = pd.read csv("death rate female 2024.csv")["0"]. tolist ()
death rate_men = pd.read_ csv("death rate male_ 2024.csv")["0"]. tolist ()

fecundity year range = [[15, 19], [20, 24], [25, 29], [30, 34],
(35, 39], [40, 44], [45, 49]]

#Ldser data fran fil
fecundity = pd.read csv("fecundity 2024.csv")["0"]. tolist ()

#Andrar format till np.array

death rate = np.array(death rate)

death rate men = np.array(death rate men)

#Konverterar fér total fruktsamhet till endast for dottrar

fecundity = np.array (fecundity )*0.48673

# Andrar datan fér att fa den form wvi vill ha.
for range index, y range in enumerate(death rate year range):
for i in range(y_ range[0], y range[l] + 1):
survival rate vector[i] = death rate[range index|

survival rate vector male[i]| = death rate men[range index]

for range index, y range in enumerate(fecundity year range):
for i in range(y range[0], y range[l]| + 1):

fecundity vector[i] = fecundity[range index]|

#Satter ddodschans till 0.5 ddr data saknas
for index, rate in enumerate(survival rate vector):
if rate < 0.0000000001:

survival rate vector|[index| = 0.5

for index, rate in enumerate(survival rate vector male):

if rate < 0.0000000001:
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survival rate_vector_male[index] = 0.5

#Skriver om for att fd dverlevnadschans istdllet for dodschans
for index, rate in enumerate(survival rate vector):

survival rate vector[index] = 1 — rate

for index, rate in enumerate(survival rate vector male):

survival rate vector male[index]| = 1 — rate

females population = pd.read csv("population distribution 2024 .csv")["0"]. tolist ()
males population = pd.read csv("population distribution 2024 .csv")["1"]. tolist ()

# Skapar listor innehdllandes antal personer av varje dlder
females population = females population + (max age—len(females population))x[0]

males population = males population + (max_ age—len(males population))*[0]

# Skapar Leslie—matriser som diagonaler dar éverlevnadsvektorn utgor diagonal
leslie _matrix = np.diag(survival rate vector)

leslie_matrix male = np.diag(survival rate vector male)

# Lagger till en ny rad 0, fruktsamhetsvektor.

leslie matrix = np.append ([list (fecundity vector)|, list(leslie matrix), axis=0)
leslie_matrix male = np.append ([list (fecundity vector=0)], list (leslie matrix male), axis=0)
# Tar bort sista kolonnen, kanske ska ldgga till en O—kolonn istdllet.

leslie _matrix = np.delete (leslie matrix, (—1), axis=0)

leslie_matrix male = np.delete (leslie_matrix_male, (—1), axis=0)

#Allokera lista fér egenvarden, Berdikna ledande egenvdrde

eigs = []

eigs.append(np.abs(max(np.linalg.eig(leslie matrix )[0])))

females population = np.array(females population)

males population = np.array(males population)

#Simulerar foérsta steget gemom att wutfora matrismultiplikationen

new population = np.matmul(leslie matrix , females population)

new population male = np.matmul(leslie matrix male, males population)
#Berdkna antal nyfédda pojkar

new population male[0] = 1.056xnew population [0]

#Berdikna ledande egenvdrde

eigs .append (np.abs(max(np.linalg.eig(leslie matrix )[0])))

#Formatera resultatet for datan i@ en matris

population = np.vstack ((females population, new population))
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population male = np.vstack ((males population, new population male))

# Hur ldng maxtid simuleringen ska ha

sim_len = 500

# Har defineras parametrar for hur fruktsamheten varieras
dA = 1.2

mA = —0.25

sA =1

phi = —np.arccos ((sA — dA)/mA)

f = lambda t: dA + 1smAsnp.cos(t*np.pi/ll + —6.9265)
dec = lambda t: 1 — (0.75—0.5)*np.sqrt(t)

inc = lambda t: 1 + (1.5 — 0.75)*np.sqrt(t)

t

= np.linspace (0, sim len—2, sim len —2)

t scaled = t/(sim_len — 2)

vary mu_factor = [f(x) for x in range(sim len — 2)]

vary mu_dec = dec(t scaled)

vary mu_inc = inc(t_scaled)

for i in range(sim len — 2):

Simuleringen kdérs, ta bort kommentar for att introducera sjunkande,
cykliskt wvarierande respektive okande fruktsamhet

leslie_matriz [0] = fecundity vector x vary mu_dec[i]

leslie_matriz [0] = fecundity_vector x vary_mu_ factor[i]

R N N N N

leslie_matriz [0] = fecundity vector x wary_mu_inc[i]
new population male = np.matmul(leslie matrix male, population male[—1])
new population = np.matmul(leslie matrix, population|[—1])

eigs.append(np.abs(max(np.linalg.eig(leslie matrix)[0])))

new population male[0] = 1.056*new population[0]

new population[0] = new population[0]

population male = np.vstack ((population male, new_ population male))
population np.vstack (( population, new population))

#Progress bar
print (f"{((i_.+.3)/_sim_ len)*100:.0 f}%")

#FEzxzportera resultat , dndra namn baserat pd fall
df female = pd.DataFrame(population)

df male = pd.DataFrame(population male)

df eigs = pd.DataFrame(eigs)

df female.to csv("female simulation file varying 500.csv", index=False)
df male.to csv("male simulation file varying 500.csv", index=False)
df eigs.to_csv("eigs cyc test.csv", index = False)

xvi
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