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Forord

Gruppen vill rikta ett stort tack till var handledare Petar Jovanovski som varit ett viktigt stod
genom hela skrivprocessen. Genom veckovisa méten har han svarat pa gruppens fragor, lett enga-
gerande genomgangar av teori samt bidragit med anvandbar litteratur.

En loggbok har forts veckovis pa ett roterande schema Gver gruppmedlemmarnas enskilda bidrag
till arbetet och nuvarande arbetsfas for rapporten. Loggboken baserades pa métesanteckningar fran
moten med Petar samt en tidslogg dver individuell arbetstid.

Nedan ar en bidragsrapport sammanstalld som beskriver vilka gruppmedlemmar som férfattat
respektive del av rapporten. Namn utan parentes avser huvudforfattare medan namn inom parentes
hjélpt till att vidareutveckla delarna. Notera att alla gruppens medlemmar har gett bidrag till de
flesta stycken dven om det inte listas i bidragsrapporten.
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Popularvetenskaplig presentation

Meteorologer som forutsager vadret, Newton som berdknade tyngdaccelerationen och barn som
skakar och lyssnar pa sina julklappar har alla en sak gemensamt - de utfor parameterinferens. Det
ar en metod som later oss vara detektiver i matematikensvarld och battre forsta varldens regler
och hur saker féréandras dver tid.

Ténk exempelvis att du slar en golfboll och vill férutsaga vart den landar. Med fysikens lagar kan
du beskriva hur bollen far réra sig, men bollens bana beror ockséa pa till exempel hur hart du slar
bollen eller hur mycket massa bollen har - vi sdger da att dess massa ar en parameter. Om vi vet
bollens massa kan vi rakna ut en potentiell bana for bollen genom att simulera den i manga steg.
Men verkligheten &r mer komplicerad och slumpen kommer paverka hur bollen flyger i form av
vind och annat. For att beskriva detta s& anvander vi stokastiska di [erentialekvationer.

Parameterinferens ar att vi gar at andra hallet. Givet att vi vet att bollen har landat ndgonstans
vill vi veta hur tung den &ar och for att fa s& mycket information som mojligt vill man ocksa
analysera hur bollen flog i luften och inte bara vart den landade. Detta kan goras genom att filma
bollen. D4 far vi information om bollens position vid ett stort antal tidpunkter - en for varje bild
pa filmrullen. Men dven om vi vet hela bollbanan kan vi fortfarande inte bestamma massan exakt
eftersom manga fenomen ar slumpmassiga. En tung boll i medvind kanske far samma bana som
en latt boll i motvind sd det basta svaret pa fragan - vilken massa hade bollen? - ar egentligen
sannolikheter for vilka massor som &r mest troliga.

Det finns olika metoder for att utféra inferens - att uppskatta bollens massa. Metropolis-Hastings
metod réaknar ut sannolikheterna direkt frAn den stokastiska di[erentialekvationen - regeln for
bollens rorelse. Nar Metropolis-Hastings metod fungerar s& ar den jattebra pé att rakna ut san-
nolikheterna for parametrarna sa den kan anvandas som en maétsticka eller facit for jamfora hur
bra andra inferensmetoder ar. Men tyvarr ar reglerna for de flesta system fér matematiskt kom-
plicerade for att losa pa det viset vilket har drivit forskare till att utveckla nya - mer generella
inferensmetoder.

En sadan mer generell metod &r Metropolis Hastings-Euler Murayama metoden som anvander
numeriska uppskattningar for att férsoka géra samma sak som Metropolis Hastings algoritm gér.
Den bygger pa& antagandet att bollen inte hinner flytta pa sig s& mycket mellan varje bild vilket
gor att det ar en bra metod nar man har en bra tidsupplésning pa datan man undersoker. Men
om bollen hinner réra pé sig mycket mellan bilder blir approximationerna daliga och metoden ger
daliga uppskattningar for parametrarna. Darfor behévs ytterligare andra metoder.

I vart arbete undersoker vi en klass simuleringsdrivna inferensmetoder som géar under samlings-
namnet ABC och anvander ett helt annat satt for att utféra inferens. De kan forklaras som om
att vi later en dator sla bollar med olika massor ett stort antal ganger. De simulerade banorna
jamfors sedan med den verkliga bollbanan och de bollar som hade en bana som var tillrackligt lik
den verkliga sparas och deras massor raknas da som mer sannolika.

Detta kommer inte att récka for att férutse bollens rorelse eftersom det finns fler viktiga faktorer.
Parametrar som gravitationen samt bollens form och tvarsnittsarea paverkar ocksd hur bollen
flyger. | teorin &r det inga problem - vi far helt Iata datorn simulera bollbanor dar vi &ven varierar
de parametrarna. Den enklaste ABC-metoden, som kallas ABC-R, gar ut pa att vi valjer parametrar
slumpmassigt i ett valt intervall. Men denna naiva metod gor att jattemanga olika banor méaste
simuleras for att jamforelsen ska bli tillfoérlitlig och metoden blir snabbt mycket berdkningstung.
Darfor har andra metoder utvecklats som bygger pd samma tanke men som bland annat kan ha
ett smartare satt att valja vilka parametrar som provas. Istéllet for att bara vélja parametrar helt
slumpmassigt vore det exempelvis bra om vi kom ihag vilka slag vi har gjort sa att vi kan simulera
fler av de slag som kom néara den undersokta banan. En metod som vi testade och bygger pa den
idén &r ABC-SMC.

Vara resultat visar att ABC-metoderna fungerar bra aven i de fall dar MH-EM fallerar. Den smarta
ABC-SMC visar sig dessutom kunna minska berékningstiden hundrafalt jamfoért med den naivare
ABC-R. Metoderna kan alltsd gora det mojligt att I6sa massor av spannande problem som lange
gackat forskarna.



Sa nasta gang du hor talas om spannande forskning inom ekonomi, fysik eller biologi, kom ihag att
stokastiska di [erkntialekvationer ar en viktig del av deras verktygsldda. Dessa matematiska detek-
tiver hjalper oss att avsloja hemligheterna som star som grunden for en oséker och ofdrutsagbar
varld och gor det mojligt for oss att hitta svar p4 manga av de mysterier vi star infor.



Sammandrag

Stokastiska modeller, som ger tillférlitlig och anvandbar information om ett systems be-
teende, bestar ofta av stokastiska di [erentialekvationer (SDE) vars likelihoodfunktion inte &ar
analytiskt tillgédnglig. Mer traditionella Markov Chain Monte Carlo-metoder (MCMC) samt re-
lativt nyligen utvecklade likelihood-fria Approximate Bayesian Computation-metoder (ABC)
utgér populdra angrepssatt for att utfora inferens pa dessa typer av problem. For att bi-
dra till utvecklingen av och forstaelsen for ABC-metoder ger denna studie en Gverblick av
tva olika ABC baserade algoritmer, Rejection sampling (ABC-R) och Sequential Monte Carlo
(ABC-SMC), och jamfor dessa med Metropolis-Hastings Euler-Maruyama-metoden (MH-EM).
Metodiken innefattar numerisk diskretisering, simulering och inferens av Ornstein-Uhlenbeck-
modellen vars analytiska l6sning &r tillgdnglig och anvands som referens for jamforelse av
metodernas noggrannhet. Resultaten visar att ABC-metoderna kan anvandas for att utfora
inferens med god noggrannhet, dven pad data med stora tidssteg for vilken MH-EM fallerade.
De visar ocksa fordelar med ABC-SMC jamfort med ABC-R d& matt som noggrannhet och
e [eHltivitet sammanvags.

Abstract

Stochastic models, that give reliable and useful information about the behaviour of a
system, often consists of stochastic di[erential equations (SDE) with intractable likelihood
functions. More traditional Markov Chain Monte Carlo (MCMC) methods as well as the
relatively recently developed likelihood free Approximate Bayesian Compuation (ABC) meth-
ods are popular approaches for doing inference on these type of problems. To contribute to
the development and understanding of ABC-methods, this study gives an overview of two
di lerent ABC-algorithms, Rejection sampling (ABC-R) and sequential Monte Carlo (ABC-
SMC), and compares these with the Metropolis-Hastings Euler-Maruyama (MH-EM) method.
The methodology includes numerical discretization, simulation and inference of the Ornstein-
Uhlenbeck model of which an analytical solution exists and are used as a baseline for the
results. Our findings demonstrate that ABC methods can provide accurate inference, even
on data with large time steps where MH-EM fails. Moreover, they show benefits of using
ABC-SMC compared with using ABC-R when considering accuracy and e Lciehcy.
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1 Inledning

Stokastisk modellering &r ett viktigt omrade inom tillampad matematik dar man studerar beteen-
det hos system som praglas av slump och oférutsdgbarhet [1][2]. Inom &mnet anvands statistiska
metoder for att analysera och férutsdga det stokastiska systemets beteende, vilket goér det mojligt
att I6sa problem inom en rad olika vetenskapsomraden sdsom ekonomi, fysik och biologi.

Stokastiska di erentialekvationer (SDE) ar matematiska modeller som beskriver férdndringen av ett
stokastisk system 6ver tid och kombinerar element fran bade deterministiska di erentialekvationer
och stokastiska processer [3]. P4 grund av slumpmassiga variationer i systemet, ar det svart att
hitta analytiska I6sningar till SDE:er, vilket gor det nddvandigt att anvénda numeriska I6sningar.

| denna rapport anvands Euler-Maruyama-metoden (EM) vilket ar en generalisering av Eulers
metod for ordinéra di erentialekvationer (ODE) for att simulera lésningsbanor till SDE:er. Aven
om numeriska lésningar inte kan ge exakta resultat, ger de oftast en tillrackligt noggrann bild av
forvantat beteende for en given process och ar saledes anvandbara verktyg.

| detta arbete ligger fokus pa en speci k stokastisk modell kand som Ornstein-Uhlenbeck-processen
(OU), som beskriver tidsutvecklingen av en stokastisk variabel med en tendens att pendla runt en
jamviktsniva [4], vilket &r en anvandbar modell inom stokastisk modellering. Eftersom 6vergangstat-
heterna for OU kan uttryckas analytiskt &r det maojligt att berdkna likelihood-funktionen som be-
skriver sannolikheten att den observerade datan genererats av olika modellparametrar. Det gor
att OU kan anvandas som referensmodell for att jaAmféra olika likelihood-fria inferensmetoder mot
ett tydligt facit i form av resultaten fran den likelihood-baserade Metropolis-Hastings (MH-exakt).
De likelihood-fria metoder som jamfors i denna rapport ar Metropolis-Hastings Euler-Maruyama
(MH-EM) samt de tva Approximate Bayesian Computation-metoderna (ABC) Sequential Monte
Carlo (ABC-SMC) och Rejection Sampling (ABC-R)

MH &r en Markov Chain Monte Carlo-metod (MCMC) som bygger pa markovkedjor och mojliggor
dragningar fran férdelningar som ar svara att beréakna direkt [5]. Markovkedijor beskriver system dar
det nuvarande tillstdndet endast ar beroende av det foregaende tillstdndet och som &r oberoende av
all tidigare information. | MH bestams 6vergangsfordelningen mellan olika tillstand i markovkedjan
av en acceptanssannolikhet som beror pé likelihood-funktionen. Vid berakning nar markovkedjan,
efter en initial installningsperiod, en stationar fordelning dar varje nytt steg ar en dragning fran
malférdelningen. | MH-EM anvénds en EM-approximation av likelihood-funktionen istallet for den
exakta, och metoden kallas darfor pseudo-likelihood-baserad.

ABC ar en klass av metoder som utvecklats for att méta utmaningar som uppstar vid analys av
dynamiska system. ABC-metoderna kringgar problemet med otillganglig likelihood-funktion genom
att anvanda simuleringar av modellen istéllet fér att berakna likelihood-funktionen direkt.

ABC-R &r en av de tidigast utvecklade och mest grundlaggande ABC-metoderna. Den introdu-
cerades av Pritchard et al. (1999) [6] och Tavaré et al. (1997) [7] som ett satt att uppskatta a
posteriori-férdelningen for en stokastisk modells parametrar genom att anvanda sig av en a priori-
fordelning och jamféra den simulerade datan med den observerade. Parametrarna accepteras som
en dragning ur den posteriora fordelningen om avstandet mellan simulerad och observerad data
ar mindre an en forutbestamd toleransniva (). ABC-R ar enkel att implementera och har accep-
tabel e ektivitet for problem dar det ar mojligt att foresla en a priori-fordelning med begransat
omfang. Detta kraver liten initial oséakerhet kring parametrarnas varden samt ett lagt antal mo-
dellparametrar. Berakningstiden for ABC-R Okar dock snabbt nar acceptanskvoten minskas och
da a priori-fordelningen vaxer i omfang.

ABC-SMC &r en vidareutveckling av ABC-R som syftar till att 6vertra a dess e ektivitet och da
sarskilt i problem med omféangsrik a priori-fordelning. ABC-SMC introducerades av Sisson et al.
(2007) [8] och Toni et al. (2009) [9] och bygger pa en sekvens av ABC-R-algoritmer dar toleransen
minskas gradvis och kandidatférdelningen fér parametrarna uppdateras i varje iteration. Paramet-
rarna fran foregdende iteration viktas och stors for att utforska hela den posteriora fordelningen
och for att acceptanskvoten ska hallas inom rimliga granser. Algoritmen avslutas av ett forbestamd
stoppkriterium, vilket kan vara en speci k acceptanskvot, toleransniva eller en forandringsfaktor
mellan fordelningar for tva pa varandra féljande iterationer.



1.1 Syfte

Syftet med arbetet ar att utvardera hur metoderna ABC-R, ABC-SMC och MH-EM, presterar vid
utférandet av likelihood-fri parameterinferens pa realiseringar av SDE:er, i termer av noggrann-
het och e ektivitet. Rapporten amnar darmed bidra till en fordjupad forstaelse for metodernas
begrénsningar, samt belysa ABC-metodernas anvéandbarhet i praktiska tillampningar.

1.2 Fragestallning
Den Overgripande frdga som rapporten syftar till att besvara ar:

" Hur presterar metoderna MH-EM, ABC-R och ABC-SMC vid parameterinferens pa realise-
ringar av OU i termer av noggrannhet och e ektivitet?

Noggrannhet mats som det statistiska avstdndet mellan posteriori-tatheten genererad av den un-
dersokta metoden och den som genererats av MH-exakt da de bada appliceras pa en och samma
realisering av OU-processen. E ektiviteten &r en sammanvagning av metodernas noggrannhet och
hur mycket datorkraft de anvander. Vidare ska dven foljande fragor besvaras:

" Hur paverkas noggrannheten av tidstegets langd hos den data metoderna appliceras pa?
" Hur mycket datorkraft kraver de olika ABC-metoderna?

" Hur paverkar kon gurationen av vald ABC-metod dess noggrannhet?

1.3 Avgransningar

Trots att anvandningsomradet for de metoder som undersoks ar problem dér likelihood-funktionen
inte ar tillganglig jamfor denna studie metodernas prestanda pa Ornstein-Uhlenbeck, vars
likelihood-funktion faktiskt nns att tillga. Anledningen till detta ar att da likelihood-funktionen

ar tillganglig kan exakt inferens géras med MCMC-metoder. Om exakt inferens inte kan utféras
nns inget facit att jamféra prestandan av metoderna mot. Experimenten skulle lika val ha kunnat
utforas pad andra SDE:er med tillganglig likelihood-funktion, exempelvis Cox-Ingersoll-Rosignol
eller Black-Scholes, tvd andra sd kallade CKLS-processer, och just Ornstein-Uhlenbeck valdes
darfor att den &r enkel att greppa intuitivt.

1.4 Rapportens disposition

| kapitel 2 ges en forst en 6versiktlig beskrivning av relevanta begrepp och de nitioner inom sto-

kastisk analys och bayesiansk statistik for att sedan, med detta som grund, introducera de in-
ferensmetoder och algoritmer som anvénts i arbetet. Kapitel 3 beskriver hur inferensmetoderna
implementeras samt hur fragestallningarna besvaras med nodvandiga kvanti eringar. Kapitel 4 in-

nehaller resultaten av de experiment som utforts, presenterat i bade grafer och tabeller. Rapporten
avslutas med diskussion och slutsats i kapitel 5.



2 Teori

Stokastiska di erentialekvationer (SDE:er) skiljer sig fran ordinara di erentialekvationer (ODE:er)

i det att forandringen i en punkt inte bara beror pa funktionens varde utan ocksa pa en slump-
variabel. De funktioner som beskrivs av SDE:er forstas bast som tidskontinuerliga stokastiska
processer varfor den gangse beteckningen grocesser For att forsta hur de genererade proces-
serna beter sig och behandlas matematiskt ges en kort introduktion till stokastisk analys. Det
centrala for rapporten ar dock metoder for statistisk inferens. | det har fallet innebéar det att, givet
kdnda data X, identi era parametrarnas varden i den stokastiska di erentialekvation som antas
ha genererat datan.

2.1 Stokastiska processer

En stokastisk processX (!;t ) &r en samling slumpvariabler med ett tidsberoende och &r ett mate-
matiskt satt att beskriva stokastiska fenomen som varierar i tiden. De &r relevanta for rapporten
eftersom l6sningar till SDE:er, som de undersokta inferensmetoderna behandlar, kan betraktas som
stokastiska processer.

De nition 1  (Stokastisk process [3]) Lat ( ;A;P) vara ett utfallsrum. En reellvard stokastisk
process ar en familj av slumpvariabler sadana att

X(t): T! R: (8]

Forett xt 192 sdarX(! o;t) enfunktion av t kallad en realisering av den stokastiska processen.
Dessa realiseringar benamndanor. Om istédllet t 2 T xeras sa ar X (t) en stokastisk variabel.

omT Z s& sagsX vara en tidsdiskret stokastisk process och omTl R s& sagsX vara

tidskontinuerlig.

2.1.1 Brownsk rorelse beskrivs av Wienerprocessen

Brownsk rorelse betecknar ett fysikaliskt fenomen dar en partikel hela tiden slumpmassigt bom-
barderas av ett stort antal partiklar. Partikelns olika mdjliga banor éver tid, beskrivs matematiskt
realiseringar av Wienerprocessen.

De nition 2 (Wienerprocess [3]) Lat ( ;F;P) vara ett sannolikhetsrum (se de nition 8 i B.1)
och antag att det for varje! 2 nns en processfW (t)g: o som besitter féljande egenskaper:
" W(0)=0,

inkrementen W (t) W(s) for t >s &r oberoende,

inkrementen W(t) W(s) N (0;t s)fort>s, dvs. inkrementen ar normalférdelade med
vantevarde 0 och varianst s och

" W(t); t 0 ar kontinuerliga funktioner av tid och ar inte di erentierbara nagonstans.
D& ar fW(t)g: o en Wienerprocess.

Intuitivt kan vi se de nitionen ovan pa foljande vis. Ett slumpexperiment utfors och utfallet ar en
bana! av en Wienerprocess, sd aw (t) vardet pa denna bana vid tident [10].

De nition 3  (Markovkedja [11]). Lat ( ;F;P) vara ett sannolikhetsrum, S = f0;1;2;::g ett
tillstandsrum och X, en F -matbar funktion sddan attX, : ! S.Daar fX;g o en Markovkedja
om den besitter Markovegenskapen:

P(Xn = sjXo = X0; X1 = X1;:5Xn 1= Xn 1) = P(Xn = §jXn 1= Xn 1)

forallan 1ochallas;x;;:%n 12 S.

| de nitionen ser vi att en Markovkedjas nasta tillstand endast beror pa det omedelbart férega-
ende tillstdndet, och &r oberoende av alla tidigare tillstdnd i kedjan. En Wienerprocess besitter
Markovegenskapen vilket vi formulerar i féljande stats.



Sats 1 (En Wienerprocess ar en Markovprocess [10])Lat fW (t)g: o vara en Wienerprocess och Iat
fF (t)gt o vara en tillndrande Itration (se de nition 9 i B.1). Dd ar fW (t)g: o en Markovprocess.

2.2 Stokastisk analys

Forsta ordningens di erentialekvationer &r grundlaggande i matematisk analys och med ett tillho-
rande initialvillkor f (0) = xo kan de som bekant skrivas pa integralform:
Z
d®)=fA)=gt:f M)dt (  f()=xo+  g(t:f ()dt: 2)
0

| stokastisk analys tittar man p& stokastiska processer istallet for att endast titta pa en determi-
nistisk forandring av funktionen Gver tid, vilket innebar att funktionens férandring aven paverkas
av slumpmassiga faktorer.

Stokastisk analys ar sarskilt relevant i studiet av stokastiska dynamiska system och ger en teoretisk
grund for att utveckla e ektiva och palitiga metoder for simulering av dem. De teoretiska insikter
som stokastisk analys erbjuder medger utvecklingen av algoritmer som simulerar systemen med
hog noggrannhet. Forstaelse for matematiska egenskaper hos algoritmerna ger en grund for att
utvardera och jamféra deras prestanda.

2.2.1 Stokastiska Di erentialekvationer

Processen
dX(t) = (EX (1)dt+ (X (1))dW(t) 3

ar en stokastisk di erentialekvation. Funktionerna (t;x) och (t;x) &r givna och kallas for pro-
cessens drift respektive di usion. Den stokastiska di erentialekvationen ovan saknar matematisk
betydelse pa grund av att en Wienerprocess inte ar di erentierbar nagonstans -dW (t) saknar
alltsd betydelse. For att f4 en matematisk uppfattning introducerar vi Itéprocesser och darmed
Itéintegralen.

De nition 4  (Itprocess [10]) Lat fW (t)g; o vara en Wienerprocess med den tillhérande lItra-
tionen fF (t)g: o. En Itbprocess ar en stokastisk process av typen
Z+ Z+
X (t)= X(0)+ (u; X (u))du + (u; X (u))dW (u); 0O t T: 4)
0 0

Detta ar (3) i integralform. Har ar den forsta integralen ar en vanlig Riemann-Stieltjesintegral och
den andra ar en It6integral.

De nition 5  (ltéintegral [10]). L&t 0 =t; tp :: t, = T vara en partition av intervallet
[0; T]. Itdintegralen av en métbar process de nieras da av
I(t) = (Hdw(t) = (t)(W(tiva)  W(t)): ®)
0

i=0

Itbintegralen har aven egenskapen att den &r en martingal [3] (se de nition 10 i B.1.2) och har
alltsa ingen tendens till att varken stiga eller sjunka med tiden.

Nagra viktiga egenskaper av Itéintegralen ar att vantevardet ar noll och variansen ges av isometri
egenskapen:

Z ¢ Z < Iy Z:

E[l (t)]= E ()dW(t)=0; och E[I%(t)]= E (dw(t) =E 2(tydt:  (6)
0 0 0

En annan viktig egenskap hos Itéintegralen ar att dess kvadratiska variation inte &r noll, vilket
skiljer sig fran vanlig analys dar kvadratisk variation for alla funktioner med kontinuerlig derivata
ar noll [10]. Detta beror pa att Itintegralen inkluderar en slumpmassig komponent.



Sats 2 (Kvadratisk variation av Itdintegralen [10]) . Den kvadratiska variation som Itbintegralen
samlar pa intervallet [0;t] &r

Zq P2 Zq

= (Hdw() = 2(tydt: @)
0 0

Det foljer av satsen att dW (t)dW (t) = dt, vilket vi tolkar som att Wienerprocessen samlar en enhet
kvadratisk variation per tidsenhet. Vart att notera ar att den kvadratiska variationen beraknas

vag for vag, och darfér ar beroende av vagen processen tar medan variansen berédknas som ett
medelvarde over alla vagar [10].

2.2.2 It6-Doeblin formeln

Eftersom Brownsk rorelse har nollskild kvadratisk variation kan vi inte derivera pd samma sétt vi
gor vi vanlig analys. Darfor introducerar vi I1t6-Doeblinformlen.

Sats 3 (It6-Doeblin formeln [10]). L&t f (t; X (t)) déar f (t;x) 2 CY2 vara en funktion dar f X ()g; o
ar en Itdprocess. Da ar
Z t z t 1 z t
fEX )= fO; X))+  fe(uX(u))dut  fy(u; X (u))dX (u)+ > froc (U5 X (u))dX (u)dX (u):
0 0 0

®)

Om W (t) ar en Wienerprocess sa vet vi att dess kvadratiska variation ges adW (t)dw (t) = dt
och vi kan skriva (8) ovan pa di erentialformen

0 (GW (D) = To(bW (©)dt+ £ (6W ©)AW() + ST (6 W (1) AW (AW (D)
©)
= FEW )+ ST (GW(D) des F(6W (©)dW(D)

vilket &r mer intuitivt att forstd. Har kan o (t; W (t)) ses som forandringen if (t; W (t)) nar t
forandras lite dt, ochdW((t) for férandringen i Wienerprocessen nét foérandras lite dt. Eftersom
lite inte har nAgon matematisk mening sa later vi sats 3 ge upphov till dess di erentialform (9)
[10].

2.3 CKLS-processer

Chan-Karolyi-Longsta -Sanders (CKLS)-processer, ar en familj av SDE:er de nerade av ekvatio-
nen
dX ()= ( X(t)dt+ X (t) dW(t): (20)

darf ; ; ; g2 arparametrar ochfW (t)g: o en Wienerprocess [12]. De nitionen kan skrivas pa
manga satt men detta satt bjuder in till intuitiva forklaringar av processens egenskaper. Parametern

kan ses som jamviktsnivan processen pendlar runt och &r processens vikt, alltsd hur snabbt
processen ror sig mot . Den hdgra termen beskriver volatiliteten déar parametern beskriver hur
slumpens paverkan forandras beroende pa vardet a¥ (t) och beskriver storleken pa variationen
[12].

2.3.1 Ornstein-Uhlenbeck

Ornstein-Uhlenbeckprocessen (OU) fas genom ansattningen = 0 i CKLS-processen (10) ovan,
vilket innebar att parametervektorn blir =] o; 1; 2]=[;; ], och vi skriver

dX ()= ( X()dt+ dw (t): (11)

Genom att anvanda Ité-Dobelinformeln (9) kan det visas att den analytiska I6sningen (se B.2) till
ekvationen med begynnelsevillkorX o = xq ar
z t

X(t)= +(xo e '+ e ( 9dw(s): (12)
0



Existensen av en analytisk I6sning till OU-processens begynnelsevardesproblem ar relativt unikt.
De esta stokastiska processer generellt kan inte lésas explicit och maste istillet approximeras
[13].

Ornstein-Uhlenbeckprocessen ar den enda process som samtidigt besitter egenskaperna att vara en
Markovprocess, en Gauss-process och stationar process [3]. Stationar betyder har att de andlig-
dimensionella férdelningarna inte paverkas av en forskjutning i tid.

2.4 Simulering av lésningar till SDE:er

Simuleringar av ldsningar till stokastiska

di erentialekvationer &r centrala for att

undersoka ett systems dynamik nar analy-

tiska losningar ar svartillgangliga eller in-

te existerar [13]. Svarigheter som uppkom-

mer vid simulering av SDE:er inkluderar

hanteringen av stokastiska termer, vilket

resulterar i losningar som ar stokastiska

processer istéllet for deterministiska funk-

tioner. Numeriska metoder for att I6sa en

SDE kan vara kansliga for val av paramet-

rar och begynnelsevillkor, vilket potentiellt

kan leda till felaktiga eller instabila simu-

leringar [2]. Darfor kravs lampliga metoder

och parametrar for att uppna en tillforlit-

lig och korrekt simulering av l6sningar till Figur 1: Ornstein-Uhlenbeck process med =
SDE:er. 3; =1loch =2.

2.4.1 Euler-Maruyama-
metoden

Euler-Murayama-metoden (EM) ar en numerisk metod for att I6sa SDE:er och metoden ar en

generalisering av Eulers stegmetod fér ODE:er [14]. Den tar ett givet begynnelsevardesproblem
for en SDE och simulerar en diskretiserad Markovkedja som approximerar en ldsningsbana till
begynnelsevardeproblemet (3). LAtX vara en stokastisk process enligt (3) formulerad som

dX ()= (EX (D))dt+ (tX ()dW(t) (13)

med initialvillkor X (0) = xo som ska l6sas pa ett interall[0; T] med tidsdiskretisering 0 = tg <
tp<:i:<tny=Tdarty ti 1= t= T=N. EM-approximationen Y av den sanna processeiX
ar de nierad som den iterativt berdknade Markovkedjan

Yoo = Yo+ (65Yy) t+ (tiiYy) W (14)

forO i (N 1)darYpo= X(0)och W =W, W, enligtde nition 2 & oberoende av fordel-
ningen N (0; t). EM-approximationen av 6vergangstatheten mellan tva element i markovkedjan
maste darfor aven den vara normalférdelad och kan darfor skrivas som

(Yti+1 thi :yti) N (yti + (ti;Yi) t; (ti;yti)z t): (15)

EM delar samma svaghet som Eulers stegmetod vilket ar att approximationen ar bast for sma t,
medan for storre t, blir metoden instabil och mindre tillforlitlig [2]. Dessutom ackumuleras fel
nar tiden okar, vilket leder till simre approximationer for storre t. Se appendix B.3 fér mer om
EM konvergens.

2.4.2 Dragning fran évergangstatheter

Vill vi simulera en stokastisk process ar det inte mojligt att representera den oandliga fraktalmas-
siga komplexiteten med hjélp av ett &ndligt antal varden i en dator. Det béasta vi kan géra ar att



simulera processen for diskreta tidpunkter {Xi,; X¢,; X510 Xt Ji<] =) t <t;g. Detta kan
enkelt goras da det nns en analytisk l6sning for begynnelsevardesproblemet (11). Eftersom den
kan anvandas for ta fram 6vergangstatheten foiX; givet vardet pa den tidigare tidpunken X = Xs
(s <t) genom att satta initialvardet xo = Xs.

2.4.3 Simulering av Ornstein-Uhlenbeck

Eftersom varje inkrement av en Wienerprocess ar normalfordela,; Ws N (0;t s) (s<t)
har vi aven att 6vergangstatheten for OU-processenX; givet Xs = Xs ar normalfordelad med
vantevarde och varians (se ekvation (36) i B.1)

N — v - ) — t W L @ oe?
E(X¢jXs = Xs; )= +(Xs+ )e och Var(XijXs= Xs; )= [ S (16)
vilket ger dvergangstatheten
) 2 1 e 2t
(XiiXs=xs; ) N +(xs e '; ae”) 17)

2

som kan anvandas for att iterativt simulera processen [13] 6ver diskreta tidpunkter Gver ett in-
tervall 0 = tp <tq <::: <ty = T genom att initiera startvillkoret X, = Xp och stegvis gora
dragningar

2 2 t
Xy, N +( Xy, e t;%

dar t=1t t 1;i2[0;N 1] Alternativt kan EM anvandas for att approximera Gvergangstéthe-
terna enligt (15). FOr en OU-process med startvillkor X, = X gors sedan dragningar enligt

(18)

X,

N Xy o+ Xe ) & 2t (19)

2.5 Inferens av parametrar

D& vi nu har visat metoder for att simulera I6sningar till SDE:er bade approximativt med EM
och genom att anvianda exakta Gvergangstétheter, kommer vi till nasta problem, att uppskatta
parametrar  (som for OU-processen af o; 1; 2]=[;; ) sa att simuleringar stammer éverens
med n&gon observerad dataX °° = X ; X, ;15 Xy, 0.

2.5.1 Frekventistisk och bayesiansk statistik - en jamférelse

Det nns tva olika paradigm inom statistik - det frekventistiska och det bayesianska [15]. Ett

typiskt problem som behandlas inom det frekventistiska paradigmet &r att data X °° antas vara
genererad fran n&gon fordelning med likelihood-funktionerL (X °°5j ) dar vi vill uppskatta  givet
kanda data X °°S. Inom det frekventistiska paradigmet &r alltsd  ett tal som kan bestammas med
exempelvis metoden Maximum Likelihood Estimation (MLE) och for vilket vi kan berékna ett

kon densintervall.

Inom det bayesianska paradigmet behandlas istéllet som en slumpvariabel med a prioriférdelning
( ) [15]. For att generera dataX fran nagon fordelning L(X °5j ) generereras allts& forst ett
fran (). Ett typiskt problem som kan behandlas inom det bayesianska paradigmet ar att
bestamma fordelningen av  givet ndgon data X °° vilket alltsd ger oss den s& kallade a postieriori-
fordelningen ( jX ). Vardet pd estimeras som vantevardet [13]

Z
E()= (X)) d (20)
dar ( jX °°%) som de nieras enligt Bayes formel
obsy . LX) () o LX) ()
X s T Rix™) ()a &)



Densiteten i namnaren,m(X °%) = R L(X °®j ) () d , kallas marginaldensitetenav X [15]. Den
ar oftast svar att berakna och inferensmetoder utformas darfor sa att man inte behover det. ( ) ar
priori-fordelningen av  vilket &r den tidigare information eller gissning av vilka som ar méjliga.
L (X °P%j ) &r likelihood-funktionen som representerar sannolikheten attX °° = fx;,; X, ;5 Xty 0
ar genererad av . | det diskreta fallet kan detta uttryckas som produkten

W
L(X ™ )= p(X¢, = x0)  F(X] ) (22)
i=1

dar f (Xy,] ) ar tathetsfunktionen for X, och p(X:, = Xo) ar sannolikheten att startvardet ar xo,

denna term kan forsummas omN &r stort [13]. | fallet for Ornstein-Uhlenbeck, vars évergangstat-
heter ar normalfordelade, ar tathetsfunktionen normalférdelningens téthetsfunktion

(xt; )2

. 1
f(Xy = X5 5 2]):%9 42 (23)

dar vantevardet och variansen 2 (notera att detta inte &r parametern 2 ) &r de nierade
enligt

(
Xy ,e '+ (1 e ') forexaktlosning;
()= S0 ( ) g 24)
X, .+ (0 Xy ) for EM-approximation.
2
—~(1 e? ! for exakt 16sning;
var(x,)= 2,0 ) Or exakt losning; (25)
t fér EM-approximation.

2.6 Markov Chain Monte Carlo

For att utfora inferens p& nagon given data vill vi kunna géra dragningar fran a posteriorifrdel-
ningen ( jX °°) fr&n ekvation (21), ndgot som ar utmanande d& den sallan kan beskrivas analy-
tiskt [16]. En I6sning pa detta problem &r att anvdnda MCMC-metoder utan att behdva uttrycka

( jX °%) explicit. Idén bakom dessa metoder &r att behandla ' som en stokastisk variabel dar
i 21 ochl &r antalet iterationer som algoritmen kors. Darefter konstrueras en Markovkedja som,
givet att antalet dragningar ar tillrackligt stort, drar ur en malférdelning i detta fall ( jX °bs)
[17]. En rigorés beskrivning av MCMC-algoritmer ar utanfor ramen av detta projekt och vi kom-
mer Oversiktligt beskriva den metod som anvands i rapporten, Metropolis-Hastings algoritm, vilket
ar en av de mest etablerade MCMC-metoderna [18].

2.6.1 Monte Carlo-metoder

Monte Carlo-metoder &r numeriska tekniker som loser statistiska och matematiska problem genom
att generera stokastiska prover fran en sannolikhetsfordelning [19]. De anvands ofta nar problem
har manga dimensioner eller nar analytiska Idsningar ar svara att hitta.

En vanlig uppgift for en Monte Carlo-metod &r att uppskatta vantevarden E[f ( )] med stokastiska
variabler  och en férdelning ( ). Genom att dra N oberoende prover ' fran ( ), kan vi
uppskatta E[f ( )] enligt [5]

X .
EFCN g O (26)

Monte Carlo-metoder anvands inom statistisk inferens, optimering och numerisk integrering. |
MCMC-metoder genereras prover fran en posteriorférdelning for att uppskatta parametrars me-
delvarden och osékerheter [5].

2.6.2 Metropolis-Hastings algoritm (MH)

For att pAminna om kontexten: vi vill géra dragningar fran fordelningen

(X )1 LX) (): (27)



Idén med metoden ar att genom en kandidatférdelningg( | D) generera kandidater som po-
tentiellt accepteras som nasta '. Denna kandidatférdelning genererar ~ fran en férdelning som
baseras pa det senast accepterade, vilket ar en Markovegenskap. Anledningen till detta ar att

det ar mer sannolikt att acceptera en ny kandidat nara det nuvarande '. Inledningsvis véljs ett

startvarde ° inom priorfordelningen ( '). Fér enkelhetens skull anvands en likformig sannolik-
hetsférdelning 6ver det intervall dar forvantas vara. Vart mal ar att acceptera ~ som 1 med
en beslutsregel som, efter tillrackligt manga iterationer, leder till att alla accepterade ' kommer
fran fordelningen ( jX °°°). Denna beslutsregel ar att acceptera ett steg fran ' till ' =

med sannolikheten |
L™ ) (9 ).y 5 gy 28)

Cao=mn Ty (e 1)

Notera kvoten i denna sannolikhet ar

(X9 'i )

(X
dar m(X °Ps) kortas bort. Denna beslutsregel baseras pa det faktum att den genererade Markov-
kedjan skall vara reversibel. Fér mer detaljerad férklaring se Chib och Greenberg (1995) [20].

Metropolis-Hastings algoritm [21]:

1. Initiera markovkedjan med négot startvarde  ° och valj n&gon prior fordelning () for  samt satt
i=0

. F_C'Jreslé genom dragning av frdn n&gon kandidat-férdelning g( j ') som ett méjligt nasta steg
1 kedjan.

Berékna likelihood-funktionerna L (X °®j ) och L(X °%j ).

i+l

. Acceptera  som med sannolikheten

N

»w

L(X Oij )
L(X ost- i

i+l — i

( i ") =min

(9 ).,
(g i’

annars forkasta det foreslagna  och satt
5. Uppdatera i = i +1 och atervand till 2.

Notera att om kandidatférdelningen g(j) ar symmetrisk ar g(ajb) = g(bja); for alla a; b vilket
forenklar sannolikneten i steg 4. For att forsakra sig om att alla ! ( jX °%) forkastas den
forsta delen av kedjan innan konvergens har uppnats. Denna mangd brukar kallaburn-in och
varierar beroende p& hur bra gissning °© &r.

2.6.3 Adaptiv Metropolis-Hastings

Valet av en e ektiv kandidatférdelning fér MH-algoritmen &r av stor vikt for att uppna tillfreds-
stallande resultat ar svart att géra med en okand malférdelning. Ett e ektivt satt att valja ar att
successivt anpassa kandidatférdelningen genom att utnyttja information om alla tidigare tillstand

i processen. Detta kallas Adaptiv Metropolis-Hastings. Nedan sammanfattas en variant féreslagen
av Haarop, Saksman och Tammien (2001) [22].

Som kandidatfordelning g( j i) valjs en erdimensionell normalférdelning med medelvarde i

den senast accepterade punkten ' och kovarians C;( ;::; ' 1), Efter ett visst antal itera-
tioner | tilldts kovariansen att bero pa alla tidigare varden i Markovkedjan genom att satta
Ci = syqCov( Orere l) + sq gl g. Parametern sq beror pa dimensionend av. och 4 > 0,

vilket ar en vald konstant som ér liten i jamforelse med storleken pa mangders ( S). | 4 @& den
d-dimensionella identitetsmatrisen. Innan iteration | har passerats anvands en godtycklig initial
kovarians C o som &r strikt positivt de nit. Alltsd de nieras C; enligt

Co; fori I

i1 . (29)
sqCov( ;i )+ Sq gl g; fOri>1:



Valet av | beror mycket pad hur bra det initiala valet Cq &r. Rollen 4 har ar att forsakra att
. . . . . 2
kovariansmatrisen har en nollskild determinant. Valet av s4 = #3& rekommenderas av Gelman,

Roberts och Gilks [23] for att uppna en acceptanskvot i narheten av 0.234.

2.7 Approximate Bayesian Computation (ABC)

ABC och MCMC é&r bada samlingar av Bayesianska metoder som anvands for inferens om a
posteriori-férdelningen ( jX °b5), nar direkt sampling fran fordelningen inte &r moijlig. En viktig
distinktion mellan dessa metoder ar att ABC inte kraver en explicit likelihood-funktion L (X °j ),
vilket innebar att ABC kan hantera en betydligt bredare uppséttning processer. Denna rapport tar
upp tva av de mest populara ABC-algoritmerna: rejection sampler (ABC-R) och SMC (Sequential
Monte Carlo).

2.7.1 ABC-Rejection

ABC-R gér ut pa att generera varden p& parametrarna fran a priori-fordelningen ( ), och be-
halla dessa som dragningar fr&n a posteriori-fordelningen ( jX °*5) om de de kan generera data
X som stammer dverens med den observerade data °®. Sannolikheten for att den genererade
datan precis foljer den observerade &r emellertid nastan lika med noll, och en approximation gors
dar parametrar som ger upphov till data som ar tillrackligt nara behalls. Skillnaden mellan da-
tamangderna beraknas med en avstandsfunktion (X °°; X ), och tillréckligt nara de nieras som
att avstandet ar mindre &n en foérbestamd toleransparameter . Darmed kommer de dragningar
som gors inte att harrora fran fordelningen ( jX °°), utan istallet fran ~ ( j (X %X )< ),
en approximerad a priori-fordelning.

ABC-R algoritm [21]:

=

Generera en parametervektor ()

Simulera data X med EM (14).

3. Berdkna avstandet mellan simulerad och observerad data utifrdn nagon avstandsfunktion:
(X ObS;X )

Acceptera om (X %:X )<

5. Borja om fran 1.

n

P

2.7.2 ABC Sequantial Monte Carlo-algoritm

Ett problem med ABC-R ar att acceptanskvoten for ofta ar valdigt ldg. ABC-SMC &r en
metod som Il6ser detta problem genom att ha en dynamisk toleransparameter. Inledningsvis
satts ett hogt varde pa , som sedan gradvis minskas for att se till att dragningarna ar en bra
approximation pa dragningar fran a posteriori-férdelningen. Vid varje runda t genereras en grupp
kandidat-parametrar (partiklar) som sedan anvands som bas for dragningarna i nasta steg. Pa-
rametrarna som dras fran tidigare population tilldelas en vikt w; ; och en stérning. ABC-SMC [21]:

1. Skapa o> Oochsattt=0.
2. Sétt partikelindikatorn i =1.
3. (@) Om t =0: generera parametervektor ()
(b) Annars: Dra parametervektor frn tidigare population f | ;g med vikter w; 1 och stérning
for att fa Ke(j )
(c) Om ( )=0, atervand till 3.
(d) Simulera data X Xj ).
() Om = (X;X ) ¢, atervand till 3.
4. Satt fi) = ; t(i) =  och berékna vikterna wfi) for partikel Ei); dar
g 1 omt=0;
() = ) .
S i omt>0

t
(1) a) .
JN=1 Wi KeC g o)

10



Omi<N ,satti=i+1 ochgdgll3. .
5. Normalisera vikterna wj = w' w), och valj .1 som g-percentilen av samlingen avstand (",
for nagot forbestamt 0 < g < 100.
6. (Alternativt steg) Om vi uppfyller ett visst stoppkriterium sa hoppar vi 6ver nasta steg och metoden
avslutas.

7. 0mt<T,séattt=1t+1 ochgatil 2.

K i algoritmen &r en sa kallad Transition kernel. Den har samma syfte som kandidat-férdelningen i
MH, det vill sdga att den speci cerar en férdelning for en variabel som adderas till (stér) varje kan-
didatparameter. Ett exempel pa ett stoppkriterium for steg 6 ar att avbryta om acceptanskvoten,

andelen som blir accepterade under en runda, ar unded:5%.

2.7.3 Neurala Natverk som deskriptiv statistik

For att en ABC-metod ska fungera e ektivt &r det avgorande att kunna jamféra om simulerad data
X fran foreslagna  ar tillrackligt lik observerad data X °°. Detta blir sarskilt utmanande nar
den observerade datan ar hog-dimensionell, ett fenomen som ofta kalléise curse of dimensionality
[24]. En I6sning pa detta problem &r att anvanda deskriptiv statistik av datan, S(X ), for att
utvardera (S(X °P%); S(X )). | ABC-metoder innebér detta att dragningar gors fran férdelningen

(j (S(X):S(X ) < ) istallet for ( jX °P), eftersom S(X °°) inte kan sammanfatta
X %S exakt med avseende p& och > 0. For tillrackligt sm&  gors dock approximationer av
dragningar fran  ( jS(X °)).

Neurala natverk kan anvandas for att automatiskt konstruera deskriptiv statistik for ABC. Wiqvist
et al. (2019) [25] har introducerat en arkitektur for neurala natverk kallat Partially Exchangable
Network (PEN) som ar speci kt utvecklad for att hantera markoviansk data. PEN nétverket anvan-
der en regressionsmodell for att trdéna natverket att hitta medelvardet av a posteori-fordelningen
E( jX) enligt
M d !
"= E(XD+ T= X (Xigea) + ' 02T (30)
I=1

dar T &r méngden traningsomgangar for natverket, ' ndgon stérning med medelvéarde 0, kallas
det inre natverket och avbildar en sekvensX.;. 4 av langd d till ndgon representation (Xi.+ q),

ar det yttre natverket som avbildar de forsta d vardena av in-datan X ' och summan av represen-
tationerna av langd d till E( jX ). Vi har vikter och  for det inre respektive yttre natverket
och M representerar antalet datapunkter i X '. Vidare forklaring av natverket &r utom ramarna
for rapporten, se Wiqvist et al. (2019) [25] for fordjupning.

2.8 Wasserstein-avstand

Avstand mellan fordelningar kan de nieras pa olika satt, ett sddant som harstammar fran trans-
portteori ar p-Wasserstein-avstand.

De nition 6  (p-Wasserstein-avstand [26]) L&t P och Q vara férdelningar de nierade pa RC.
Lat J (P;Q) vara mangden mdjliga gemensamma fordelningad av mangdernaX;Y RY vars
individuella férdelningar & P och Q. D& de nieras p-Wasserstein-avstandetW, mellan P och Q
som transportproblemet
z 1=p
W,(P; Q) = inf j iP dJ(x; ; 31
p(PIQ = i oy XV (xy) (31)

déar minimeraren J kallas den optimala transportplanen mellanP och Q. W, &r ett singulért matt
som representerar summan av den massa som maste for yttas frarP for att skapa Q. For det
speci ka fallet p=1 kallas Wasserstein-avstandet aven for Earth Mover's Distance .
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3 Metod

Programmeringsspraket Python anvandes for att undersoka inferensmetoderna med utgangspunkt

i frgestallningen och for att visualisera resultatet. Se appendix B for fullstandig kallkod. Data-
mangderna som parameterinferens utfordes pa var realiseringar av OU som genererats med Gver-
gangstatheten i ekvation (17). Tre datamangder simulerades med varierande storlek pa tidssteg.
Modell- och simuleringsparametrarna kan ses nedan i tabell 1. Se appendix B.4 for visualisering
av realiseringarna.

Tabell 1: Beskrivning av simulerade datamangder dar t ar storleken pa tidsstegen, =[;; ]
parametrarna for OU och Ngus ar antalet datapunkter.

Datamangd t N obs

D, 0.1 [3,1,1] 100
Dy 0.3 [3,1,1] 100
Dn 1.0 [3,1,1] 100

Pa dessa datamangder utférdes inferens med MH-exakt, MH-EM, ABC-R och ABC-SMC algo-
ritmerna for att generera a posteriori-fordelningar. Férdelningarna genererade med MH-exakt be-
traktades som sanna och anvandes for att jamféra de andra férdelningarna.

Implementeringen av ABC-R, ABC-SMC, samt traningen av det neurala natverket, kravde simule-
ringar av OU vilket gjordes med EM trots att de exakta 6vergangstatheterna hade kunnat anvan-
das istallet. Detta var for att demonstrera att ABC-metoderna verkligen ar helt likelihood-fria och
alltsa inte kraver tillgang till de exakta 6vergangstatheterna. For att sakerstélla stabiliteten i de ap-
proximativa EM-simuleringarna anvandes ett nare tidssteg, oberoende av datamangdens tidssteg.
Storleken pa tidssteg valdes till tg,, = 0:01och antalet datapunkter till Ngsim = Np  tp= tgim
dar Np och tp &r antalet datapunkter respektive storlek pé tidssteg for given datamangd. Fran
de simulerade datamangderna §;,, plockades sedan datapunkter med steglangd tp = Ngim =Np

ut for att f& simulerade banor med Np datapunkter och tidssteg tp.

3.1 Implementering av MH

MH-exakt och MH-EM konstruerades enligt 2.6.2 med startvarde ° =[1; 0:5; 0:5]. ( j) sattes
till den likformiga sannolikhetsfordelningen Uyg.1) for samtliga j = 0;1;2. Kandidatférdelning-
eng( j i) konstruerades enligt 2.6.3 som en adaptiv, multivariat normalférdelning med initial
kovariansmatris 2 3

01 0 O
Co=4 0 01 05

0O 0 01
och ¢ = 1 10 8 Fér bdda metoderna beraknades likelihood-funktionernal (X ®j ) och
L(X °*j ') som enligt ekvation (22) men for MH-exakt anvandes de exakta uttrycken for
vantevarde och varians i ekvation (24) och (25) medan for MH-EM anvéndes de approximativa
motsvarigheterna.

Eftersom kandidatfordelningeng( j ') ar symmetrisk reduceras sannolikhetsuttrycket i ekvation
(28) till I

L™ ) ().

L(X oij i) ( i) !

Algoritmerna kérdes i 100000 rundor och burn-in valdes till 60000.

( j')=min

3.2 Implementering av ABC-R

ABC-R utformades enligt 2.7.1. A priori-férdelningen () konstruerades genom att forst lata det
neurala natverket uppskatta och sedan bygga en uniform a priori-férdelning runt punktskatt-
ningen. Givet en observation X °® uppskattades som " = S(X °®) och ( ) konstrueras da
elementvis med
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2Un gnig fOrj=0;
()=, Yo 54 forj=1;

" Uo7 4y forj=2:

EM-metoden anvandes sedan for att simulera datan med de dragna parametrarna fran a priori-
fordelningen och som avstandsfunktion (S(X Obs); S(X )) anvandes euklidiskt avstand. For varje
dataméangd genererades a posteriori-férdelningar med varje i listan [0.1, 0.4, 0.7].

3.3 Implementering av ABC-SMC

ABC-SMC utformades enligt 2.7.2. | undersokningen av hur kon gurationen av ABC-
SMC paverkar resultaten genererades 5 a posteriori-fordelningar for respektive varde pa
N i listan [10G 250 500, 750 1000] med konstant ¢ = 30%. For undersokning av paver-
kan av gq sattes N = 1000 och 5 a posteriori-fordelningar genererades for varjeq i listan
[10% 20% 309 40% 50%] Bada ovanstdende experiment upprepades for samtliga datamang-
der, med T =100 och stoppkriterium: acceptanskvot < 1:5%.

Slutligen genererades 10 a posteriori-férdelningar for varje datamangd med kon gurationenN =
750 g = 0:3 och stoppkriterium: acceptanskvot < 1:5%.

3.4 Kon guration och traning av det neurala natverket

Natverket som anvéndes for att generera deskriptiv statistik ar av typen PEN, som beskrivs i 2.7.3.
Se appendix B for inre kon guration av natverket..

For att trana ett neuralt natverk att agera som S() och for att kunna uppskatta E( jX) simu-
lerades en uppsattning avk = 100000 par av banor och parametrar (X '; ');i 2 [1;k] s& att det
neurala natverket ck X' som input och det ratta svaret skulle vara '. Av dessa100000par av
data anvandes80%till traning av natverket och resten anvandes till validering av natverket for att

kontrollera att den lart sig att generalisera. Dessa datapar(X '; ') simulerades genom att forst
slumpa parametrarna uniformt frdn o U .06, 1 U [o.5 OCh 2 U (. Banan X' simulera-

des sen med EM (19) som en realisering av OU med parametrar och en for nad diskretisering
anvandes for att oka noggrannheten sasom beskrivs ovan i 3. Grafer som visar prestandan av de
neurala natverken nns i appendix B.5.

3.5 Matt pa noggrannhet och e ektivitet

For att avgora hur bra en fordelning genererad av de olika inferensmetoderna ar jamfoérdes den med
den fordelning som genererats frn den analytiskt berdknade 6vergangstatheten med MH-exaki:
Wasserstein-avstandetV, anvandes for att jamfora de genererade a posteriori-férdelningarna enligt
(31) med p = 2. Wasserstein mattet valdes framfor andra avstdndsmatt som Hellinger ellet, pa
grund av att det har visats battre sammanfatta skillnader mellan fordelningar pa ett representativt
satt [26] samt att den sammanfattar den multivariata fordelningen av istallet fér de marginella
fordelningarna for varje enskild parameter.

For att méata e ektivitet mattes ocksa tidsatgangen for att kora algoritmerna. Men parameterinfe-
rens med MH-algoritmerna ar mer eller mindre 6gonblickligt vilket utklassar ABC-metoderna i ter-
mer av e ektivitet. Darfor jamférdes endast den relativa tidsatgangen for ABC-R mot ABC-SMC.
Nar det kommer till tidsjamforelser av implementeringar av algoritmer nns era utomstaende
parametrar som kan paverka tidsatgangen for ett program, sdsom vilken maskin programmet kors
pa eller vilka andra saker maskinen gor i bakgrunden. Tidsatgangen for metoderna mattes darfor
pa samma dator sa att den relativa tidsatgangen mellan metoderna fortfarande kunde kvanti eras.
Datorn som anvandes hade en 2,3 GHz Dual-Core Intel Core i5 CPU och 8 GB RAM-minne.
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4 Resultat

| resultatavsnittet redovisas jamforelsen av MH-EM och ABC-metodernas noggrannhet samt ABC-
metodernas e ektivitet, méatt som tidsatgang, for olika tidssteg. Aven undersdkningen av ABC-
metodernas kon guration redovisas i form av hur tolerensen paverkar ABC-R samt hur antal

partiklar N och val av tolerenskvantil q paverkar ABC-SMC.

41 MH-EM och ABC-metodernas noggrannhet for olika tidssteg
t

| gur 3 visas a posteriori-fordelningar

( jS(X °%)) genererade med ABC-R
( = 0:1) samt ABC-SMC (N = 1000)
och ( jX °) genererade med MH-Exakt
och MH-EM for Dy, Dy och Dy, . Har
syns trenden att nar t blir storre genere-
rar MH-EM a posteriori-fordelningar med
allt storre systematiskt fel - framforallt
for volatilitets-parametern  men aven for

som representerar hastigheten for ater-
gangen till medelvardet. ABC-R och ABC-
SMC bibehaller daremot god noggrannhet
for samtliga dataméngder. | gur 2 visuali-
seras trenden genom att de jamforda meto-
dernas a posteriori-fordelningars avvikelse
fran den den sanna fordelningen genererad
med MH-exakt ritas ut. Avvikelsen kvan-
tieras med W,-avstdndet mellan foérdel-
ningarna och vardena kan avlasas i tabell
2. Tabellvardena visar att i noggrannhet
Overtrd ade ABC-R med = 0:1 ABC-
SMC for alla dataméangder. Foér D, gav
aven ABC-R med = 0:4 nagot hogre
noggrannhet an ABC-SMC. | gur 2 ses
ocksa hur W-avstandet mellan MH-EM-
fordelningen och den sanna férdelningen
Okar d& tidssteget t vaxer; sarskilt tyd-
ligt ar detta fér D), dar ABC-R till och
med presterar battre &n MH-EM med den
hogsta toleransen =0:7.

Figur 2: W,-avstdnd for a posteriori-
fordelningar genererade med ABC-R, ABC-SMC
och MH-EM for D,, D, och Dy, . Varden for
ABC-SMC ar medelvarden dver tio korningar.

Tabell 2: W,-avstand for a posteriori-férdelningar genererade med ABC-R, ABC-SMC och MH-
EM for Dy, Dy, och Dy, . Varden for ABC-SMC &r medelvarden éver tio kdrningar.

W, Dy W, Dy Wy Dy
MH-EM 0.259 0.213 0.718
ABC-R 9.1 0.277 0.094 0.177
ABC-R 5.4 0.305 0.148 0.267
ABC-R .7 0.427 0.338 0.493

ABC-SMC 0:336 0:050 Q122 0:010 Q200 0:030
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Figur 3:  ( jS(X °*)) och ( jX °) for de olika datamangderna. Oversta radenD, med t =
0:1. Mellersta raden: D;; med t=0:3. Nedersta raden:D;;; med t=1:0

4.2 ABC-metodernas tidsatgang for olika tidssteg t

| tabell 3 presenteras tidsatgangen for parameterinferens med ABC-R och ABC-SMC for respektive

dataméangd. | gur 4 ser vi tidsutvecklingen av W, for ABC-SMC och ABC-R fér D). Se B.6 for

samma visualisering for 6vriga datamangder. Tidsatgangen for ABC-R Okar kraftigt da toleransen
sanks - sarskilt fran =0:4till =0:1

Tabell 3: Jamforelse av tidsatgang for de olika ABC-metoderna damNg,, &r antalet simulerade
banor i algoritmerna. Varden for ABC SMC ar medelvarden 6ver tio kérningar, medN = 750 och
g = 30%.

Tid (hh : mm : ss) D, Tid (hh :mm :ss) Dy Tid (hh: mm :ss) Dy,
ABC-R 5.1 00:39:57 01:11:15 02:52:40
ABC-R 5.4 00:00:33 00:01:03 00:02:11
ABC-R 0.7 00:00:06 00:00:10 00:00:17
ABC-SMC 00:01:03 08 00:01:12 03 00:01:40 05
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Figur 4. 10 korningar av ABC-SMC med N = 750, g = 30% och stoppkriterium: acceptanskvot
< 1:5%, samt ABC-R med =1[0:7;0:4;0:1] for D, . P& y-axeln ar W,-avstand och pa x-axeln ar
tid (s) i logaritmerad skala.

4.3 Hur toleransen paverkar ABC-R

For ABC-R kan endast konstanten varieras. | gur 5 visas a posteriori-férdelningar,

( jS(X °®%)), genererade med tolerans = [0:1; 0:4; 0:7] samt ( jX °®) genererade med
MH-Exakt for D). Resultatet fér D, och D, fdljer samma trend och visas i appendix (B.6).
Tydligt i graferna ar att approximationen  ( jS(X °*)) av ( jX °°) blir battre med lagre och
fordelningen narmar sig da referensférdelningen MH-Exakt.

Figur 5:  ( jS(X °®)) och ( jX °P) for X °® = D, med t=0:1

4.4 Hur antal partiklar och val av toleranskvantil paverkar ABC-
SMC

For ABC-SMC varierades tva konstanter: Antalet partiklar N och toleranskvantilen g. | gur 6
(a) redovisas genomsnittligaW,-avstadnd, samt standardavvikelse, éver 5 a posteriori-férdelningar
genererade for varje N i listan[10G, 250 500, 750, 1000] Med 6kande N, fran 100 till 750, sjunker
overlag W,. For N=1000 okar dock W,-avstandet igen, ochN = 750 gav for samtliga datamang-
der upphov till fordelningar med lagst W,-avstand. | gur 6 (b) redovisas tidsatgang for samma
korningar. Vi ser en tydlig trend i att hogre N ger stdrre tidsatgang.
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() (b)

Figur 6: Laddiagram med medelvarden och standardavvikelse aw, (a) och Tid (s) (b), fér Dy,
Dy och Dy, . For varje N i listan [100, 250, 500, 750, 1000] & medelvarde och standardavvikelse
baserat pa fem a posteriori-férdelningar. Tabell éver datan nns i appendix (4)

| gur 7 ses tidsutveckling av Wy-avstand for D;,. Motsvarande gurer for 6vriga datamangder
aternns i B.6.

(a) (b)

Figur 7: (a) Jamforelse avW,-avstand mellan olika antal partiklar N som genereras varje omgang
for for ABC-SMC utford pad Dy . For varje N gjordes 5 korningar. Programmet stoppades da
acceptanskvoten blev lagre arl:5%. (b) forstoring vid lagre W,-avstand for att fortydliga skillnaden
mellan var de olika banorna konvergerar

Toleranskvantilen g, som kontrollerar vilken kvantil av partiklar som accepteras varje runda, verkar
inte paverka e ektiviten vilket visas i gur 8. Det som syns i gur 9 &r att med stérre  tar det
lite mer tid att utfora inferensen men den blir ocksa lite battre. E ektiviteten ar darfor ungefar
densamma och skillnaden &r att lagreq ofta stoppar tidigare.
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