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Kvantmekanisk sammanflatning i nukleon-nukleonspridning

LUCAS ABRAHAMSSON, ALMA CAVALLIN, LISE HANEBRING,
HAMPUS HANSEN, ERIK KARLSSON OHMAN & LEO WESTIN
Institutionen for Fysik

Chalmers Tekniska Hogskola

Sammandrag

| foljande rapport studeras det kvantmekaniska sammanflatningsfenomenet analytiskt och numeriskt.
Specifikt undersoks i vilken utstrackning spridningsoperatorerna S och M sammanfl&tar en neutron och en
proton med avseende pa spinn i en spridningsprocess. M -matrisen beraknas numeriskt och dven analytiskt
utgédende fran en harledning av S. Den analytiska harledningen anvander sig av lagenergiapproximationen
att endast betrakta s-vagor.

Studien skiljer sig fran tidigare forskning genom att behandla sammanflatning med utgangspunkt i M-
operatorn istallet for S-operatorn. Tidigare har ocksa s-vagsapproximationen varit utgangspunkten i
studier dar sammanflatning i nukleon-nukleonspridning undersdks. En generalisering till en mer realistisk
modell gors i detta arbete, vilket mojliggor analys vid hogre energier samt av det spridningsvinkelbero-
endet som uppstar.

De numeriska berakningarna genomférs med en tillhandahallen kod och konvergensen for berakningarna
med avseende pa partialvdgor och samplingspunkter analyseras. Givet M -matrisen beraknas olika matt
pa sammanflatning med numeriska metoder, bland annat Monte Carlo-integration, som implementeras i
Python. Tva sammanflatningsmatt presenteras och efter jamforelse anvands sammanflatningsstyrka for
att studera fenomenet vid nukleon-nukleonspridning. Studien slar fast att det inte finns ndgon rorelseener-
gi och spridningsvinkel i en nukleon-nukleonspridningsprocess som ger ett fullt sammanflatat uttillstand i
spinnrummet for alla méjliga initialtillstand. Pa samma satt finns det ingen kombination av rérelseenergi
och spridningsvinkel som ger ett icke sammanflatat uttillstand for alla mojliga initialtillstand.

Sammanflatningsstyrkan for de analytiska S- och M-operatorerna undersoks. Skillnaden mellan deras
sammanflatningsstyrka ar att den for M konvergerar mot ett nollskilt varde i ldgenergigransen. Detta
beteende observeras aven i de numeriska resultaten. Sammanflatningsstyrkan foér den analytiskt héarledda
M -matrisen jamférs med den numeriskt berédknade och 6verensstammer relativt val for energier upp till
nagra fa MeV. Fran det analytiska uttrycket pd M konstateras att om nukleonerna initialt har parallella
spinn s& uppstar ingen sammanflatning i interaktionen vid mycket lga energier. Detta verifieras aven i
jamforelsen med den numeriska undersokningen for specifika initialtillstand.

Nyckelord: sammanflatning, spridning, nukleon, stark véxelverkan, Nijmegenpotential, partialvagor,
tvanukleonsystem, sammanflatningsstyrka



Quantum entanglement in nucleon-nucleon scattering
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Abstract

The following report studies the quantum entanglement phenomenon analytically and numerically. Spe-
cifically, the degree to which the scattering operators S and M entangle a neutron and a proton with
respect to spin during a scattering process is investigated. The M matrix is computed analytically, using
a low-energy approximation considering only s-waves, as well as numerically.

This study di Cerentiates itself from prior research by investigating entanglement based on the M ope-
rator instead of the S operator. The numerical calculation of M is possible without making the s-wave
approximation, thus resulting in a more realistic model where it is possible to analyze higher energies
and the scattering angle dependence.

Numerical calculations are performed using provided code, and the convergence of the calculations with
respect to partial waves and sampling points is analyzed. Entanglement measures are calculated nume-
rically using various methods, including Monte Carlo integration, which is implemented in Python. Two
entanglement measures are presented and compared, and the entanglement power is then used to inve-
stigate entanglement in nucleon-nucleon scattering. The study establishes that there is no combination
of kinetic energy and scattering angle that yields a fully entangled final state in spin space for all pos-
sible initial states. Similarly, there is no combination of Kinetic energy and scattering angle that yields a
non-entangled final state for all possible initial states.

The entanglement power of the analytic S and M operators is investigated. It is found that the entang-
lement power for M converges to a non-zero value in the low-energy limit, which is also observed in
the numerical results. The entanglement power of the analytically derived M matrix is compared with
the numerically calculated one and shows good agreement for energies up to a few MeV. The analytical
expression of M establishes that no entanglement occurs in the interaction at very low energies if the
nucleons initially have parallel spins. This is also verified in the numerical results for specific initial states.

Keywords: entanglement, scattering, nucleon, strong force, Nijmegen potential, partial waves, two-nucleon
system, entanglement power
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Inledning

Samman atning ar ett av kvantmekanikens mest fundamentala koncept. | korthet innebar det att tva
eller er kvantmekaniska tillstdnd inte kan beskrivas oberoende av varandra. Fenomenet, vilket saknar
klassisk motsvarighet, har fortsatt att fascinera forskare anda sedan Albert Einstein, Boris Podolsky och
Nathan Rosen forst introducerade konceptet ar 1935 [1]. De konstaterade att kvantmekaniken implicerar
att partiklar 6gonblickligen kan paverka varandra oberoende av avstandet mellan dem. Einstein kallade
vad som senare skulle bli kant som samman atning for spoklik fjarrverkan , for att belysa orimligheten i

att tva partiklar till synes kunde utbyta information med varandra snabbare &n ljusets hastighet. Einstein,
Podolsky och Rosen argumenterade istallet for att den kvantmekaniska teorin var ofullstandig och att det
skenbara informationsutbytet istallet beror pa icke observerbara egenskaper hos det fysikaliska systemet
som bestammer partiklarnas interaktion, sa kalladedolda variabler [2].

P& 1960-talet stallde John Bell upp en olikhet som gav ett matt pa hur korrelerade tva partiklar kunde
vara, givet att de styrdes av dolda variabler [3]. FrAn 1970-talet och framat utférdes era oberoende
experiment som visade pa attBells olikhet inte holl. Resultatet av experimenten innebar i praktiken att
teorier som byggde pa dolda variabler blev motbevisade och att kvantmekaniken kom att betraktas som
en fullstandig teori. Detta gav i sin tur legitimitet till samman &tningsfenomenet som Einstein, Podolsky
och Rosen sa starkt motsatt sig [4]. For sina experiment som motbevisade Bells olikhet kom Alain Aspect
[5], John F. Clauser [6] och Anton Zeilinger [7] att belénas med Nobelpriset i fysik 2022 [8].

Idag ligger samman &tning grund for forskningsfalt som kvantinformation teorin bakom dagens och
framtidens kvantdatorer som kan komma att revolutionera manga berakningskravande omraden. Medan
klassiska datorer lagrar information med hjalp av bitar, bestdende av ettor och nollor, anvander sig en
kvantdator av kvantbitar som be nner sig i en superposition mellan ett och noll. En kvantbit ar saledes
ett tvanivasystem, som har tva distinkta tillstand.

Ett fundamentalt exempel pé ett tvanivasystem ar en spinni=-partikel, som har tillstanden spinn upp
och ned. Dessa inbegrips av partikelklassen fermioner, som &r ett samlingsnamn for alla partiklar med
halvtaligt spinn. Fermioner omfattas av Paulis uteslutningsprincip, som innebar att samma kvanttillstand
inte kan ockuperas av er an en fermion. Till fermioner hér nukleonerna protonen och neutronen.
Problemet som betraktas i denna rapport ar kollisionen mellan en neutron och en proton, vilken kan
beskrivas teoretiskt med kvantmekanisk spridningsteori. TillstAnden fér neutronen och protonen kommer
att betraktas som ett tvanukleontillstand i masscentrums referenssystem. Centralt i detta projekt &ar hur
spinndelen av detta tvanukleontillstdnd férandras i spridningsprocessen, vilket beskrivs med operatorn
M.

Tidigare har samman atning vid nukleon-nukleonspridning framst studerats med utgangspunkt i
spridningsoperatorn S. Genomgaende anvander sig dessa studier av en mycket forenklad lagenergi-
approximation i vilken endast s-vagor (orbitalt rorelsemangdsmomentL = 0) utan spridningsvinkelbero-
ende betraktas [9] [11]. Saledes &r det hogst intressant att betrakta samman &tning utifran spridningso-
peratorn M . Vidare generaliseras resultat fran tidigare studier genom att frdnga s-vagsapproximationen
och betrakta hogre orbitala rérelsemangdsmoment. 0 som medfér ett spridningsvinkelberoende.

Syftet med denna rapport &r att studera i vilken grad M -matrisen i en nukleon-nukleonspridningsprocess
samman atar de inblandade nukleonerna med avseende pa spinn. Problemet behandlas bade numeriskt
och analytiskt. Den analytiska beskrivningen av spridningen anvander sig av s-vagsapproximationen och
ger en forenklad modell som enbart ar relevant for Iaga energier. Den numeriska metoden utgor i jamférelse
en mer realistisk modell dar spridningen beréknas for alla relevanta partialvdgorl(  0) och saledes kan
tillampas for ett storre energiintervall och for att undersoka spridningsvinkelberoendet.



1. Inledning

Analytiska uttryck for spridningsoperatorerna S och M bestams i fallet med s-vagor och ett matt pa
samman &tning, samman atningsstyrka, for operatorn S héarleds analytiskt. Detta anvands for att veri-
era resultat som presenteras i artiklarna [9] och [10], samt fér att underséka samman atningsstyrkans
energiberoende i neutron-protonspridning. Samman atningsstyrkan forM studeras aven for att sedan
jamféras med de numeriska resultaten.

De numeriska berakningarna bygger pa ett program som simulerar nukleon-nukleonspridning. Det tillhan-
dahallna programmet loser Lippmann-Schwingerekvationen samt beréknar matrisrepresentationen am .
Detta program &r en stor tillgdng, men avgransar mojliga analyser till dem programmets ramverk tillater.
Utifrdn numeriskt berdknade M -matriser utformas nya funktioner som beraknar olika samman atnings-
matt som funktioner av spridningsvinkel och rorelseenergi, medelvardesbildade éver olika initialtillstand.
Aven samman atningen for speci ka initialtillstand analyseras. Dessa funktioner implementeras i pro-
grammeringsspraket Python.

Projektet avgransas till att endast beakta nukleonernas spinntillstand. Vidare betraktas endast rorelsee-
nergier under 300 MeV. Saledes behandlas problemet icke-relativistiskt. Undersokningen begransas aven
till Nijmegen I-potentialen for att modellera den starka vaxelverkan mellan neutronen och protonen [12].

Rapporten presenterar en realistisk vidareutveckling av s-vagsmodellen for spinnsamman atning i
nukleon-nukleonspridning. Detta 6ppnar upp for framtida forskning inom omradet, exempelvis att studera
samman &tningens uppkomst ur den starka kraften.
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Tvanivasystem och samman atning

Kvantfysikens mest grundlaggande dynamiska system &r tvanivasystemet ett system som vid méatning
endast kan anta ett av tvd oberoende bastillstand. Beskrivningen av tvanivasystem ar generell och kan
appliceras pad mangder av olika system, dar kvantbitar och partiklar med spinni= ar vanliga exempel.
Den enklaste formen av kvantmekanisk samman &atning ar den mellan tva kopplade tvanivasystem. For
att studera spinnsamman atningen av tva partiklar med spinn 1= behovs matematiska representationer
av partiklarnas enskilda och gemensamma tillstand, samt metoder fér kvanti ering av graden samman-
atning hos systemet.

2.1 Partiklar med spinn =

Spinnbasen for en partikel med spinni= kan viljas som egentillstanden till spinnprojektionen i z-
riktningen enligt egenvardesekvationens, jmgsi = mgjmgi, dar

11 o0 .
sz—EO 1 (2.2)

Detta resulterar i egenvardenams = 1= och tillhérande bastillstand [13]

2.2)

1 - 0 .
Ji och j#i 1

0

spinn upp respektive spinn ner, som har &ven har representerats som vektorer. Ett generellt spinn-
tillstdnd &r darmed en superpositionj i = aj"i + bj#i, dar villkoret jaj? + jbj? = 1 infors for att normera
tillstdndet. En alternativ parametrisering av ett generellt tillstdnd kan géras med hjalp av punkter pa
Blochsfaren, som bestams av vinklarna 2 [0; Joch' 2 [0;2 ], se gur 2.1. Det normerade tillstandet
skrivs i termer av dessa vinklar som [14]

j i:coséj"i +é sinéj#i: (2.3)

System av tva partiklar A ochB med spinni= har ett gemensamt spinnrtumH spinn = H spinn;a  H spinn -8
[15]. En gemensam spinnbas, som kallas for den okopplade basen, &ar da

fimamgig = fi™i ;"% ; " ; jutig: (2.4)

Ett annat val av bas ar den kopplade spinnbaserjS; Msi, dar S ar det totala spinnet och Mg &r projek-
tionen av denn&. Bastillstdnden blir i detta fall [15]

jiS=0;Ms =0i; singlett (2.5)
jS=1;Mg=0; 1li; triplett:

Den okopplade samt den kopplade basen, se ekvation (2.4) respektive (2.5), relateras genom Clebsch-

25 2fj sp sgj:ujsa + ssjg i heltaliga steg och Mg 2f S;::;Sg i heltaliga steg.



2. Tvanivasystem och samman &tning 2.2. Densitetsoperatorn

Figur 2.1: Blochsfarsrepresentation av tillstand for en partikel med spinni=, dar = 0 motsvarar j"i
och = motsvarar j#i. Vinkeln ' utgor fasskillnaden mellanj'i och j#i i det generella spinntillstandet
i ekvation (2.3).

Gordankoe cienter vilket ger forhallandet mellan de olika baserna [13]:

j00i = p%(j,,#i ),
i1 1=
. (2.6)
100 = p(Hi + j#);
j15i = i

For ett sammansatt system av tva partiklar med valde nierade och oberoende spinntillstdnd kan det
totala spinntillstandet skrivas som tensorproduktenj i = j i, j ig. Déaremot kan inte alla tillstand i
det sammansatta spinnrummetH gpinn  Skrivas som en sadan tensorprodukt, och tillstdnden for vilka detta
inte ar mojligt kallas samman atade [14]. Trots att samman &tade totala tillstdnd j i &r valde nierade
s& ar motsvarande enpartikeltillstdnd beroende av varandra, och saledes inte valde nierade. | det fallet
fas en sannolikhetsfoérdelning av tillstind som respektive partikel kan ha, ett sa kallatblandat tillstand
[14]. Till skillnad fran valde nierade, rena, tillstdnd som naturligt beskrivs med tillstAndsvektorer sa
behandlas blandade tillstand enklast med hjalp av densitetsoperatorer.

2.2 Densitetsoperatorn
En densitetsoperator ar ett matematiskt ekvivalent satt att beskriva samma fysik som med tillstandsvek-
torer. Densitetsoperatorn for blandade tillstand de nieras
X] - . .
pij ith ij; 2.7)
i=1

darfj jig; ar systemets mgjliga tillstand ochp; ar sannolikheten att systemet be nner sig i tillstand j i

[14]. For ett rent tillstdnd &r densitetsoperatorn den yttre produkten av tillstdndsvektorn, = j ih j.
Sparet av  ar summan av densitetsoperatorns egenvarden. Dessa summerar till ett,
X
tr( )= p=1; (2.8)

i=1

under antagandet att tillstinden &r normerade. Ett tillstAnd kan karakteriseras genom att undersoka

spéret av den kvadrerade densitetsoperatorn, d& det for rena tillstand galler att 2 =  och darmed

tr( ?) =1 medantr( 2) < 1for blandade tillstind [16]. Om en operatorK verkar pa en densitetsoperator
blir det normerade uttillstandet

0 KK Y

T (KK )’ 29

dartr(K K Y)=1 om K ar unitar [14].

6



2.3. Samman atning 2. Tvanivasystem och samman &tning

For ett sammansatt system med densitetsoperator o5 och delsystem A och B, ar det mojligt att reducera
denna till hilbertrummen for A respektive B. Pa sa satt gar det att beskriva tillstanden for de tva
delsystemen. Denreducerade densitetsoperatornfor system A de nieras o trg( ag ) dar trg &ar det
partiella sparet éver delsystem B. Operatorn kan beréknas enligt

X
A trg(ag)= _ (Ia hijg) as (2a jiig); (2.10)

dar 15 ar identitetsmatrisen for delsystem A ochjiig &ar en ortonormal bas for delsystem B [16]. Den
reducerade densitetsoperatorn ger en komplett beskrivning av delsystemet, det vill sdga en beskrivning
dar alla utsagor och egenskaper av alla matningar nns beaktade [17].

2.3 Samman atning

Samman atning for tva initialt oberoende partiklar med spinn 1= fas d& deras gemensamma tillstand i
H spinn fOréndras pa ett sddant sétt att det inte langre kan skrivas som en tensorprodukt av rena enpar-
tikeltillstand. Detta kan ske da en operator verkar pa det gemensamma spinntillstandet. Blir det slutliga
gemensamma tillstdndet ej samman atat &ar det garanterat att ett delsystem hittas i ett speci kt rent
tillstind. Om samman &atning daremot uppstar blir respektive partikels tillstand blandat. Maximal osa-
kerhet i vilket tillstdnd som en partikel har fas da varje méjlighet i = 1;2;:::;n i det blandade tillstandets
sannolikhetsférdelning har sannolikhetp; = 1=. For tvanivasystem ar detta fallet for Belltillstanden,

i i:uéé#l—ochj = A 2.11)

2

som ar kanda exempel pa fullt samman atade gemensamma tillstand [14]. Dessa har sannolikhét2 for
respektive partikel att be nna sig i antingen j"i eller j#i [14].

For att studera graden av samman atning for ett system med det gemensamma spinntillstandetj i,
och motsvarande densitetsoperatorn g = j ih j, for tva partiklar med spinn 1= behovs metoder for
att kvanti era samman atningen. Detta gérs med samman atningsmatt, som avgor hur valde nierade
delsystemens tillstand ar. Det &r nodvandigt for samman atningsmatt att vara invarianta under unitara
transformationer som endast verkar pa ett av delsystemen, samt att minimum fas for direkta tensorpro-
dukter av enpartikeltillstdnd medan maximum fas for Belltillstdnden [9].

2.3.1 Samman atningsmatt for tillstand

Det mest grundlaggande mattet som uppfyller villkoren p& samman &Atningsmatt kallas samstammighet

och betecknas . Samstammighet de nieras som ( j i) jh jy yJ 1] [9], dar
_ 0 i
vy o (2.12)
ar den tvadimensionella Paulimatrisen med avseende pg. Skrivs tillstandet i den okopplade basen enligt
ji= ™ + j® + #1 + j## fas att samstammigheten kan berdknas som
(1 D)=jhjy yj ij=2j i (2.13)

se appendix A.2. Detta ger det maximala vardet 1 for Belltillstanden i ekvation (2.11) och det minimala
vardet O for rena tensorprodukter av enpartikeltillstand.

Ett annat mojligt matt ar tvaentropin E;, som de nieras enligt

. 15, .

BG ) 1 t(i)=5 %G (2.14)
dar a ar den reducerade densitetsoperatorn for ett av delsystemen [9]. En omskrivning har har aven
gjorts till tvaentropin som funktion av samstammigheten . Tvaentropins maximala varde blir 0;5 for
Belltillstanden.

3Fran engelskans concurrence.



2. Tvanivasystem och samman &tning 2.3. Samman atning

Samman atningsentropin®, for systemet bestdende av tvA enpartikelsystem, de nieras somVon
Neumann-entropin for den reducerade densitetsoperatorn 5 for ett av delsystemen [9]

EE(G i)  tr( alogy( a)): (2.15)

Eftersom g beskriver ett rent spinntillstdnd galler speciellt att EE( o) = EE( g) [18]. Ekvivalent
kan ekvation (2.15) skrivas som X
EE(j i)= i 10g( i); (2.16)

i=
dar ; ar egenvardena till deﬁ reducerade densitetsoperatorn [14]. Dessa kan skrivas i termer av sam-
stammighet som = %(1 1 2(j 1)) [9], vilket tillsammans med ekvation (2.16) ger ett uttryck
for samman &tningsentropi som funktion av . Det maximala vardet pa samman &tningsentropin ar 1.

Figur 2.2 visar en jamforelse av de olika samman &tningsmatt som har introducerats, dar dessa illustreras
som funktioner av vardet pa samstdmmigheten( j i). Dessutom illustreras skillnaderna mellan matten
da tvaentropin skalas om s& att dess maximala varde blir 1.

17 —_—
—EE()
—B()
--- 2B()

0:5

0,

Figur 2.2: En jamforelse av samman atningsmatt for tillstand. Matten samstammighet , samman-
atningsentropi EE och tvaentropi E, illustreras som funktioner av vardet pd samstammigheten. Den
streckade linjen betecknar en omskalad tvaentropi sddan att maximum sammanfaller med Gvriga matt.

2.3.2 Samman atningsmatt for operatorer

Det ar av speciellt intresse att studera férandringen av graden av samman atning for spinnsystemet,
bestdende av tva partiklar med spinni=, da detta paverkas av en operatorK i det gemensamma spinn-
rummet enligt

Kj ini
h ianij ini ,
dar uttillstindet har normaliserats. Motsvarande densitetsoperator for uttillstdndet ar g = j wih wtj.
Partiklarnas spinn antas initialt vara oberoende av varandra, sa att det gemensamma initialtillstandet
kan skrivas somj ini = j inis | inig.Graden avsamman étning hosj i ar beroende avj i, vilket
innebar att det kravs en medelvardesbildning 6ver initialtillstand, det vill sdga alla direkta tensorpro-
dukter, for att de niera ett samman atningsmatt for en operator. D& Blochsfarsrepresentation enligt
ekvation (2.3) av de initiala enpartikeltillstdnden anvands, kan medelvardesbildningen goras genom att
integrera ett tillstAndssamman atningsmatt over alla vinklar  5,' o, B Och' p.

J uwl=p

(2.17)

Da denna typ av medelvardeshildning 6ver initialtillstand gors for tvadentropin kallas mattet for samman-
atningsstyrka, och de nieras enligt [9]
Z Z

E(K) E( wi)=1 tr[( A)2]OI ad s 1 dads,

e (2.18)

— 2(; H
—_— = = i
4 4 2 (] ut )
dar A och g representerar vinklarna i Blochsfarsrepresentationen av initialtillstandet. Samman at-

ningsstyrkan ar alltsa ett matt pa hur mycket operatorn K i genomsnitt samman &atar initialtillstand

4Betecknas EE fr&n engelskans entanglement entropy.
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2.3. Samman atning 2. Tvanivasystem och samman &tning

bestaende av rena tensorprodukter. Det motsvarande mattet for samman atningsentropi, istallet for tva-
entropi, de nieras Z

EEI(K) EEQ wi=  t( alogy( a) 2 2% e,

T (2.19)

dar A ar en reducerad densitetsoperator for uttillstandet.



2. Tvanivasystem och samman &tning

2.3. Samman atning
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Tvanukleonsystem

Samman atningen som kan uppstd d& en neutron och en proton kolliderar &r beroende av deras gemen-
samma tillstand. | detta projekt undersoks endast samman atning med avseende pa spinn, men for att
beskriva spridningsprocessen behéver aven nukleonernas ovriga frihetsgrader beaktas.

Vaxelverkan mellan en neutron och en proton domineras av den starka kraften for vilken de tva partiklarna

i stort sett kan betraktas som identiska. Massorna ar approximativt lika stora och de elektromagnetiska
egenskaperna som annars sarskiljer dem fran varandra ar inte relevanta i en sadan interaktion. Neutronen
och protonen kan darfér ses som tva olika tillstdnd av en nukleon. For att sarskilja mellan de tva tillstan-
den kan konceptet isospinn anvandas. En nukleon har isospinh= 1= och isospinnprojektiont, = 1=,
vilket karakteriserar om nukleonen ar en neutron eller proton. For interaktioner som domineras av den
starka kraften bevaras det totala isospinnetT [19].

Ett tvAnukleonsystem kan alltsa betraktas som en tensorprodukt av tvanivasystem i isospinnrummet
H isospinn - Den kopplade basen for detta rum fas pa samma séatt som for spinn, se ekvation (2.5). For
systemet av en proton och en neutron kommer docl isospinn  Vara tvAdimensionellt, till skillnad fr&n det
fyrdimensionella H spinn , eftersom nukleonerna har xa varden pat,. Den totala isospinnprojektionen T,
kommer av den anledningen alltid vara noll, vilket resulterar i de tva kvarvarande bastillstindenjo0i och
j1Gi for neutron-protonsystemet.

Forutom frihetsgraderna i H isospinn  har ett tvanukleonsystem rumsliga och spinnfrihetsgrader. Det ge-
mensamma hilbertrummet H g for tvd nukleoner kan alltsa skrivas som

H AB — H A H B — H rum H spinn H isospinn ; (3-1)

dar Ha ochHpg &r hilbertrummen for de enskilda partiklarna. Motsvarande tvanukleontillstand blir

j i:j lrum J ispinn J i (3'2)

isospinn -

Det gar aven att faktorisera H ,y, genom att dela upp den i det gemensamma masscentrums rorelse och
den relativa rorelsen av nukleonernaH g blir i detta fall

Has =Hcm  Hre Hspinn Hisospinn - (3.3)
D& anvands koordinater for masscentrums rérelse samt den relativa rérelsen, som de nieras enligt [15]

MaXa + MeXp |

X= —, X =X XB,
Ma + Mg rel A B
M Py MaPg
= + : = -2 > 3.4
p Pa Ps Prel ma + Mg ( )
mam
M = ma + mg; = A8
mpa + mpg

dar xa, Xg, ma, Mg, Pa, Pg &r koordinater, massor och rérelseméngder for de enskilda partiklarna
respektive B [15]. Med relativistiska korrektioner &r storleken pa den relativa rérelsemangdemnye,

Tiab M3 (Tiap +2Mg)
(Ma+ mg)2+2mMpTiap

Pl = (3.5)

vilket reduceras till det icke-relativistiska fallet for laga energier [20]. Tiap &ar den kinetiska energin i
laboratoriets referenssystem, det vill sdga det referenssystem dar en av nukleonerna ar i vila. Férdelen med

11



3. Tvanukleonsystem

omskrivningen till relativa koordinater ar att rorelsen da kan betraktas i masscentrums referenssystem,
dar per de nition p = 0. Bland annat behéver endast den relativa verkan av en operator pa ett tillstand
betraktas om denna kan faktoriseras sonK = 1cy  Kie [15].

Neutron-protoninteraktionen bevarar kvanttalen isospinn T, spinn S och totalt rérelsemangdsmoment
J men ej nodvandigtvis det orbitala rérelsemangdsmomentet_ [15]. For givna varden paJ och S ges
mojliga varden pa L av

iJ S L jJ+Sj; S=0;1 (3.6)
i heltaliga steg. Vidare &ar nukleoner fermioner, vars totala vagfunktioner enligt Pauliprincipen &r anti-
symmetriska under utbyte av partiklar [13]. Om permutationsoperatorn P de nieras som den operator
vilken byter plats p& partikel A och B fas féljande egenvardesproblem

Pji=pji; (3.7)

vilket alltsa for ett tvanukleontillstdnd méaste ha egenvardet p = 1. For tvanukleontillstandet enligt
ekvation (3.2) fasp=( 1)S*L*T vilket leder till att S+ L+ T =2m+1, dar m &r ett heltal. Detta villkor
i kombination med ekvation (3.6) resulterar i att kvanttalen for tvAnukleontillstdndet innan interaktionen
S, L, T, J samt efter interaktionen S° L° TC J°méaste uppfylla

= SO
TO
L°+2m; m=0; 1
=J¢

(3.8)

o 4d4wn
1

En uppséattning kvanttal S, L, J kan representeras av en spektroskopisk terr@>*1 L ;, en sa kalladkanal.
Koppling mellan olika kanaler kan ske da villkoren i ekvation (3.8) ar uppfyllda. Exempelvis kopplar
kanalerna®S; och 3Dj.
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Spridningsteori

For att beskriva kollisionen mellan en neutron och en proton anvands det gemensamma tvanukleontill-
stdndet j i enligt ekvation (3.2). Den rumsliga delen av tillstdndet, j i,,,, betraktas i masscentrums
referenssystem med koordinater enligt ekvation (3.4). Kollisionen antas vara elastisk. Detta visar sig
f& som foljd att tvapartikelproblemet blir analogt med situationen dar en partikel med den reducerade
massan och inkommande rorelsemangdp,,, sprids mot en interaktionspotential V och far utgdende
rorelsemangdp?, [21], se gur 4.1. For att beskriva hur det totala tillstdndet j i férandras fran kollisio-
nen anvands spridningsteori. De operatorer och funktioner som anvands i formuleringen av spridningen
kommer generellt att bero pa , spridningsvinkeln i masscentrums referenssystem, ocFiay , den kinetiska
energin for den inkommande partikeln i laboratoriets referenssystem. Problemet &r rotationssymmet-
riskt kring z-axeln vilket medfor att den azimutala vinkeln ' kan sattas till 0. Tj;p och &r ekvivalent
information som att veta den inkommande respektive utgdende relativa rérelsemangdem,,,, p°, for

j i. Spridningsteorin formuleras forst for partiklar utan spinn, for att sedan utvidgas till de ytterligare
frihetsgrader som partiklar med spinn tillfor.

pg/\

E'c
>
1
1
1
1
1
\\I
+ o
i
1
1
1
1
1
'S
TUU
U'o
a
1
1
1
1
1
YN

rel

>0

@) (b)

Figur 4.1: (a) Schematisk bild av elastisk neutron-protonspridning i masscentrums referenssystenp, ,
pg &r inkommande rorelsemangd ochp?, p$ &r utgdende rérelsemangd. &ar spridningsvinkeln. (b)
Schematisk bild av det analoga enpartikelproblemet dar en partikel med inkommande rérelsemangg,

och utg&ende rérelsemangg?,, sprids mot en potential V med samma spridningsvinkel .

D& tva nukleoner interagerar ar ett grundlaggande antagande for att beskriva spridningen att partiklarna
blir rumsligt separerade och slutar interagera langt innan och langt efter kollisionen. Detta innebar att
interaktionspotentialen &ar av kort rackvidd [15]. Tvanukleontillstandet kan saledes betraktas som ett
fripartikeltillstdnd da t! 1, dart =0 &r tiden da kollisionen ager rum. Hamiltonianen for systemet i
masscentrums referenssystem, dar det anvands afi = 0, blir [15]

2 2 2
_ b prel _prel —
H= Lt _+ Xl py=Crel p v=H,+V 4.1
2M 2 2 0 “1)

uttryckt i de relativa koordinaterna, se ekvation (3.4). Ho ar Hamiltonianen for ett fripartikeltillstand
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4. Spridningsteori 4.1. Partialvagor och fasskift

ochV é&r interaktionspotentialen®. Hamiltonianen, och séledes tidsutvecklingen av systemet, beror endast
pa den relativa rorelsen. Uttrycket for H ar saledes analogt med det for en ensam partikel som paverkas
av en x potential, vilket forenklar den matematiska beskrivningen av situationen [15].

P& stora avstand fran interaktionspotentialen har den spridda vagfunktionen, m (r; ) = MXej i
den asymptotiska formen

rum?

. eikr
am ()= A &+ f (T ) — 4.2)

dar A ar en normeringskonstant. Detta & en summa av den inkommande plana vagee? och en spridd
sfarisk vage" = med amplitud f (Tiap; ). Denna amplitud kallas for spridningsamplituden och beskriver
sannolikheten att en partikel sprids i en viss vinkel fran z-axeln [13] vid en viss energiTiap. f (Tiab; )
ar relaterad till observabeln di erentiellt tvarsnitt d , vilken de nieras enligt [15]

Antal partiklar som sprids in i rymdvinkel d per enhetstid 2
d = - . ; [d]=L= (4.3)
Inkommande 6det av partiklar
Relationen mellan spridningsamplituden och det di erentiella tvarsnittet ar [15]
d Yo 2
T(Tlaba )= if (Tiaw s )% (4.4)
| en spridningsprocess ar operatorrs den grundlaggande operator som relaterar ett initialtillstand j i =
limgy: ) ()i med ett uttillstdnd | i =limyy ()i via
J uwi=Sj ini: (4.5)

S bevarar energi da spridningen &r elastisk och de nieras genom att studera den asymptotiska evolutionen
av tillstdndet j (t)i [15]. SpridningsoperatornS kan skrivas som [15]

S=lcwm Srel; (46)

vilket innebar att delen av tillstdndet som beskriver rorelsen av masscentrum inte paverkas av spridningen,
eftersom

Sj [ :(1CM Srel)(j iCM ] irel): 1CMj iCM Srelj irel; (4-7)

dérj i, inkluderar bade den relativa rérelsen och spinn [15]. Det &r allts& endasBe; som kommer vara
av intresse att studera. Hadanefter anvands beteckninge!® = Sy, K = K 0Ch p = p,g fOr att forenkla
notationen. Konventionen ~ =1 anvands aven, vilket innebér att k = p.

4.1 Partialvagor och fasskift

Den rumsliga delen av ett tvanukleontillstdnd kan betraktas som ett fripartikeltillstand, ekvivalent med
ett planvagstillstdnd, langt innan och langt efter spridningen. For en fri partikel kommuterar Hamilto-
nianen Ho som bekant med rorelsemangd, sé planvagstillstangki i rérelseméangdsbasen ar egentillstand
till Ho. FOr partiklar utan spinn kommuterar @ven fripartikelhamiltonianen med totalt orbitalt rorelse-
mangdsmomentL? och dess projektion iz-led L,. Darmed &r en alternativ bas for ett fripartikeltillstand
JE;L;M Li, som brukar kallas for den sfariska vagbasen ellgpartialvagsbasen[22].

Relationen mellan rérelsemangdsbasen och partialvagsbasen beskrivs av uttrycket

2
H<JE;L;MLi=p% 'Zi E YM(K) (4.8)

dar k = jkj, YL'VIL (Q) ar klotytefunktionerna som beror av vagens propagationsriktningﬁ, och (i) &r
Diracs deltafunktion. En plan vag jki kan darmed skrivas som en summa av partialvagor [22]. Fran detta
kan spridningsamplituden f (Tiap; ) skrivas i termer av fasskift |, vilket blir

x
f(Tai )= 5 (L+D[€?- 1P (cos ); @9)
L=0

1Ett exempel p& en s&dan interaktionspotential &r Nijmegenpotentialen [12], vilken modellerar interaktionen mellan par-
tiklarna i nukleon-nukleonspridning.
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4.2. Spridning for partiklar med spinn 4. Spridningsteori

dar P (cos ) ar Legendrepolynom [21]. Koe cienterna (€2t 1) kallas for de partiella spridning-
samplituderna f| [21]. En anvandbar omskrivning av f,, for att studera spridning vid laga energier
ar

_ 1 2 _ 1, ¢ét e't 1, _ _

fL—ﬂe 1)—Ee T—ke sin( )=
_ 1 RPN | sin( L)(cos( L)+ isin( L)) _
= g sinCoeos(L) +isinC L)) = feescr ™ Tsing L)(cos( ) + isin( 1) (4.10)
_1 sin( ) _ 1 ]
" kcos(L) isin(L) k(cot( L) i)

Expansionen avk?-*1 cot( | ) vid I&ga energier,e ektiv rickviddexpansionen &r
K>+ cot( L) = §+ rok?=2 + O(k*): (4.11)

dar a kallas for spridningslangden, som kan anta bade positiva och negativa varden, ochy ar den
e ektiva rackvidden? [21]. Vid laga energier, smak, fas att f| k2., vilket implicerar att endast
partialvagen L = 0 bidrar betydligt [21]. Partialvagor med L =0 kallas for s-vagor. Dessa kan anvandas
som en lagenergiapproximation for spridningen, vilket kommer goras i detta projekt for att behandla
spridningsproblemet analytiskt. Spridningsamplituden foér s-vagor kan allts& skrivas som

1

f(Tap; )= fL=g = > -
(Tiabs )= fL=0 1L S L o) K

(4.12)

vid laga energier.

4.2 Spridning for partiklar med spinn

For partiklar med spinn kan initialtillstdndet j i,i skrivas som en tensorprodukt av ett fripartikeltillstand
och ett spinntillstdnd j i = jki j i j k; i och p4 samma satt for uttillstandet j i = jkO

i 9 j k% 9. Lat fj ig beteckna en godtycklig spinnbas, exempelvis den okopplade enligt ekvation
(2.4) eller den kopplade enligt ekvation (2.5). | avsnittet nedan kommer det till en bérjan att antas att
spinntillstdnden &r i ngot av bastillstanden.

S-operatorn bevarar energi vid elastisk spridning. For godtyckliga spinnbastillstdnd och fér inkommande
respektive utgaende rorelsemangd kan d& delas upp enligt [15]

% 9Sik; i = 3(k® k) o 2i (Exwo Ex)HK% 9Tik; i; (4.13)

dar den forsta termen beskriver de triviala delarna av spridningen, det vill saga de fall dar initialtillstandet
inte andras. Den andra termen bevarar den totala energin och beskriver de icketriviala delarna av sprid-
ningsprocessenT -operatorn har &ven introducerats, vilken uppfyller Lippmann-Schwingerekvationen [21]
1
T=V+V_———T,; 4.14

E Ho+ i ( )
dar i &ar en komplex energi som adderas tillE for att undvika singulariteter 3 [22]. Lippmann-
Schwingerekvationen ar det grundlaggande samband som beskriver kvantmekanisk spridning. Det gar
alltsa att hitta T for en given energiE och potential V genom att l6sa ekvation (4.14). T-operatorn
relaterar aven till spridningsamplituden enligt [15]

fia o(Tan; )= (2 )% W% 9Tik; i: (4.15)

Detta uttryck for f (Tiap; ) ar en generalisering av ekvation 4.9 for partiklar med spinn, och innehaller
pa samma satt en summa av Legendrepolynom. Vidare ar spridningsamplituden, precis som tidigare,
relaterad till det di erentiella tvarsnittet [15]

d
- (Tiabs )= fji oi(Tian; e

4.16
djij o ( )

2Fran engelskans e ective range.
Spar ! 0.
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4. Spridningsteori 4.2. Spridning for partiklar med spinn

Generellt ar inte spinntillstanden i ndgot av spinnbastillstdnden utan i en superposition av dessa, vilket
kan skrivas som X
ji= ji: (4.17)

Séttes detta uttryck in i ekvation (4.16) far man istéllet for en skalér spridningsamplitud f; ij o (Tian; )
en amplitudmatris M (Tiap; ) Som innehaller spridningsamplituden fér varje mojlig kombination av initial-
och utspinnbastillstdnd enligt

d X 2 2

d iy o (Tan; ) = ofj i o (Tap; ) h GM (Tian; )j (4.18)

Matrisen M i den okopplade spinnbasen, som betecknad , kan alltsd representeras som

2 3
£ jroigomi f st f it f i
- R f s F s
My (Tiap: ) = g il jrHil Al i : 4.19
1 (Tiab ) £ i f gt f it f i (4.19)
f i f s fjinjas T jumijani

Initialtillstandet relateras via M -operatorn till den spridda delen av uttillstdndet i spinnrummet genom
M ] ini
h ian M J in [

J wl=Pp

(4.20)

dar M innehaller all dynamisk information om spridningsprocessen [15]. Till skillnad franS sa ar M

inte unitar, vilket gor att uttillstdndet i ekvation (4.20) maste normeras. Ett uttillstind som bildats

enligt ekvation (4.20) ar saledes inte ekvivalent med ett uttillstand som fas da spinndelen a\B-operatorn

verkar pa ett initialtillstand, enligt motsvarigheten till ekvation (4.5) i spinnrummet. Det uttillstand som

fds med S innehdller daven de triviala delarna av spridningen, inklusive initialtillstandet. | specialfallet

med s-vagor,L = 0, &r relationen mellan S och M i den rumsliga partialvagsbasen samt den okopplade

spinnbasen [23]

St 1
2ik

M0 = (4.21)

Sammanfattningsvis ar det mojligt att studera samman atningen av tva nukleoners spinntillstand efter
spridning. Givet ett initialtillstdnd j i, en interaktionspotential V, rérelseenergiT ap, och spridnings-
vinkel  kan Lippmann-Schwingerekvationen losas for att fA utT och darmed M . Alternativt kan ett

uttryck for M hittas analytiskt for s-vagor, givet ett uttryck for S-=9 | med ekvation (4.21). Om sedan ut-
tillstandet berdknas kan graden av samman atning méatas med exempelvis tvaentropin eller samman &t-

ningsentropin. Genom att medelvardesbilda 6ver samtliga initialtillstind kan mangden samman &tning
som operatornM ger upphov till bestdmmas.

16



Del Il

Implementering och resultat

17






Implementering

| detta kapitel beskrivs berakningsproceduren samt implementeringen av de funktioner som anvands for
att numeriskt berdkna samman atningsstyrka och samman atningsentropi. Som tidigare namnts kontras-
teras det numeriska tillvigagangssattet fran det analytiska genom att s-vagsapproximationen ej behdvs.
Detta mojliggor en analys av samman &tning i realistisk nukleon-nukleonspridning, det vill sdga da er
partialvdgor med L > 0 inkluderas. Vidare mojliggor detta analyser av spridningsvinkelberoende och
beroendet av hdgre energier.

Ett program har tillhandahallits av Oliver Thim for att I6sa Lippmann-Schwingerekvationen (4.14), samt
producera M -matrisen fér en given potential [24]. Konvergensen av relevanta parametrar analyseras i
avsnitt 5.3 for att foérsakra att den berdknade M -matrisen ar numeriskt konvergent.

5.1 Berakningsprocedur

Det tillhandahallna programmet &r skrivet i C =+ och kompilerades som ett importerbart paket i Python.
Programmet anvandes for att berékna Lippmann-Schwingerekvationen i en partialvagsbas med hjalp av
matrisinversion [25]. FoOr att |0sa ekvationen behdver anvandaren satta ett antal parametrar. Antalet olika
partialvagor, 2S*1 L;, som uppkommer i basen och inkluderas i lI6sningen begransas av den numeriska
trunkeringsparametern Jn,« . Parametern de nieras som

i3 0Sj L jJ+Sj; J Jma; S=0;1; (5.1)

och begransar darmed de mdjliga vardena pa det orbitala rorelsemangdsmomentét. For exempelvis
Jmax = 1 erhélls partialvagorna 1Sy, Sy, 1P1, 2P, 3P, och®D;. Vid laga energier dominerar partialvagor
med ett 1&gt L -kvanttal och saledes ar ett lagt varde padJmax €n god approximation. | takt med att energin
okar sa forsamras approximationen och da behdver er partialvadgor beaktas. Detta kraver ett hogrel nax
som i sin tur medfor att det tar langre tid att I6sa Lippmann-Schwingerekvationen. Ytterligare en relevant
parameter ar antal gaussiska kvadraturpunkter,N,, som diskretiserar Lippmann-Schwingerekvationen pa
integralform till en linjar matrisekvation [21]. Berakningstiden dkar a&ven med denna parameter.

De erhallna resultaten har framst askadliggjorts som en funktion av spridningsvinkel och energi, dar
konvergerande varden pa resterande parametrar har blivit ansatta (se avsnitt 5.3). Vad géller modellering
av den starka véaxelverkan mellan neutronen och protonen beaktas endast Nijmegen I-potentialen i denna
studie. Denna potential &r endast de nierad forJ  9[12]. Fran programmet erhdlls slutligenM -matrisen

i den kopplade spinnbasen, bestaende av spridningsamplituder relaterade till -operatorn enligt ekvation
(4.15). De samman atningsmatt som har anvants ar de nierade for den okopplade spinnbasen, se ekvation
(2.4). Eftersom M -matrisen beréknas i den kopplade spinnbasen, enligt ekvation (2.5), behdver den
transformeras till den okopplade basen enligt

My = A MguA; (5.2)

dar A &r den transformationsmatris som relaterar baserna genom Clebsch-Gordankoe cienter, se ekvation
(2.6).

Vidare anvands en Blochsfarsparametrisering for att uttrycka de bada initialtillstanden, j i ochj gi,
som i ekvation (2.3). Det gemensamma initialtillstdndet for nukleonerna,j ini, fs som tensorprodukten
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5. Implementering 5.2. Monte Carlo-integration 6ver Blochsféaren

av deras tillstand enligt

2 3 2 3
in: coS4- CoSE-
- _ B cos-4- _sinTBe" B Z
Iin g in; Z g sin4-¢' ~ cosg O (®-3)
in; 4 nTAe' smTBe' B

D& bade samman atningsstyrka och samman atningsentropi ar funktioner av densitetsoperatorn mas-
te initialtillstandet uttryckas i densitetsoperatorformalism. Eftersom initialtillstdnden &r rena férenklas

ekvation (2.7) till iy = j inih inj och blir d& en 4x4-matris enligt
2 .
i in;ai? in;1 in;2 in;1 in;4
- i2 )
in;2 in;1 ) in;2l in;2 in;4
. ) ) (5.4)
. S
in;4 in;1  ini4 in;2 J in;4l

Darpa fas uttillstdndet, ag , genom att utféra matrisalgebran i ekvation (2.9), med M -operatorn i den
okopplade basen. Slutligen erhalls den reducerade densitetsoperatorn enligt ekvation (2.10).

5.2 Monte Carlo-integration 6ver Blochsfaren

For att berakna medelvardet av samman &tningsentropin for alla mojliga initialtillstand utférs en in-
tegrering 6ver de tvd Blochsfarernas vinklar, o och g, samt' 5 och' g. Samman &tningsstyrkan ar
per de nition en medelvardesbildning genom integrering 6ver Blochsfarerna. Alltsd behover en integral
6ver samma doman losas for att berédkna de tva samman atningsmatten. For att berékna integralerna
numeriskt har Monte Carlo-integration [26] tillampats:
4 -

| = f(x) dx MX\I f(xi): (5.5)
Summan beréaknas genom att slumpmassigt valjaN stycken punkter xi =( a:;' a; 8;' B) uniformt fran
integrationsvolymen V. Da nukleonernas Blochsfarer uttrycks i sfariska koordinater fasdx = d Ad g =
(sin( A)d ad' A)(sin( g)d g d' g). Har slumpas' uniformt inom intervallet 0 ' 2 .Da slumpas

utnyttjas att dcgﬁ =sin( ), sin d = dcos(), sa att di erentialen kan skrivas som

d ad g =(dcos(a)d a)(dcos(g)d B): (5.6)
De nitionsméangden for  ar 0 , och sdledes fas de nitionsmangden

cos() cos() cos(0), 1 cos() 1 (5.7)

for cos( ). For att fa en uniform fordelning pa Blochsfaren valjs z = cos( ) uniformt mellan 1 och 1 och
vardet pa fas genom = arccosz.

5.3 Konvergensanalys

Samtliga berakningsmetoder maste vara numeriskt stabila for att ge tillforlitiga resultat. Darfor gérs
tre konvergensanalyser, tva for parametrarnaJmax och Nj till programmet som lI6ser Lippmann-
Schwingerekvationen, samt en for integrationen dver Blochsfaren.

Programmet som loser Lippmann-Schwingerekvationen ger den numeriskt beraknadd -matrisen, vilken
alla numeriska resultat bygger pa. For att halla nere berakningstiden och samtidigt forsékra att resultaten
ar konvergenta for de av anvéndaren ansatta varden pdmax 0chNp gors analysen i 5.1. Utifrdn gur 5.1a
framgar det att hdgre Jmax ger ett resultat som borjar avvika fran E,. 5, =9 forst vid hogre energier. Det
ar forst vid Jmax = 8 som tvaentropin konvergerar genom hela energiintervallet. Om inget annat namns
sd ar kommande resultat genererat medmax = 9. | gur 5.1b presenteras hur tvaentropin konvergerar
for Np, och det framstar att konvergens ar uppnatt vid N, = 40. | studien har genomgé&endeN,, = 120,
vilket ar ett konservativt val och tillats av programmets e ektivitet. For att spara berakningstid hade
denna parameter kunnat minskas utan att tappa numerisk stabilitet.
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5.3. Konvergensanalys 5. Implementering

Jmax Np
1 2 3 4—5 5 10— 20
—6 —7—8—9 —40 —80
0:4 0:4
= =
' 0:2 ' 0:2 4
O | T T T O L T T T
0 100 200 300 0 100 200 300
Tian [MeV] Tian [MeV]

(a) Konvergensanalys av tvdentropin E, for tkande (b) Konvergensanalys av tvaentropin E, for tkande
Jmax - Nop.

Figur 5.1: Konvergensanalys av tvaentropin E, fér parametrarna Jmax och N,. Spridningsvinkeln &r
xerad vid =112 .

D& berakningen av den genomsnittliga samman atningen anvander sig av medelvardesbildning Gver ett
begransat antal slumpgenererade tillstand ar det centralt att undersoka hur resultatet konvergerar som
en funktion av antalet tillstdnd. Standardavvikelsen vid Monte Carlo-integreringen ger ett matt pa pre-
cisionen fér approximationen i ekvation (5.5), och ges av [26]

r
H2i hfiz
N 1

dar i i &r det aritmetiska medelvardet 6ver antal samplade punkter,N, och V &r integrationsregionen.

Notera sarskilt att standardavvikelsen ar proportionell mot 2’ ¥ och att den numeriska integrationen
darmed konvergerar med 6kande antal stickprov.

= Vi (5.8)

13 p—
0:3 ATt L 0:04 —C= N
: / ™. N
0:25 / 0:03
2 02 / z
EJ/ / 0:02
0:15 + / \
01 /‘ 0:01 7 e (500, 0.006)
RV S Tl
T T T T 0 T T — E——
0 100 200 300 24 26 28 9l ol2 5l4
Tian [MeV] N
(@) Samman atningsstyrka medelvardesbildad &ver (b) Standardavvikelsen som Srﬁunktion av N. Funk-
500 tillstdnd vid =112 och T upp till 300 MeV. tionen &r uppritad mot C= N, dar C &r en kon-
Standardavvikelsen okar med Tiap for =112 . stant som har anpassats mot data. Vid N = 500 &r

n=500 = 0:;006. Vid N =1000 ar y=1000 = 0;004
Figur 5.2: Standardavvikelsen, y, av samman atningsstyrkan for olika energier, T5,, 0ch varierande
antal medelvardesbildade initialtillstand, N.
For att fa en feluppskattning pa medelvardesbildningen av samman atningsstyrkan har standardavvikel-

sen, ekvation (5.8), berdknats for xerade varden pa energi och spridningsvinkelTa, = 300 MeV samt
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5. Implementering 5.3. Konvergensanalys

=112 . Da standardavvikelsen okar medT,,, for =112 (se gur 5.2a) ger ett hogt varde pa energin
ett konservativt estimat pa standardavvikelsen.

Figur 5.2b visar hur standardavvikelsen av samman &tningsstyrkan minskar med N . Det noteras att
standardavvikelsen minskar proportionellt med 2§, vilket Gverensstammer med ekvation (5.8). Bada
vardena som motsvaras aN = 500 och N = 1000 har markerats. Standardavvikelserna pa = 0;006
respektive = 0;004 ar de felmarginaler som anvants for samtliga numeriska resultat i rapporten.1000
medelvardesbildningar ger en aning lagre standardavvikelse, men ar betydligt mer kostsamt att berdkna.
Darfor har medelvardesbildningar av 1000 tillstand endast berdknats da spridningsvinkeln varit xerad,
se gur 6.5. Vid berakningar 6ver hela vinkel- och energiintervallet har istallet N valts till 500 tillstand.

For att erhdlla ett resultat som uppvisar kvalitativa likheter med ett konvergerat varde har en stan-
dardavvikelse betraktats som en godtagbar felmarginal. Detta ger ingen absolut undre eller évre grans
for samman atningsstyrkan, snarare ett troligt intervall som samman atningsstyrkan boér ligga inom.
Utifran det faktum att standardavvikelsen gar mot noll for okande N gar det att dra slutsatsen att
den numeriska Monte Carlo-integreringen &r en konvergerande metod. Vad géller konvergensen av den
numeriska trunkeringsparametern Jnax ar det ej mojligt att avgora hur val konvergerat resultatet ar for
Nijmegen I-potentialen, da denna potential endast ar de nierad for Jnax 9. Figur 5.1a antyder dock
att felet har storleksordning p& ndgon procent och ses darmed som ett litet numeriskt fel. D&, 40 ger
ett konvergerat resultat kan slutsatsen dras att de numeriska metoderna konvergerar val for andamalet i
fraga.
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Resultat och diskussion

Inledningsvis presenteras i detta kapitel den analytiska undersdkningen av lagenergispridningen i avsnitt
6.1. S-matrisen samt det analytiska uttrycket for E(S) for s-vagor harleds med utgdngspunkt i artiklarna
[9] och [10]. Darefter studeras dven samman atningsstyrkan forM -0 | speciellt anvéands e ektiv rack-
viddexpansionen i gréansenT;, ! 0. | avsnitt 6.2 foljer resultatet av den numeriska undersdékningen av
samman &tning i spridningsprocessen. En jamférelse mellan det analytiska och numeriska resultatet gors
aven har, dar samman atningsstyrkan for den numeriskt beraknadeM och den analytiskaM -=0 jamfors
for energier Tigp < 6 MeV.

6.1 Analytisk studie av lagenergispridning

Spinndelen av spridningsmatrisenS och samman atningsstyrkan E(S) for tvAnukleonsystemet ar mojliga

att harleda analytiskt for s-vagor i termer av fasskift. De resulterande uttrycken presenteras i referens
[9] samt [10]. | detta avsnitt foljer en harledning av dessa uttryck, dels for att veri era resultaten men

aven for att fylla i de utelamnade mellanstegen. For s-vagor ar det till spridningsamplituden associera-
de LegendrepolynometP| o (cos ) en konstant och darmed fas inget vinkelberoende. Ekvation (4.21)
relaterar S-=° och M-=0 . Det analytiska uttrycket for E(M-=0) presenteras i form av en analytiskt

svarlost integral vilken beréknas numeriskt med Monte Carlo-integration. M -0 parametriseras i termer

av spridningslangd och e ektiv rackvidd for att korrigera numeriska osakerheter i fasskift fran NN-online

[27] i gransenk ! 0. S-=° -matrisen betecknar i detta avsnitt spridningsmatrisen for s-vagor reducerad
till spinnrummet.

6.1.1 Harledningav S
Fullstandiga berakningar for harledningen avS-= nns i appendix A.1.

S bevarar det totala spinnet [15], vilket medfor att den kan delas upp i en singlettdelSy och en triplettdel
S; enligt S = Sy + S;. Den bevarar aven det totala rérelsemédngdsmomentefl [15], vilket innebér att
[J;S]=1[J:5]=0 8] =) [32; S;1=0 8j, medj 2f 0;1g. Implikationen foljer frAn motsvarigheten till
produktregeln fér kommutation.

Det totala rérelsemangdsmomentet givetL =0 blir J = sap + sg, dar s = % 1g ochsg = 14 %
betecknar spinnoperatorn for respektive nukleon i det gemensamma spinnrummetoch = %+ ¢+ ,2
ar vektorn av Paulimatriserna. D4 blir J?2:

x3
J2=(sa+sp)’= 1+ Kook (6.1)
k=1
dar , &r konstanter och 1 ar den fyrdimensionella identitetsmatrisen.

S; kan skrivas som en Iinjé]gmmbination avJ? och 1 [9], vilket &r ekvivalent med att skriva det som en
linjarkombination av 1 och izl k  «k enligt ekvation (6.1). Det fas alltsa att

!
— H2 x :
S = g 1l+h kK ko (6.2)
k=1

for konstanter &, Iy och en fas j, dar ; kan bero paTap [9]. Konstanterna ag, by, a; och by uppfyller
att a; = 3b; ochapg = ky pa grund av att Sy och S; maste projicera pa singlettillstdnd respektive
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triplettillstdnd. Slutligen normaliseras S-=° genom att anvanda att S &r unitar, SYS = 1 vilket ger

ap = = och a; = 3. Uttrycket for S-matrisen for s-vagor blir alltsa
! !

} oo 1, 1% p, 3. 1%
Si° =S+ S =¢€?e Zl 1 3 K el Zl+ 1 k ko (6.3)
k=1 k=1
vilket kan skrivas pa matrisform som
_ 3
g2 0 0

2
0
_ ld204 g2 ld21 @d20 0
s”LO:E ( ) 3 ) oé: (6.4)
2

0 : f % : }
0 i(e|21 g? o) i(e|20+e|2 1) -
0 0 0 €

Den blockdiagonala formen pz‘SlS”L =0 uppkommer som en konsekvens av att det endast ar s-vagor som
studeras. Detta innebar namligen att det totala rorelseméangdsmomentet &r lika med det tot@a spinnet.
Ovan visades att detta ck som konsekvens attS kan skrivas som en linjarkombination av1 och E:l K

k, som bada ar blockdiagonala. Spinnbevaringsregler, det vill sdga att singletten projicerar pa singlett
och tripletten pd triplett, medfor &ven att S,, = Sgz samt Sy3 = Sgp, dér S &r matriselement pa rad i
kolonn j .

6.1.2 Samman atningsstyrka for S
Fullstandiga berékningar fér harledningen av samman atningsstyrkan for S-=° nns i appendix A.2.

Ett godtyckligt ickesamman &tat initialt spinntillstand skrivs har, i den okopplade basen, som en direkt
tensorprodukt

j ini =(aj'i + bj#i) (cji + dj#i)= acj™i + adj'#i + bcj#"i + bdj##i ; (6.5)
medan ett godtyckligt spinnuttillstind som kan vara samman &tat skrivs i samma bas som
jouwl=Sj mi= "™ + i+ N+ (6.6)

Eftersom S ar unitar bevaras tillstandets norm, sa att uttillstandet blir normaliserat d& initialtillstandet
ar det. Samman atningsstyrkan E(S) ar en medelvardesbildning av tvaentropin for en operator, i detta
fall S, dver alla direkta tensorprodukter, j ini, [9] och kan darfoér skrivas som

,d ad g

1
E(S) 5 (Sj ni)=2j j#=2 j TR (6.7)

dar det har anvants att ( | yi) = 2] j-

Lokala unitara transformationer, det vill siga en unitar operator som endast verkar pa ett av delsystemen,
paverkar inte samman &atningen vilket namndes i avsnitt 2.3. Detta far till féljd att de unitara operatorer
Ug som orsakar samman &tning kan parametriseras med endast tre parametrar x, y, . enligt [9]

k

Us=¢ «" " k=xy:z: (6.8)

Egentillstdnden for en operator Uy &r Belltillstdnden j *i,j i, *i ochj i de nierade i ekvation
(2.11) [9]. S ar en unitar operator som ger upphov till samman atning och blir uttryckt i Bellbasen

2. 3
g2 0 0 0
- 0 ¢€?2: 0 0
SII§e|lo = g 0 0 ei2 1 0 é: (6-9)

0 0 0 €20

Om det rena initialtillstandet, enligt ekvation (6.5), samt uttillstdndet i ekvation (6.6) transformeras till

Bellbasen kan koe cienterna , , , skrivasitermer av S5;° -matrisens egenvarden och koe cienterna
for initialtillstindet a, b, c, d genom att beraknaSgi’ j inigey = § utige) - Resultatet blir

8 _

E = é?1ac

= 3(¢2:(ad+ bg+ €2°(ad bo)
3 = 3(é?1(ad+ bg+ €2°(bc ad))
= €2 1bd:

(6.10)
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Fran ekvation (6.10) kan | j? beraknas, vilket ger

i = gad bg'l cosé(s o)): (6.11)

For att medelvardesbilda éver samtliga initialtillstind parametriseras dessa av o, g,"' a,' s pa Blochs-
faren enligt

= 7A.:'7Ai'A.: 7B.='78i'5. 12
acosz,bsmze,ccosz,dsm2e, (6.12)

och sétts darefter in i ekvation (6.11). Eftersom%(l cos(4(1 o)) ar konstant racker det att integrera
jad bg* i ekvation (6.7), vilket i Blochsfarskoordinater blir en summa

jad bg* = £ si( a)sin’( 5)cos(2 5 * a))*

cos( g ' a)sin( a)sin( g) cod 7A sin? ?B +c0s? ?B sin? ?A +  (6.13)

4 A a4 B 4 B 4 A 1 ., L2 .
+cos® 2 sin* = +cos* — sin* & + “sin sin :
2 I 2 2 | 2 4| ( A)sin“( g)

Integration av jad bg* forenklas av att termerna i summan &r separabla, vilket medfor att varje parameter
kan integreras separat. De termer ijad bd* med' -beroende férsvinner eftersom var och en av dessa
termers' -beroende kan skrivas pa formere™ for heltal m, vilket ger noll d& ' integreras fran 0 till 2 .
Resten av termerna fran uttryck (6.13) integreras alla till 1. Detta ger:

(6.14)

Slutligen fas

sif(2(1 o).
6 L

vilket 6verensstammer med uttrycket for samman atningsstyrkan for S-matrisen och s-vagor i referens

[9] samt [10].

E(S©0)=2]  FF=2 ; (1 cosé(r o))= (6.15)

180

135+

90

Fasskift [ ]

Tiab [MeV]

Figur 6.1: Fasskift for singletten 1Sy och tripletten 3S;, samt skillnaden mellan dessa, som funktioner av
Tiap fOr energier upp till 6 MeV.

For att berakna samman atningsstyrkan behévs varden pa fasskift for singletten®Sy och tripletten 3S;.
Dessa hamtas fran databasen NN-online [27], och illustreras som funktioner ali, i gur 6.1. Samman-
atningsstyrkan beror enligt ekvation (6.15) pa skillnaden mellan dessa, 1 o, Som ocksa visas i guren.

Villkoret for att samman atningsstyrkan ska bli noll enligt ekvation 6.15 & ;1 o = n = for heltal n.
| gur 6.1 observeras detta villkor vara uppfyllt vid 0MeV och omkring 1 MeV. Fran ekvation (6.15) ar
det tydligt att samman &atningsstyrkan for S-=0 inte kan anta hdgre varden &n¥s, och detta sker d&
1 o= =+ n = for heltal n.
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0:15 - 0:15
S0l S0l
[ [

L L
0:05 0:05
0 0|

(a) (b)

Figur 6.2: Samman &atningsstyrkan for S-=° -operatorn enligt ekvation (6.15) med fasskift fran NN-online
[27]: (@) upp till Tiap =50MeV och (b) upp till T,y = 6 MeV. Den streckade rutan markerar det omrade
som har forstorats i (b).

| gur 6.2 visas E(S-79) enligt ekvation (6.15) for Nijmegen I-potentialen, med fasskift frdn NN-online
[27]. Det noteras att gransvardet for E(S-=°) gér mot noll nar Ty, eller ekvivalent k, gar mot noll. Detta

beror pa att matrisuttrycket for Sfr =0 enligt ekvation (6.4) reduceras till identitetsmatrisen, som ej ger
upphov till samman atning, for mycket laga energier. Detta kan ses i ekvation (6.3) déar fasskift ! 0
och 1! dak! Oenligt gur6.1. Vid T,y 1 MeV observeras i gur 6.2 dven det andra nollstallet
som forutsades fran gur 6.1.E(S-7) ses anta det maximala vardetl=s i tva punkter, for T, 10 MeV

samt i en skarp topp vid en mycket Iag energi. Dessa varden pdj;, motsvaras av ;1 o= =4 respektive
3 =,

6.1.3 Samman atningsstyrka for M

Relationen mellan S- och M -operatorn &r enligt ekvation (4.21) for specialfallet s-vagor. Detta ger ma-
trisuttrycket for M i den kopplade spinnbasen och rumsliga partialvagsbasen

2 .
= 1 § 0 @20+ ¢g2:1 2) Lgd2: g29) 0 Z
L=0 - = 2\F _ 2! _ .
Mi 2k 4 0 Le2: g20)  L(@20+d?2: 2) 0 5 (6.16)
O 0 0 el21 1

En foljd av att M”L =0 har denna form, dar ett stort antal spridningsamplituder &r 0, &r att ett parallelit
initialtillstdnd inte kan byta spinn. Detta féljer av att f i = F i = i = 0, och
helt analogt for fups 4. . OM spinntillstdnden inte 4ndras skapas ingen samman atning, sa de
parallella initialtillstdnden bor vid l1aga energier inte bli samman atade. Ett antiparallellt initialtillstand
kan dock ge ett samman é&tat uttillstdnd eftersom spridningsamplituderna f j.ii = i 60i
s-vagsapproximationen.

Eftersom M inte ar unitar maste uttillstdndet normeras innan samman &tningsstyrkan kan beréknas.
Integration 6ver Blochsfaren &r inte lika trivialt som i det féregdende avsnittet dar E(S-=9) berdknades.
Formen pa integralen fér E(M -=°) blir

Z

_ c jad+ bg?
L=0\ — .
M= @y 42 s jad bgicy)?
i4 i 2 i4 i2 2
o (@41 282 Se 0 +2620)2 617)
Ci1=2(1 cos(21));

Cz=(cos(2 1) c0s(20));

dar a, b, ¢, d &r de nierade i ekvation (6.12). Pa grund av det rationella uttryck som ska integreras ar
denna utrakning svar att genomfora analytiskt. Utifran det analytiska uttrycket for M”L =0 i ekvation
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(6.16) berdknades samman atningsstyrkan istallet numeriskt med Monte Carlo-integration enligt avsnitt
5.2. Varden pa fasskift hamtades fran NN-online [27].

For laga energier, dar expansionen enligt ekvation (4.11) ar giltig och spridningsamplituder kan approx-
imeras enligt ekvation (4.12), blir ett approximativt uttryck pa M|||' =0 j termer av spridningslangd och
e ektiv rackvidd

2 3

Fi1 0 0 0
M L=0 g 0 I(Fi+Fo) 3(F1 Fo) O é .
! 0 3(F1 Fo) 3(Fi+Fo) 0°’
0

0 0 F1 (6.18)
1
Fi = : ;=00
i+ ro#kz ik
a 2

darj =0 tillhor singletten och j = 1 tripletten. Spridningsléangderna ag, a; samt de e ektiva rackvidderna
ro.0, lo:1 fOr singletten respektive tripletten berdknades genom att anpassa ett polynom med en kvadratisk
och en konstant term till kurvan k cot( ), med data fran NN-online [27]. Det noterades att gransvardet
limy okcot( ) divergerar for k . 0;02fm ! for bade singletten och tripletten, antagligen beroende pa
begransad numerisk precision hos NN-online. Av den anledningen gjordes kurvanpassningen endast med
varden pa fasskift for k > 0;02fm !. Resultatet av detta samt vardena pa spridningslangderna och de
e ektiva rackvidderna presenteras i gur 6.3. | artikeln [28] presenteras spridningslangder och e ektiva
rackvidder for 'Sy och 3S;. Dar anges vardenaay = 23,735fm, ro.0 = 2;673fm, a; = 5;435fm och
ro.1 = 1;852fm [28] p& dessa parametrar, vilka stammer relativt val 6verens med de varden som hittades
har. De erhdlina vardena paao, ro.0, a1, ro:1 frdn kurvanpassningen i gur 6.3 anvéands vid berakning av
M L=0 enligt ekvation (6.18).

—— NN-online ) -
a0 014 —— Kurvanpassning 5 087 A
E E
Y iy 0:2
= S
= =4 0:22
° ° —— NN-online
X X
0:24 + —— Kurvanpassning
T T T T T T T T T T T T
0 0:02 0.04 006 008 01 0 0:02 004 006 008 01
k [fm 1] k [fm 1]
(a) Singlett 'S, (b) Triplett %S,

Figur 6.3: Kurvanpassning av k cot( ) som funktion av k, med data frAn NN-online. Kurvanpassningen
ar gjord med varden pak mellan 0,02-0,11fm . Spridningslangd och e ektiv rackvidd for singletten
respektive tripletten fas till (a) ap = 23,86fm, ro.0 =2;70fm och (b) a; = 5;44fm, ro.; = 1;60fm.

| gur 6.4a presenteras samman atningsstyrkan for M -=0 dar lagenergiapproximationen enligt ekvation
(6.18) anvands for energier upp till Tz, = 0;08 MeV och uttrycket for M-=C enligt ekvation (6.16) an-
vands for Ti,p > 0,08 MeV. Skillnaden mellan samman atningsstyrkan beraknad med de tva uttrycken
visas aven i gur 6.4b for energier Tiyp < 0;08 MeV. Denna gur demonstrerar den begransade nume-
riska precisionen i fasskift fran NN-online vid mycket ldga energier. Detta ar aven tydligt fran gur
6.3 dar limy, okcot( (k)) inte existerar. | gur 6.4a observeras att samman &tningsstyrkan for M -=°
konvergerar mot ett nollskilt varde da& Tiqp ! 0, till skillnad fran E(S-70).
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0:3 .
--- NN-online
0:25 0:29
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Figur 6.4: Samman atningsstyrka for M -0 -operatorn vid smé energier. (a)M -~ konstruerades enligt
ekvation (6.18) for energier upp till T, = 0;08 MeV, och for dvriga energier enligt ekvation (6.16) med
fasskift fran NN-online. (b) lllustrerar hur fasskift fran NN-online gor att samman &tningsstyrkan avviker
fran de forvantade vardena, som fas med - =0 -operatorn enligt e ektiv rackviddexpansionen, fér energier
under Ti5p = 0;08 MeV.

6.2 Numerisk studie

Genom att numeriskt berakna M -matrisen kan nu samman atningen analyseras i den realistiska sprid-
ningsprocessen, dar er partialvagor inkluderas. Detta tillater analys av hdgre energier och introducerar
samtidigt ett spridningsvinkelberoende. Analysen gors for energier upp tillTizp = 300 MeV, samt for
spridningsvinkelintervallet 0 180 . Samman atningsstyrkan berdaknades genom att medelvardes-
bilda 6ver ett givet antal tillstand och det konstaterades att samman atningsstyrkan konvergerar mot
ett xt monster 6ver dessa intervall da antalet partialvagor 6kar.

6.2.1 Lagenergianalys och veri ering

| avsnitt 6.1.3 harleddesM -=° -matrisen analytiskt och dess samman &tningsstyrka presenterades i gur
6.4a. Darmed kan validiteten hos den numeriskt erhallnaM -matrisen veri eras i féljande gur 6.5.
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Figur 6.5: Analytisk och numerisk samman atningsstyrka for laga energier. Samman atningsstyrkan ar
medelvardesbildad 6ver1000 slumpgenererade tillstdnd. Den numeriska berakningen hadm. = 9 och
standardavvikelsen =0;004, se gur 5.2b.

For laga energier &r matriserna néstan identiska. D& energin 6kar borjar de partialvdgor medl > 0 verka,
vilka ej ingar i den analytiska modellen. Detta extra bidrag till samman &tningsstyrkan syns i guren da
den numeriska kurvan borjar avvika fran den analytiska med vaxande energier. Den analytiska modellen
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