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Popularvetenskaplig presentation

Ar det mojligt att hora formen av en trumma? Denna fraga populariserades under 60-talet da
Mark Kac publicerade en artikel vid samma namn. Flera matematiker har sedan dess, i en slags
kapplopning, forsckt 16sa problemet for olika typer av trummor. En av de betraktade trummorna
ar den sa kallade platta torusen, som kan liknas vid ett papper som rullats ihop till en cylinder
och sedan vikts runt till en ring. Till utseendet jamfors ofta den platta torusen med en munk eller
en badring. I sjdlva verket ar definitionen av en platt torus naturligtvis betydligt mer komplex &n
dessa forenklade visualiseringar. Dessutom fungerar trummorna, med deras ljud och form, endast
som en musikanalogi for ett matematiskt mycket djupare problem. Att tva trummor har samma
ljud &r en analogi for sé kallad isospektralitet mellan platta torusar. P4 samma sétt r tva trummor
med samma form en analogi for att tva platta torusar ar isometriska.
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Figur 1: Visualisering av en tvadimensionell platt torus. Bilden dr hdmtad fran ett projekt kallat
Hevea project [1].

Ar 1964 hittade John Milnor ett exempel pa tva 16-dimensionella platta torusar som producerar
samma ljud trots att de har helt olika form. Efter den forsta upptéckten har liknande par hittats i
lagre dimensioner, varav det senast funna paret &r i fyra dimensioner. Upptéackterna leder oss till
problemformuleringen for arbetet. Annu finns inte nagot exempel pa en triplett av fyrdimensionella
platta torusar som uppfyller dessa villkor. Darfor dr huvudfragan i arbetet om det dr mdojligt att,
med hjélp av en algoritm, hitta en sadan triplett. En algoritm &r en samling instruktioner som i
detta fall talar om fér datorn vad som ska utféras och i vilken ordning. For att forsta funktionen
av en algoritm kan den liknas vid ett bakrecept som beskriver i vilken ordning och pa vilket sétt
ingredienser ska anvidndas. Utover att hitta tripletter, kan denna algoritm dven ge andra relevanta
resultat som ej nédvéandigtvis ar kopplade till huvudfragan.

Den triplett-s6kande algoritmen som skapas under arbetet bygger pa programmering av sa kallade
linjdra koder. Detta eftersom varje platt torus kan kopplas till en linjér kod. Linjéra koder anvéinds
i industrin for att bland annat korrigera fel i datadverforing. Felkorrigeringstekniken sékerstéller
palitlig datadverforing for vanliga datorer séavil som nyteknologiska kvantdatorer. Tekniken &r i
stdndigt behov av utveckling. Detta ihop med den pagaende kapplopningen efter kombinationer av
platta torusar med de 6nskade egenskaperna, gor problemet sérskilt intressant. Forskningen fran
arbetet har potential att dels bidra med ny kunskap, och dels mojliggdra en utokning av sékningen
fran tripletter till exempelvis kvartetter i fyra dimensioner. Sokningen kan dven utdkas till hogre
dimensioner. Dessutom &r forhoppningen att algoritmen kan vara till nytta inom industrin.

Sokningen efter tripletter av platta torusar med samma ljud och olika form gérs inom ett mindre,
mer ldtthanterligt urval. De platta torusarna kvalificerar in i urvalet baserat pa om de foljer ett
sérskilt villkor eller ej. Slutsatsen fran sckningsresultatet dr att urvalet inte innehaller nagon sadan
triplett. For att en slutsats ska kunna dras kring om sddana tripletter existerar i fyra dimensioner,
behover urvalet forst utokas. Alternativt kan problemet betraktas fran andra hallet, ndmligen att
existensen istéllet motbevisas. Motbeviset kraver &nnu djupare forstaelse av matematiken bakom
platta torusar, men &r ett mojligt framtida projekt. Daremot gav algoritmen anvindbara resultat



som inte ar kopplade till fragan i sig. Bland annat bestammer algoritmen exakt hur méanga platta
torusar som foljer urvalets villkor och ddrmed raknas till urvalet. For att aterkoppla till musikana-
login kan algoritmen &ven dela upp trummorna i olika grupper med varsitt ljud och rdkna antalet
grupper. I viss utstrickning kan algoritmen pa liknande sétt dela in trummor i grupper efter form
samt rdkna antalet grupper.



Sammandrag

Detta kandidatarbete underscker om det existerar tripletter av isospektrala icke-isometriska
platta torusar i fyra dimensioner. Ar 1994 visade matematikern Alexander Schiemann att det
inte finns nagra par av platta torusar i tre dimensioner, vilket &ven giller fér en och tva
dimensioner. Tidigare har det hittats par av isospektrala icke-isometriska platta torusar i
fyra dimensioner, men inga fyrdimensionella tripletter har hittats. Denna rapport undersoker
existensen av dessa tripletter med en algoritm programmerad i Python. Var metod anvinder
radreducerade trappstegsmatriser och linjara koder, som &r delgrupper till Z™ modulo ¢, for
ett primtal ¢q. S6kningen i fyra dimensioner med algoritmen identifierade varken tripletter eller
par. I framtiden dr det mojligt att utoka sékningen till hogre primtal g eller med sammansatta
tal g. Det ar d&ven mojligt att utdka algoritmen till hogre dimensioner.

Abstract

This bachelor’s thesis investigates whether there exist triplets of isospectral non-isometric
flat tori in four dimensions. In 1994, mathematician Alexander Schiemann showed that there
are no pairs of flat tori in three dimensions, which also holds for one and two dimensions.
Previously various examples have been found of pairs of isospectral non-isometric flat tori
in four dimensions, but no four-dimensional triplets have been found. This report examines
the existence of the aforementioned triplets using an algorithm programmed in Python. Our
method utilizes matrices in row-reduced echolon form and linear codes, which are subgroups
of Z"™ modulo ¢, for a prime number ¢q. The search in four dimensions with this algorithm
yielded neither triplets nor pairs. In the future, it is possible to extend the search to higher
prime values of ¢ or composite numbers ¢. It is also possible to extend the algorithm to higher
dimensions.
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1 Inledning

Ar det mojligt att hora formen av en trumma? Denna fraga populariserades ar 1966 i en artikel
med samma namn, Can one hear the shape of a drum?, skriven av Mark Kac [2]. Sedan dess
har problemet 16sts for olika slags trummor. En av de betraktade trummorna &r den sa kallade
platta torusen, som forenklat kan liknas vid ett papper som rullats ihop till en cylinder och sedan
vikts runt till en ring. Sjédlva definitionen av en platt torus &r mer komplex &n sa och kommer
att tas upp i avsnitt 2.} Dessutom fungerar trummor, med deras ljud och form, endast som
en musikanalogi for ett matematiskt djupare problem. Att tva trummor har samma ljud &r en
analogi for isospektralitet mellan platta torusar. Kortfattat handlar isospektralitet om ett objekts
spektrum. Analogin ar sérskilt relevant da det fran vagekvationen kan hérledas att ett objekts
spektrum motsvarar precis de frekvenser som formen kan producera. Tva trummor med samma
form &r en analogi for att tva platta torusar ar isometriska. Isometri handlar istéllet om objektets
geometriska form. De tvi begreppen isometri och isospektralitet diskuteras noggrannare i[2.2]

Hypotesen bland matematiker var att det for platta torusar géller att isospektralitet medfor iso-
metri. Ett motexempel gavs samma ar av Milnor som hittade ett par isospektrala, icke-isometriska
platta torusar i 16 dimensioner [3| s.542|. Efter att Milnor upptéckt det 16-dimensionella paret
blev fragan vilken den ldgsta dimensionen ar dar ett sddant par kan existera. Kneser hittade ett
par i 12 dimensioner ar 1967 [4 s.31-39], och Kitaoka [5], s.495-497| hittade ett annat exempel
i atta dimensioner ar 1977. Tillsammans med Sloane reducerade Conway problemet till sex och
sedan fem dimensioner. I dagsldget har par hittats i fyra dimensioner [6], s.372-375]. T de ldgre
dimensionerna, det vill sdga for n = 1, 2, 3, dr det bevisat att platta torusars isospektralitet medfor
isometri mellan de platta torusarna.

Problemet ar inte begransat till att endast hitta par av isospektrala, icke-isometriska platta torusar,
utan ar dven relevant for tripletter och storre grupperingar. Det &r allmént ként att det finns
tripletter i 8 dimensioner och hogre, till {6ljd av [7, Sats 6.7]. Intuitivt kan det tolkas som att de
skapas av att sdtta ihop par fran ldgre dimensioner. Dérfor blir en intressant fraga huruvida det
existerar tripletter av isospektrala, icke-isometriska platta torusar i fyra dimensioner.

1.1 Problemformulering

Arbetets huvudfraga &r huruvida det existerar fyrdimensionella tripletter av isospektrala, icke-
isometriska platta torusar. Fragan har hamtats direkt fran studien The isospectral problem for flat
tori from three perspectives av Nilsson, Rowlett och Rydell, ddr den presenteras som en Oppen
fraga [7, Kap. 6.2]. Fokus i detta arbete ar att forsoka bevisa existensen av dessa tripletter.

1.2 Syfte

Syftet med arbetet dr att genom tillimpning av teori bakom platta torusar skapa och programmera
en triplett-stkande algoritm. Huvudmalet med algoritmen &r att besvara den centrala fragan och
dérmed fylla i detta vetenskapliga gap inom omréadet. Ett delsyfte &r att med hjilp av algoritmen
upptécka nya samband som svarar pa relaterade fragor.

I det optimala fallet kan delar av algoritmen komma till anvéindning inom industrin eller i framtida
forskning. Syftet ar ddrmed &ven att frimja potentiell utveckling av &mnesrelaterad teknologi samt
att mojliggora fler studier inom omréadet.

1.3 Rapportens uppbyggnad

Rapportens forsta del, kapitel [2] &mnar att ge ldsaren den teoretiska bakgrunden som &r ndd-
vandig for att senare férstd angripandet av huvudproblemet. Dér definieras viktiga begrepp som
platt torus, isometri, isospektralitet och olika matematiska representationer av den platta torusen.
Delkapitel 2:4] ger en 6verblick av de tidigare upptickter som gjorts inom forskningsomradet.

Den 6vergripande bilden av den triplettsdkande algoritmen som utvecklats ges i kapitel [3] dér
delkapitlen gar igenom all nédvéndig teori for att forsta algoritmens olika ingédende delar. I kapitel



M anvénds teorin sedan for att ge en sammanfattning av stegen i algoritmen, samt de avgrénsningar
som gjorts.

Slutligen presenteras resultaten fran studien i kapitel [5] och de diskuteras sedan i kapitel [6} I
appendix [A] presenteras en notationslista med matematisk notation som anvénds i rapporten.

2 Den platta torusen

I detta arbete utforskas fyrdimensionella platta torusar. Med hénsyn till den svarighetsgrad som
fyrdimensionella objekt innebédr for den visuella férstaelsen, bérjar vi med att betrakta endimen-
sionella och tvadimensionella platta torusar.

En platt torus i en dimension kan konceptualiseras som en endimensionell linje med identiska &nd-
punkter. Om en punkt ror sig langs denna linje och nar en av &ndpunkterna, kommer den tillbaka
genom den andra dnden. Detta mojliggor en tvadimensionell visualisering av den endimensionella
platta torusen, da de identiska &ndarna mots genom att linjen viks runt. Denna vikning kallas for
ett endimensionellt objekts inbiddning i tvi dimensioner, se figur [2}

0 /

Figur 2: En endimensionell platt torus, samt en inbédddning av denna i tva dimensioner.

Matematiskt férklaras den platta torusen med hjélp av periodiska randvillkor. Om vi betraktar en
funktion f pa en endimensionell platt torus T' med sidlangd I géller att f(z) = f(z+ ki), k € Z |7,
Kap.1].

I tva dimensioner kan en platt torus betraktas som en parallellogram vars motsatta sidor &ar iden-
tiska. En inbdddning av en tvadimensionell platt torus i tre dimensioner kan visualiseras genom
att vika ihop parallellogrammen sa att tva motsatta sidor moéts och skapar en ihalig cylinder. Cy-
linderns dndar dras sedan runt sa att de tva andra motsatta sidorna méts. Figur (3] illustrerar en
sddan inbaddning av en kvadratisk platt torus i tre dimensioner.

|

|
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Figur 3: Visualisering av en tvadimensionell platt torus som inbadddas i tre dimensioner. Bilden &r
skapad i ett projekt kallat Hevea project [I].

Ett problem med denna visualisering &r att den inte bevarar avstanden mellan objektets punkter.
I figur [4] visas en isometrisk inbéddning av en tvaidimensionell platt torus i ett tredimensionellt
rum, dir avstanden mellan punkterna bevarats.



P& samma sétt som en platt torus i en dimension kan representeras av en linje som viks ihop till
en cirkel, och en platt torus i tva dimensioner kan representeras av en parallellogram som viks ihop
till en form som liknar en badring, kan samma sak goras i hogre dimensioner. Nedan presenteras
den formella definitionen pé en n-dimensionell platt torus, samt dess olika representationer.

2.1 Den platta torusens olika representationer

Ofta kan matematiska objekt ses fran flera olika synvinklar. Till exempel kan en linje representeras
pa flera sétt, bland annat genom dess ekvation som en rét linje eller pa parameterform. Trots
att dessa representationer kan skilja sig at, beskriver de i grund och botten samma geometriska
struktur. P4 samma sétt kan en platt torus representeras pa tre olika sétt:

e Rutnéit: Att representera den platta torusen som ett rutndt mojliggdr vidare analys av denna
i en diskret struktur.

e Kvotgrupp: Kvotgruppen ar den geometriska representationen av en platt torus. Den platta
torusen ar en sliat, kompakt, sa kallad Riemannmdangfald. Denna skapas genom att ta kvoten
av R™ och det tidigare nimnda rutnitet. Mangden R” &r utrustat med platt euklidisk metrik.
Den platta torusen drver metriken, vilket gor att &ven den beskrivs som platt.

o Kvadratisk form: Slutligen kan en platt torus representeras av en kvadratisk form, vilken
ar en speciell typ av andragradspolynom. Detta mojliggér analys av den platta torusen fran
ett algebraiskt och talteoretiskt perspektiv.

De olika representationerna tillater undersékning av den platta torusen fran olika synvinklar och
med olika tillvigagangssétt. Nedan presenteras narmare hur den platta torusen kan representeras
med hjilp av rutndt och kvotgrupper. Med dessa perspektiv forklaras sedan vad som menas med
isometri och isospektralitet av platta torusar. Sist i avsnittet presenteras &ven den sista represen-
tationen av den platta torusen, med hjélp av kvadratiska former.

Ett rutndt ar ett vanligt sdtt att representera den platta torusen. Begreppet anvinds i abstrakt
algebra for att definiera en diskret delgrupp I' C R”, vilken har egenskapen att den bestar av alla
linjirkombinationer éver heltalen av en bas (vy,vs,...,v,) av R” [8 s.1|. Heltalsplanet Z2 #r ett
exempel pa en sadan struktur och ger en intuitiv bild av att representationen i R™ ar just ett
rutnét. Generellt uttrycks ett n-dimensionellt rutnét I' C R™ av full rang som en méngd I" := AZ"
dér A dr en inverterbar n x n-matris med reella koefficienter [7, Def. 1.1].

Exempel 1. Ett exempel pa ett rutnéit i en dimension &r ' =77, T'={...,—14,-7,0,7,14,...}.

Med en kvotgrupp kan vi beskriva Riemannmdngfalden som &r den platta torusen. I denna repre-
sentation skrivs den platta torusen som en kvotgrupp av det reella n-dimensionella rummet R™ och
rutnétet I' enligt 7T := R"™/T" [7, Kap. 1]. Eftersom rutnétet ar en delgrupp av den additiva grup-
pen R™ far vi ett kvotrum R™ /T’ genom att identifiera element x,y € R™ som skiljer sig med nagot
element i I'. Elementen x och y representerar alltsd samma element i kvotrummet om z —y € T'.
Informationen om kvotrum har hémtats fran en konversation med Rowlett (privat konversation,
maj, 2024). Se avsnitt |§|, fér definitioner av grupp och delgrupp.

Att ta kvoten av R™ med rutnétet kan visuellt ses som att rulla ihop R™ med dessa identifieringar.
Denna ihoprullning &r inte helt korrekt eftersom den platta torusen drver den euklidiska platta
metriken pa R™ och forblir just det - platt. Att visualisera detta dr inte enkelt. Det &r enbart mojligt
att gora en isometrisk inbdddning av en (n — 1)-dimensionell platt torus i ett n-dimensionellt rum
med dndlig reguljaritet [9) s.7218-7223]. I figur [4] finns ett exempel pa en sddan inbaddning och en
visualisering av en platt torus.



Figur 4: Ett exempel pa en inbdddning av en tvadimensionell platt torus i ett tredimesionellt
euklidiskt rum [9] s.7218-7223]. Denna bild &r likt figur 3| skapad i projektet Hevea project.

Exempel 2. Kvotgruppen R/T" didr I' = 7Z som i exempel kan visualiseras p& samma sétt som
i figur 2| med [ = 7. Har identifierar vi de punkter i R™ som skiljer sig fran varandra med nagot
element i I'. Vi ser alltsa de punkter som skiljer sig med 7k, k € Z, som samma punkt.

2.2 Samma form och samma spektrum - isometri och isospektralitet

Detta avsnitt redogor for betydelsen av att platta torusar ar isometriska, eller enligt musikanalogin
att de har samma form. Dessutom diskuteras innebdrden av att de ar isospektrala, vilket ar analogt
med att de har samma ljud.

Generellt dr en isometri en avbildning som vid verkan pa ett objekt inte &ndrar dess form eller
storlek. I isometrier ingar forflyttningar, speglingar och rotationer, samt sammansittningar av

dessa [10].

Definition 1. Tva objekt ar isometriska om det existerar en isometri mellan dem.

Om tva objekt &r isometriska innebér det att det ena objektet gar att skapa fran det andra,
och vice versa, genom att lata en isometri verka pé det ena objektet. Visuellt kan vi tédnka oss
ett tvadimensionellt objekt som kastas runt i ett tredimensionellt rum utan att &ndra form eller
storlek, se figur 5]

Figur 5: Former som &r isometriska.

Da den platta torusen dr en Riemannmangfald med en speciell typ av metrik, &r en isometri pa
denna inte samma sak som en isometri pa ett objekt i det euklidiska rummet. Ett tillvigagangssétt
for att studera isometri mellan platta torusar &r att betrakta deras respektive rutnit. Vi borjar med
att definiera den ortogonala gruppen O, (R), for att sedan betrakta de platta torusarnas isometri



i deras representation som rutnit. Har ges endast definitionen for tva rutnit i samma dimension,
men det dr &ven mojligt att jamfora tva rutnit med olika dimension pé ett liknande sétt.

Definition 2. Mingden O,,(R) kallas den ortogonala gruppen och bestar av alla inverterbara n xn-
matriser med reella koefficienter sddana att inversen och transponatet av matrisen dr identiska, |7,
Kap. 2.1].

Definition 3. Tva rutnét I'1, I's C R™ dr kongruenta om det existerar en matris D € O, (R) s&
att FQ = DFl, [7, Def. 24]

Enligt [7, Sats 2.5] &r rutnéten I'y, Ty C R™ kongruenta om och endast om de platta torusarna
R™/T"'y och R™/T'y &r isometriska. Det récker alltsd att hitta en ortogonal matris som omvandlar
den ena platta torusens rutnéat till den andra torusens rutnét for att kunna dra slutsatsen att de
ar isometriska.

Tva isometriska objekt ar dven isospektrala, vilket de kallas om de har samma spektrum. Vid studie
av den platta torusen syftas spektrumet till méngden av alla egenvérden, inklusive multiplicitet, for
Laplace-operatorn pa den platta torusen [7, Def. 2.9]. Om denna méngd av egenvirden &r samma
for tva platta torusar, da ar de alltsa isospektrala. Nedan presenteras vad som avgor den platta
torusens spektrum i en dimension och n dimensioner.

Betrakta forst en endimensionell platt torus av langd I, se figur 2| Dess egenvirden A, samt egen-
funktioner f, &r de som uppfyller ekvationen:

—f"(z) = Af(z),
flx+1) = f(x), (1)
f'(x+kl) =f(2), Yk €.

Den endimensionella platta torusens spektrum &dr méngden av alla A\ sddana att det finns en
nollskild funktion f som uppfyller ekvation |1} [7, Kap.1]. Observera att Laplaceoperatorn i det
endimensionella fallet 4r en andraderivata.

I det mer generella fallet, d& vi har en n-dimensionell platt torus som definieras av ett rutnét I,
ges egenfunktionerna f och egenvirdena A\ av 16sningarna till f6ljande ekvation:

A
fle+l) = f(2), (2)

Den n-dimensionella platta torusens spektrum dr méngden av alla A sddana att det finns en nollskild
funktion f som uppfyller ekvation 2| |7, Kap. 1].

Om tva objekt ar isometriska &r de dven isospektrala, men det omvéinda behéver inte vara sant. Hu-
vudproblemet i detta arbete ar att soka fyrdimensionella tripletter av isospektrala, icke-isometriska
platta torusar. Det dr for ndrvarande okédnt om sddana existerar. Liknande fragestallningar for and-
ra objekt har tidigare utforskats, bland annat av Gordon, Webb och Wolpert. Ar 1992 konstruerade
de ett exempel pa tva icke-isometriska omraden i R? dir Laplace-operatorn har samma spektrum
[11 5.134-138]. 1996 konstruerade Gordon och Webb ytterligare ett exempel pa isospektrala, icke-
isometriska omraden [12] s.46-55], se figur @ I detta fall gavs objektens egenfunktioner f, samt
spektrum av egenviarden A av losningarna till Dirichletproblemet,

Af ==\, (3)
flsp =0, (4)



déar D ar objektens rand.
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Figur 6: Former som &r isospektrala men inte isometriska. [I3]

Att bestdmma ett objekts spektrum utifran dess geometriska form &r ett vilkédnt problem, som
exemplifieras av Laplaces egenviardesproblem. Se ekvation [2] och [3] I de flesta fall utgér den mate-
matiska berdkningen av ett objekts spektrum en betydande utmaning, dér det ofta &r omdojligt att
hérleda en 16sning enbart genom analytiska metoder. Den platta torusen &r ddremot ett undantag.
Det fascinerande med den platta torusen ar att vi i nagon man analytiskt kan hérleda de exakta
egenvirdena till den [7].

2.3 En tredje representation med kvadratiska former

Som tidigare ndmnts kan platta torusar representeras med hjélp av rutnét och kvotgrupper. Den
tredje representationen av en platt torus presenteras i detta kapitel: en kvadratisk form.

Definition 4. En kvadratisk form &r en polynomfunktion definierad pa R™ med en symmetrisk
n X n-matris () sa att
z€R" — 2T Qu.

T detta fall &r 2 en kolonnvektor och multiplikationen vanlig matrismultiplikation [7, Kap. 2.3]. Ett
exempel med koordinaterna (x,y) i R? #r:

(z,y) = (m y) (é ?) (;) =% 442

En kvadratisk form ar alltsa ett polynom som enbart har termer av grad tva. Nedan presenteras
exempel pa kvadratiska former i tva och fyra dimensioner.

Exempel 3. Ett exempel pa en kvadratisk form i tva dimensioner &r:

x? — 3zy + 2% (5)

Exempel 4. Ett exempel i fyra dimensioner &r:

322 + 5y? + 222 + dw? + 22y + 672 + Syz. (6)

Tva kvadratiska former kallas integralekvivalenta om de med tva olika baser representerar samma
funktion pa ett rutnéit. I boken The sensual quadratic form presenterar Conway ett sddant exem-
pel [14], s.4-5]. Att de dr integralekvivalenta innebér &ven att de motsvarande platta torusarna dr
isometriska [7, Kap. 2.3]. Problemformuleringen i detta arbete, om det existerar tre fyrdimensio-
nella isospektrala, icke-isometriska platta torusar, ar ekvivalent med att fraga om det existerar tre
positivt definita kvadratiska former i fyra variabler som ger samma virden 6ver heltalen men inte
ar integralekvivalenta. Nedan definieras vad det innebér for en kvadratisk form att vara positivt
definit.



Definition 5. En kvadratisk form h(z,y) &r positivt definit om h(z,y) > 0 for alla (z,y) € R?
med likhet om och endast om (z,y) = (0,0). [7, Def. 2.16]

En kvadratisk form antar olika vérden beroende pé vilka tal som sétts in. I det hér arbetet soker
vi tre positivt definita kvadratiska former i fyra variabler som utan att vara integralekvivalenta
antar samma véirden 6ver heltalen.

Matematikern Alexander Schiemann anvinde sig av icke-integralekvivalenta kvadratiska former
i tre dimensioner for att bevisa att det inte existerar sddana par som antar samma virden da
heltal sdtts in i dem [I5], [16, s.507-517]. Han sokte igenom ett stort antal kvadratiska former
som var icke-integralekvivalenta. Pa detta sétt visade han att det inte existerar tva isospektrala,
icke-isometriska platta torusar i tre dimensioner.

2.4 Tidigare forskning

Ar 1994 besvarades, som tidigare ndmnts, fragan om isospektrala icke-isometriska platta torusar i
tre dimensioner. Schiemann bevisade genom en avancerad datoralgoritm att tva tredimensionella
isospektrala platta torusar ocksad maste vara isometriska [15], [16} s.507-517]. Detta innebér att det
inte kan existera par av isospektrala icke-isometriska platta torusar i en, tva eller tre dimensioner.

Jakten efter par av isospektrala, icke-isometriska platta torusar har pagatt i flera artionden. Ar
1964 hittades ett sdidant par av Milnor i 16 dimensioner [3] s.542|. Efter att Milnor upptéckt paret
i 16 dimensioner blev fragan vilken den lagsta dimensionen &r for att ett sidant par ska kunna
existera. Kneser reducerade 16 dimensioner till 12 [4, 31-39] ar 1967 och Kitaoka [5], s.495-497]
hittade ett annat exempel i atta dimensioner ar 1977. Tillsammans med Sloane, reducerade Conway
problemet till sex och sedan fem dimensioner. Paret i sex dimensioner hittade Sloane med hjalp
av linjara koder [I7, s.93-96], ett tillvigagangssétt som kommer diskuteras nérmre i avsnitt
Alexander Schiemann som tidigare ndmnts, tog fram ett fyrdimensionellt exempel [6, s.372-375].
Han &ar ocksé skaparen av datoralgoritmen, som motbevisat existensen av par i tre dimensioner.
Conway och Sloane lyckades senare &ven hitta en familj av par i fyra dimensioner [I7} 5.93-96], [18]
$.153-166]. Tabellen nedan visar upptéickterna i kronologisk ordning,.

m Dimension déar par av isospektrala Person
ickeisometriska platta torusar upptéackts

1964 | 16 Milnor

1967 | 12 Kneser

1977 | 8 Kitaoka

1986 | 5 0och 6 Conway och Sloane

1990 | 4 Schiemann

1992 | Familj, 4 Conway och Sloane

3 Teoretisk bakgrund till den triplettsokande algoritmen

Bakgrundsinformationen ar nu tillracklig for att kunna introducera den triplett-sékande algoritmen.
Detta avsnitt hanterar teorin bakom algoritmen, medan nésta avsnitt, vilket motsvarar metoden,
handlar om de konkreta stegen i algoritmen. For att ldttare folja med i algoritmens olika delar
presenteras i figur [7] ett 6vergripande flédesschema.
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Figur 7: Flodesschema 6ver teorin bakom algoritmen samt dess olika steg.



De ovala delarna i diagrammet motsvarar dels den nédviandiga teorin som lagts fram tidigare,
och dels ny teori som bygger upp algoritmen. Rektanglarna utgér metoden och de olika stegen
i algoritmen. Genom att folja den réda traden i figur [7] dr malet att slutligen hitta eventuella
tripletter av platta torusar med de 6nskade egenskaperna.

3.1 Gruppteori

Nedan presenteras olika definitioner och satser inom gruppteori som &dr centrala for rapporten.
Grupper anvénds vid ett flertal tillfdllen i rapporten, bland annat vid anvindningen av linjéara
koder Nedan foljer definitionen av en additiv grupp [19, s.30]. Notera att det finns grupper
med andra operationer.

Definition 6. En additiv grupp G &r en méngd utrustad med en operation 4+ : G x G — G som
uppfyller féljande tre axiom:

- Identitetselement Det finns ett element 0 i gruppen sa att for varje element ¢ 1 G dr a + 0 =
0+a=a.

- Inverser For varje element a i G finns en additiv invers —a i G s att a+(—a) = (—a)+a = 0.
- Associativitet For varje a, boch ci G &r (a+b)+c=a+ (b+¢).

Eftersom operationens malméingd ar G, innebér detta att gruppen &r sluten. Detta betyder att om
a och b &r element i G dr dven a + b ett element i G. Baserat pa definitionen av en additiv grupp
kan vi nu definiera en additiv delgrupp [19) s. 41]. Vi introducerar &ven Lagranges sats [19] s. 88|,
som beskriver samband mellan en grupp och dess delgrupper. Denna sats dr mycket anvindbar
vid undersckning av linjira koder. Slutligen ges dven definitionen av ordningen av ett element i en
additiv grupp [19, s. 78|.

Definition 7. En delméngd H till en grupp G ar en additiv delgrupp av G om H sjilv med

avseende pa operationen + bildar en grupp.

Sats 1. Om H dr en delgrupp av en dndlig grupp G, da dr antalet element i@ H en delare till
antalet element i G.

Definition 8. Ordningen av ett element g i en additiv grupp definieras som det minsta positiva
heltalet k s& att kg = 0, och skrivs som ord(g).

Ett steg i algoritmen anvinder sig av tecknade permutationer som gor det mojligt att dela in
matriserna i olika ekvivalensklasser [19] s.54]. For att kunna definiera en ekvivalensklass behover
vi forst definiera en ekvivalensrelation [19] s.53].

Definition 9. En relation ~ pa en icke-tom méingd S &r en ekvivalensrelation pa S om den
uppfyller féljande tre krav:

- Omae S, dagillera~a (reflexiv)
- Om a,b € S och a ~ b, da géller b ~ a (symmetrisk)
- Oma,b,c€ Socha~bochb~c,dagiller a~c (transitiv)

Definition 10. Lat ~ vara en ekvivalensrelation p& en méngd S och lat s € S. Lt [s] = {x € S :
s ~ x}. Denna delméngd [s] av S &r ekvivalensklassen av s, med avseende pa ~.

Ekvivalensklasserna bildar en partition av S [19, Sats 9.7] .

3.2 Linjara koder

Linjdra koder &r ett verktyg for att jamfora platta torusars isospektralitet i ett &ndligt utrymme,
som mojliggér en mer strategisk och omfattande s6kning &n med andra metoder. Den matema-
tiska definitionen av linjdra koder baseras pa abstrakt algebra och presenteras i [7, Def. 3.8]. Har
presenteras en ekvivalent formulering.



Definition 11. En linjir kod C med langd n &dr en samling av kodord, dér varje kodord ar en
sekvens av n element fran ringen av heltal modulo ¢, dir ¢ &ar ett positivt heltal. Dessa kodord
utgdr en delgrupp av modulen (Z/qZ)™.

Exempel 5. Ett exempel pa en linjar kod i dimension n = 2, dar ¢ = 6 ar

0 0
2 4
4 2

En linjar kod kan forstas som en struktur dér varje rad &r ett kodord. Denna kod &r en grupp
inom gruppteorin enligt Definition [6] En linjir kod bestéar av olika kodord som uppfyller specifika
egenskaper. Varje kodord bestar av en sekvens av sa kallade bokstdver, vilka &r de grundlaggande
byggstenarna for kodorden. Dimensionen n bestdmmer lingden péa alla ord i den linjira koden och
q bestdmmer vilka virden alla bokstéver kan anta. Den linjara koden, vilken bestar av kodorden,
ar en delgrupp till (Z/qZ)™. Alltsd kommer till exempel, d& ¢ = 6 alla bokstéver anta heltal
z € {0,...,5}. Detta innebér att det till exempel istéllet for 8 kommer att vara bokstaven 2 i den
linjéra koden, vilket liknar exempel [p] dér alla bokstéver r heltal mellan 0 och 5. Till exempel &r
[2 4] ett kodord som bestar av bokstéverna 2 och 4.

Denna strukturerade uppséttning av kodord ger oss en mojlighet att fa fram unika representanter
av linjdra koder. For att vara en linjdr kod behéver kodorden stdmma Gverens med varandra sa
att den linjara koden uppfyller kraven for att vara en grupp. Varje linjar kod kommer att ha ett
identitetselement med léngd n dér alla bokstéver ar 0, i exemplet ovan &r alltsa identiteselementet
[0 0]. Slutenheten syns ocksa da till exempel [2 4]+[2 4] = [4 2] d& ¢ = 6 samt [2 4]+[4 2] = [0
0]. Vi ser ocksé att [2 4] och [4 2] &r varandras inverser enligt den forra likheten. Associativiteten
foljer fran associativiteten hos heltal. Eftersom de olika kraven uppfylls &r den linjdra koden ocksa

en grupp.

3.3 RREF-matriser

En RREF-matris &r en viss typ av matris som hér dr nédvandig for att omvandla ett rutnét till en
linjar kod. Nedan ges definitionen av en RREF-matris. Nagra exempel ges &ven pé omvandlingar
fran rutnét till linjara koder genom RREF-matriser. I slutet av avsnittet ges en utokning av
definitionen fran RREF-matriser i (Z/qZ)™ dér q &r ett primtal till att involvera RREF-matriser i
(Z/qzZ)™ dar q &r ett sammansatt tal.

Matriserna vi kallar for RREF-matriser ar radreducerade trappstegsmatriser. Pa engelska sédger vi
att en matris ar pa row reduced echelon form, dérav férkortningen RREF-matris. Vi betraktar har
enbart kvadratiska RREF-matriser med element fran ringen (Z/qZ)" da RREF-matrisen &r i n
dimensioner. Exempelvis da ¢ = 5 &r ett matriselement z; € {0, 1,2,3,4}. Vi antar till att borja
med att ¢ ar ett primtal.

Definition 12. En n x n-matris 4r en RREF-matris om foljande haller [20, Kap.2]:

1. Alla rader i matrisen med enbart nollor som element &r pa den nedersta raden eller de nedersta
raderna av matrisen,

2. Pivotelementet ar det forsta nollskilda véirdet i varje rad fran vénster till hdger, om ett sadant
finns. Om en rad har ett pivotelement &r det till hdger om pivotelementen i raderna ovanfor.

3. I varje rad som ej enbart innehaller nollor &r pivotelementet 1.
4. Varje kolonn som innehaller ett pivotelement har nollor pa alla andra platser.

Varje n x n-matris gar att, genom Gausseliminering, omvandla till en unik RREF-matris. Detta
innebéar dven att vi inte kan omvandla en given RREF-matris till en annan genom radoperationer
[20, Kap.2]. Entydigheten kommer vara viktig for att kunna koppla en linjir kod till varje RREF-
matris.

Som tidigare ndmnt kan vi fran ett rutnit framstéilla en RREF-matris, fran vilken vi kan framstélla
en linjar kod. Detta gor vi genom att betrakta rutnitet som en matris, vilken vi radreducerar genom
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Gausseliminering. Sedan byter vi ut talen i matrisen till deras motsvarande tal i ringen (Z/qZ)™.
Vi framstéller en linjir kod frain RREF-matrisen genom att betrakta raderna i RREF-matrisen
som generatorer for den linjara koden. Metoden illustreras med ett exempel:

3.3.1 Omvandling fran rutnit till linjara koder

Exempel 6. Vi antar hiar att n = 2, ¢ = 5, alltsd att dimensionen ar 2 och de virden som &r
mojliga att antas i RREF-matrisen ar {0, 1, 2, 3, 4}. Lt séga att det rutnét vi vill underscka &r

I := AZ2:
r=|! 0z
12 0

1 12

5 0

RREF-matrisen far enbart ta virden i (Z/5Z)2. Vi applicerar dirmed avbildningen 7 : Z2? —
(Z/5Z)* som verkar elementvis z — 2 (mod 5).

Eftersom 1 =1 (mod 5), 12 =2 (mod 5) och 5 =0 (mod 5) &r den resulterande RREF-matrisen:

o)

Vi vill nu omvandla RREF-matrisen till en linjar kod.

Vi vill forst transponera A:

AT =

Matrisen har raderna [1, 2] och [0, 0]. Addition av [0, 0] till vilket element som helst skulle ge upphov
till elementet sjalvt och [0, 0] ger ddrmed endast upphov till identitetskoden [0, 0]. Déremot ger [1,
2] upphov till foljande element vid addition: [1, 2], [2, 4], [3, 1], [4, 3] och [0, 0]. Den totala linjéra
koden som RREF-matrisen genererar ar darfor: 1, 2], [2, 4], [3, 1], [4, 3] och [0, 0].

Raderna i en RREF-matris genererar alltsa dess linjara kod. Eftersom RREF-matriser ar sinsemel-
lan unika innebér det att dven deras respektive linjéra koder dr unika.

3.3.2 RREF-matriser for sammansatta ¢

Klassiskt definieras RREF-matriser for fall da g ér ett primtal. Hér ges en ytterligare definition for
fallet d& ¢ ar ett sammansatt tal, vilken presenterades under ett mote (Rydell, privat konversation,
mars, 2024). Notera att villkor 1 och 2 i Definition [13| &r samma som i Definition

Definition 13. En RREF-matris dir ¢ dr ett sammansatt tal &r en matris som uppfyller:

1. Alla rader i matrisen med enbart nollor som element &r pa den nedersta raden eller de nedersta
raderna av matrisen.

2. Pivotelementet dr det forsta nollskilda vardet i varje rad fran vénster till hoger, om ett sddant
finns. Om en rad har ett pivotelement &r det till hdger om pivotelementen i raderna ovanfor.

3. Varje pivotelementet p ar en dkta delare av q.

4. Lat pivotelementet pa en rad av langd n vara pa position 7. Lat virdena pa samma rad pa
position 7 + 1 till n bilda en vektor r. Da tillhor % - r spannet av de vektorer som bildas av
de undre raderna da vi av dem bildar vektorer av langd n — ¢ rdknat fran hoger till vanster i

varje rad.

5. Ett viirde 2 som i en kolonn &r 6ver ett pivotelement p kan enbart anta virden z € {0, 1,2, ..., p—

1.
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Notera att vi i RREF-matriserna for sammansatta ¢ inte kraver att kolonnerna med pivotelement
ska vara nollskilda utéver pivotelementet. Dessa RREF-matriser for sammansatta ¢ &r unika och
ger ddarmed unika linjira koder f6r sammansatta ¢ (Rydell, privat konversation, april 2024), vilket
visas nedan.

Sats 2. Lit g vara ett sammansatt tal. For varje linjéar kod C med kodord av lingd n, C € (Z/qZ)™,
existerar en unik generatormatris som dessutom ar en RREF-matris.

Bewvis. Detta visas med hjélp av induktion pa dimension n.

Basfall, n = 1:
Betrakta en linjar kod C € Z/qZ med kodord av lingd 1. Antag att C genereras av en generator-
matris G = [z] av storlek 1 x 1.

Vi vill visa att G kan reduceras till en unik RREF-matris [y] som genererar samma linjéra kod C.
T detta fall krdvs antingen att y delar g eller att y = 0 for att [y] ska vara en RREF-matris enligt
definition.

Lat y = SGD(z, q). Detta innebér att y delar bade = och ¢. Lat C, vara koden som genereras av
[y]. D& y &r en delare till bade = och ¢ maste C' C C,. D4 SGD(x, q) = y existerar a,b € Z sadana
att ax + bg = y enligt Bézouts identitet |4} s& ax =y (mod ¢), och Cy C C. Alltsd maste C = C,,.
Entydigheten foljer fran att y = SGD(x,q).

Induktionsantagande

Antag nu att det for varje linjar kod med kodord av lingd n — 1 existerar en unik RREF-matris
som genererar denna. Géller det d& att det for varje linjar kod med kodord av lingd n existerar
en unik RREF-matris som generator?

Antag att en linjar kod med kodord av langd n kan genereras av en generatormatris G, vilken vi
delar upp enligt foljande:

v [ ]
Vo
G =
A
Un,
Vektorn v = [vy,va,...,v,] 4r kolonnen lidngst till vinster. » dr den Gversta raden, férutom vj.

Matrisen A ar de Gvriga elementen, vilka kan betraktas som en (n — 1) x (n — 1)-matris lingst ned
till hoger i1 G.

Vi vill forst visa att G kan reduceras till en RREF-matris. Vi antar att alla element i G €
{0,1,2,...,q — 1}.

Lat y = SGD(v1,v2,...,Vn,q). Om y = 0 &r alla element i forsta kolonnen = 0, och da vi
kollar pa resterande n — 1 kolonner féljer det fran induktion att G kan reduceras till en unik
RREF-matris. Elementen i den nedersta raden kommer i detta fall genom radreduktion bli = 0.
Vi antar ddrmed att y # 0. Bézouts identitet kan utdkas till fler &n tva variabler [B] och ger i
detta fall d& SGD(v1,ve,...,v,,q) = y att det existerar aj,as,...,a,,b € Z sidana att y =
a1v1 + agvs + - 4 AnUy + bq = a1v1 + agve + - - + apvy, (mod q).

Lat g;; vara elementet i G pa rad 4, kolonn j. Betrakta vektorn w som fas genom att summera
a; kopior av rad i: w := [a1911 + a2912 + - - + AnGins - - - G101 + A2gn2 + - - + angnn). Observera
att forsta elementet i w ar y da [g11, ..., 91n) = [V1, ..., Up]. Genom att sétta w over G skapar vi en
(n + 1) X n-matris:
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U1 [ r ]
Vo

A
Up,

Genom elementéra radoperationer kan vi reducera kolonnen langst till vinster sa att alla element
i den kolonnen blir 0, férutom y.

Lat r vara vektorn Z - w. Betrakta den linjira koden som spénns av r och n x (n — 1)-matrisen
langst ned till hoger. Dessa n + 1 rader genererar en linjar kod med kodord av lingd n — 1. Av
induktion har vi att det existerar en unik (n — 1) x (n — 1)-RREF-matris som genererar denna.
Den nedersta raden kan ddarmed reduceras sa alla element blir = 0, och vi kan plocka bort den sa
G blir en n x n-matris med (n — 1) x (n — 1)-RREF-matrisen ldngst ned till hoger. Vi kan sedan
med hjélp av (n — 1) x (n — 1)-RREF-matrisen reducera den forsta raden sé& att d&ven den uppfyller
kraven for att G ska bli en RREF-matris.

Vi vill nu visa att G kan reduceras till en unik RREF-matris. Antag att det existerar tvi RREF-
matriser, Ry och Ry av dimension n x n som genererar samma linjéira kod:

Y1 [ ] Y2 [ r2 ]
1 2
Cb) U3
Rl - . ) R2 = .
: Ay : Az
Un vn
Som tidigare kan vi reducera sa att vi,vi,... vl och v3 0% ... v2 alla blir 0. Sétter vi forsta

koordinaten till 0 genereras den linjara koden av A; och A,, vilket av induktion ger att A; =
Ay := A. Dessutom maéste y; = yo da bade y; och ys &r delare av ¢. Skulle y; # yo skulle
méngderna av elementen i de resulterande linjara kodernas element langst till vinster vara olika.

Det enda som kan skilja sig &r nu r; och 5. Vi vet att Ry och Ry ger samma linjara kod, vilket
innebér att det existerar vektorer zi, zo sddana att ry + 21 A = ro + 20 A. Detta ger att ry —ry =
(21 —22)A. r1 och rq skiljer sig alltsd med multiplar av A. Reduktionskravet ger ddrmed att r, = ro.

O

3.4 Antal kodord i en linjar kod

Antalet element |A| i en méngd A, &ven kallat kardinaliteten av A inom méngdléra, &r enkelt att
rakna ut for en linjar kod. Kardinaliteten &r lika med antalet kodord i den linjira koden. For att
istdllet rdkna ut kardinaliteten fran en RREF-matris beh6ver man ta hansyn till ordningen av
pivotelementen i matrisen, som vi far fran Definition [8] Kardinaliteten K ges av,

K = [ ord(p). (7)

el

dér I &r méngden rader med pivotelement i RREF-matrisen, och p; ar pivotelementets virde i rad
i. Formeln faststéilldes under ett mote (G. Mardby, F. Rydell, J.Rowlett, privat kommunikation,
mars, 2024). Den kommer till anvéndning i det stadie i algoritmen dir RREF-matriserna dnnu inte
har omvandlats till linjira koder. Omvandlingen i sig &r en process av hég komplexitet och gors
forst nar det verkligen &r nédvandigt. Kardinaliteten hos linjéra koder ar viktig eftersom de endast
kan ha samma wiktfordelning om de har samma kardinalitet. Detta blir mer uppenbart i avsnitt
[3:6] dér viktfordelning forklaras djupare. Dér diskuteras dven vad som f6ljer av att linjéra koder
har samma viktfordelning.
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3.5 Tecknad permutation

Tecknade permutationer &r specialfall av matriser tillhérande méngden O,,(R). Fran Definition
far vi ddrmed att tva rutnét &r isometriska om deras respektive linjara koder &r tecknade per-
mutationer av varandra. For att hitta eventuella tripletter dr det darfor vésentligt att kontrollera
att inga utav koderna &r tecknade permutationer av varandra. Den tecknade permutationen av
en linjar kod far vi fran att matrismultiplicera kodens RREF-matris med en permutationsmatris.
En permutationsmatris i detta fall bestar av en identitetsmatris dér kolonnerna har bytt platser
pa godtyckligt sétt, och ettorna antar virdena +1 i varje kolonn. Dérmed skapas en tecknad per-
mutation [2I]. P4 grund av tecken och omordning av kolonner finns det for n = 4 totalt 2% - 4!
stycken permutationsmatriser att kontrollera fér varje RREF-matris. Daremot blir resultatet av
matrismultiplikationen inte alltid en ny RREF-matris, utan maste férst ga igenom Gausselimine-
ring. Efter Gausselimineringen kan RREF-matriser jamféras med varandra for att se om de &r
tecknade permutationer av varandra eller ej.

Ett resultat av detta dr att RREF-matriser av samma kardinalitet kan indelas i olika ekviva-
lensklasser, dar varje klass innehaller RREF-matriser som &r permutationer av varandra. Detta
ar avgorande for komplexiteten av algoritmen, eftersom det dven &r ként fran Proposition [I] att
alla koder i samma klass har samma viktférdelning. Propositionen foljer fran konstruktionen av
viktférdelning i Definition

Proposition 1. Viktférdelningen for en linjar kod &r oberoende av tecknad permutation.

For varje ekvivalensklass riacker det darmed att berdkna viktfordelningen for en enda linjar kod.
Det ar dven viktigt att notera att rutnét kan vara isometriska trots att deras RREF-matriser inte
ar permutationer av varandra. Permutationer 16ser endast en liten del av isometri-problemet. En
slutlig heltdckande kontroll av icke-isometri gérs i slutet av algoritmen under avsnitt

3.6 Linjara koders viktférdelning

I en konversation via e-post faststéllde Rydell (personlig kommunikation, april, 2024) att viktfor-
delningen for en linjar kod kan definieras pa foljande satt.

Definition 14. Lat C vara en linjir kod och lat ¢q,..., ¢, vara dess kodord. Varje bokstav i
kodordet, modulo g, tillhor heltalsmingden {—|%51],..., [%]}. Lat |c¢;| vara vektorn bestaende av
absolutbeloppet av varje bokstav i ¢;. Tva linjdra koder har samma wviktfordelning om det finns
en bijektion ¢ mellan kodorden sé att for varje kodord ¢; har |¢;| och |¢(¢;)| lika ménga av varje
bokstav i {0,1,..., | ]}.

Exempel 7. For n = 3 och ¢ = 5 har féljande tva linjara koder,

Ca

I
oo o o o o
AN R
R T U )

Q

oo}

Il
SO N O =)
AW N~ O
oo o o o o

—~

0

S—

samma viktfordelning eftersom virdena 3 och 4 i detta fall istéllet antar virdena —2 respektive —1
enligt definitionen.

Denna egenskap mellan linjdra koder &r avgérande i algoritmen for att kunna hitta tripletter som
ar isospektrala. Isospektraliteten foljer fran Proposition [2] [7, Proposition 3.12].

Proposition 2. Lat Cp, Cs vara linjiara koder modulo ¢, och lat L; = 7rq_1(Ci), 1 = 1,2 vara deras

motsvarande rutnit. Om C7 och Cy har samma viktfordelning sa dr L, och Lo isospektrala.

Bevis. For i = 1,2, lat c(li), .. .,cﬁf) vara listor av kodord definierade enligt Definition med
samma viktférdelning. Lat Egl), .. .,égﬁ) vara motsvarande listor av kodord, i vilka bokstéverna
antar absolutbeloppet av virdena {—|%5*|,..., %]} enligt samma definition.
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Observera att 7, 1(C(")) ar den disjunkta unionen av cy) +qZ". Lat ¥; vara den tecknade permu-
tationen som tar &\ till 65-2), som vi far av Definition Vi skapar en lingdbevarande bijektion
fran cg.l) + qZ™ till c§»2) -+ gZ™ som ges av X;. Detta ar ett tillréickligt villkor eftersom de inversa
avbildningarna av kodorden partitionerar e, Y, &r en ortogonal permutationsmatris. Dér-

med ér z — Yz langdbevarande och en bijektion mellan w;l(cgl)) och w;l(cgz)). Da géller att Lq

och Ly har samma ldngdspektrum och didrmed &r de isospektrala [7, Korollarium 2.15].

O

Nér algoritmen soker efter tripletter soker den alltsa efter tre linjara koder som har samma vikt-
férdelning trots att de tillhor olika ekvivalensklasser med avseende péa tecknad permutation. Pa
s& satt forsdkrar vi oss om att de ar isospektrala och att de inte &r isometriska genom tecknad
permutation.

3.7 Omvandling fran linjara koder till rutnat

Som sagt dr det inte mojligt att helt utesluta isometri mellan linjéra koder trots att de har de-
lats upp i ekvivalensklasser med avseende pa tecknad permutation. Dérfér behdvs en heltdckande
isometri-kontroll, vilket genomfors pa potentiella tripletter. For att géra den slutliga kontrollen
behover linjara koder forst omvandlas tillbaka till rutnét, och for att fortydliga omvandlingen
ateranvinder vi Cy fran exempel [7]

I omvandlingen anvéinds de generativa kodorden i den linjara koden, det vill sdga motsvarande
RREF-matris R som vi tagit fram i borjan av algoritmen. RREF-matrisen fér C'4 ar,

R:

o O O
o O =
S O W

eftersom elementet [0, 1, 3] genererar alla andra element i C4. Rutnétet spanns upp av de nollskilda
kolonnerna av RT, det vill séiga [0, 1,3]7 i detta fall. Ligg fven i rutnitet till kolonner av ¢/ som
motsvarar raderna i RT utan pivotelement. Den forsta och sista raden av RT har inget pivotelement
i vart fall. Darfor far vi rutnétet,

L= 73,

w = O
O O L
o O O

Omvandlingen baseras pa [7, Korollarium 3.10], men har férenklats av Mardby och Rydell (privat
konversation, maj, 2024). Den &r korrekt for savil primtal som sammansatta q.

Den slutliga isometri-kontrollen mellan de framstéllda rutnéten i en potentiell triplett, gar ut pa
att tillimpa féljande sats 7, Korollarium 3.3].

Sats 3. Lat @1 och @, vara tva positivt definita nxn-matriser. Lat A, vara det minsta egenvérdet
hos Q1. Om B = [b;] ér en matris med kolonnvektorer b; och BT Q1B = Q2, da géller att,

bIQ1b; = (Q2)j5, j=1,....n. 9)
Dessutom giller att |[b;]|* < (Q2)j;/Amin for varje j =1,...,n.

For rutniaten A;Z™, i = 1,2,3 i tripletten associerar vi klassen av kvadratiska former som &r
integralekvivalenta till Q; = AT A; fér varje i. Rutniiten ér kongruenta och dirmed isometriska om
och endast om dessa ekvivalensklasser ar identiska. Ekvivalensklasserna ar i sin tur identiska om
och endast om det finns en kvadratisk matris B med determinant 41 si att BYQ,B = Q» [T, Kap
3.1].
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4 Metod

Algoritmen fran flddesschemat i figur [7] utgor hela metoden. Algoritmen har programmerats med
programeringsspraket Python. I detta arbete ges ingen kéllkod for programmeringen av algoritmen,
vilket forklaras i Appendix [C} Nedan foljer hur teorin ér kopplad till algoritmen och stegen for
denna.

4.1 Steg i algoritmen

For att undersoka antalet isospektrala icke-isometriska platta torusar i fyra dimensioner har vi
utvecklat en algoritm for att genomfora sokningen. For att ge en klarare 6verblick foljs nedan den
roda traden i figur [7]

Vilj tal ¢ och dimension n

Algoritmen &dr utformad i ett generellt format, vilket i teorin goér det mojligt att anpassa till
dimensionen n och primtalet q. Dessa parametrar bestdmmer vilka viarden bokstéverna i vara
linjira koder kan anta och péverkar strukturen hos de linjéra koderna. Se avsnitt [3.2] f6r mer
information om linjara koder. I detta arbete anvénder vi som tidigare ndmnt olika primtal g och
dimension n = 4.

Radreducerade trappstegsmatriser

For att generera de mdjliga linjara koderna borjar vi med att konstruera alla RREF-matriser for
de valda virdena pa g och n, enligt avsnitt [3.3] Dessa matriser fungerar som representanter for de
linjara koderna.

Antal kodord

Nar RREF-matriserna dr framtagna berdknar vi utifran dem de linjara kodernas kardinaliteter
enligt avsnitt [3.4] och sorterar dem med avseende pa detta.

Tecknad permutation

Vi granskar sedan varje indelning av RREF-matriser separat, dér varje grupp innehaller matri-
ser med samma kardinalitet for deras korresponderande linjara koder. Genom att jamfora dessa
grupper kan vi identifiera RREF-matriser som &r tecknade permutationer av varandra. Om tva
matriser dr tecknade permutationer vet vi att de ocksa &r isometriska, enligt avsnitt [3.5] Detta
effektiviserar var kod, eftersom vi undviker att Gversétta alla RREF-matriser till linjara koder och
endast fokuserar pa att hitta icke-isometriska platta torusar.

Indelning i ekvivalensklasser

Genom att underscka de tecknade pemutationerna har vi delat in RREF-matriserna i olika ekvi-
valensklasser. Se avsnitt 3.1} Varje klass innehéaller RREF-matriser som representerar isometriska
platta torusar. Ekvivalensklassen kommer alltsa fran att tvd RREF-matriser eller dess korrespon-
derande linjira koder definieras som ekvivalenta da de skiljer sig med en tecknad permutation.
Detta innebér att vi bara behover underscka en representant fran varje ekvivalensklass.

Viktférdelning

Nér vi har valt ut en representant for varje klass 6versitts dess RREF-matris till en linjar kod.
Dérefter analyserar vi dess viktfordelning som i avsnitt Detta gors for att avgéra om RREF-
matriserna och deras korresponderande platta torusar ar isospektrala eller inte.
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Isometrikontroll

Slutligen utfors, om potentiella tripletter har hittats, en sista isometrikontroll fér att sékerstélla
icke-isometri, da de kan vara isometriska trots att de inte ar tecknade permutationer av varandra.
Detta gors med hjilp av rutndt och kvadratiska former. Se avsnitt 3.7} Nér denna process &r
avslutad aterstar endast icke-isometriska isospektrala tripletter, och algoritmen &r klar.

4.2 Avgransningar

Avgransningarna i projektet ar framst ett resultat av tidsbegréansningar. En stor sddan avgréansning
ar reduceringen till att endast forsdka bevisa existensen av tripletterna. Tidigare var strategin
att dels forsoka hitta tripletter och dels &ven, ifall att inga tripletter upptécks, motbevisa deras
existens. Till en bérjan hade arbetet tva tillvigagangssatt; att soka tripletter med linjara koder
och att genomfora en helteckande s6kning med Schiemanns algoritm som ocksa kunde leda till ett
motbevis. Motbeviset baserades pa teorier skrivna av matematikern Alexander Schiemann, och idén
var att utoka hans motbevis for existensen i de tre férsta dimensionerna, till fjirde dimensionen.
Mycket tid lades pa Schiemanns motbevis och det var en del av metoden langt in i arbetet. Daremot
valdes till slut motbeviset bort. Anledningen ar att matematiken bakom teorierna blev for komplex
och tidskrivande.

En annan central avgransning ar begransningen av var metod till algoritmen baserad pa linjéara
koder. Det finns flera satser om isometri och isospektralitet mellan platta torusar, kvadratiska
former eller rutnét, som potentiellt kan anvéindas till att skapa en triplett-sdkande algoritm. Valet
att endast fokusera pé rutnét och deras linjira koder baseras pa rad fran handledare, samt att
dessa teorier ar ldttare att tilldmpa i programmering.

I arbetet anvénds endast algoritmen for att undersdka existensen i fyra dimensioner, med laga
varden pa ¢. Algoritmen har potential att s6ka efter tripletter i godtycklig dimension och for god-
tyckligt modulo-tal ¢, men programmeringsmassigt begransas den dnnu av dess hoga komplexitet.
Darfor anvinds endast n = 4 och 2 < ¢ < 11 i detta arbete.

5 Resultat

Sokningen efter tripletter med de énskade egenskaperna gjordes i fyra dimensioner och fér primtal
q < 11. Inga tripletter hittades. Det gjordes dven sokningar, for samma vérden pa n och g, efter
par med samma egenskaper, men inga par hittades heller. Trots detta hittades relevanta samband
som kan vara intressanta for vidare undersokning av fragan. Nedan foljer dessa resultat.

5.1 Antal linjira koder givet n och ¢

I ett tidigt skede i algoritmen tog vi fram alla RREF-matriser och ddrmed alla linjira koder, givet
n och q. For dessa viarden kunde antalet linjara koder enkelt berdknas. Se tabell |2| for resultaten.

Antalet linjéra koder vixer bade d& n 6kar och d& g dkar. De vérden pa ¢ som ar sammansatta ger
upphov till betydligt hogre antal RREF-matriser &n primtal. Om vi bortser fran sammansatta g, ser
vi att antalet linjara koder foljer ett monster som beror pa n och ¢. I de forsta fyra dimensionerna
féljer antalet linjara koder, v, for primtal ¢ ndrmre bestamt féljande ekvationer,

o =2, (10)

o =q+ 3, (11)

as = 2¢° +2q + 4, (12)
as=q* +3¢° +4¢° + 3¢+ 5. (13)
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n
1 3 4
a2 [27]5 [16 [e67

3 [2]6 [28 |212
4 [3 15129 | 1983
5 [2 18 [64 | 1120
6 |4 |30] 448 | 14204
7 |2 [10] 116 | 3652
8 |4 | 37802 [ 43339
9 [3 23] 445 | 24033
10 [ 4 | 40 | 1024 | 75040
11 |2 | 14 | 268 | 19156
13 |2 | 16 | 368 | 35872
17 [ 2 [ 20 [ 616 | 99472
19 [ 2 [ 22 [ 764 | 152404

Tabell 2: Antalet linjira koder for nagra g < 20 och fér dimensionerna n < 4.

Under arbetets gang upptéicktes en ny proposition fér vad antalet linjdra koder &r for en generell
dimension n och ett primtal q.

Proposition 3. Ldt o, vara antalet linjira koder i (Z/qZ)"™ dér q ar ett primtal. Dd dr oq = 2
och

n—1 n—k n—k

n—k
an:an,1+1+2(z Z Z qz'li;ﬂi). (14)

k=1 x1=1z2=11 Tp=Tp_1

Beuvis. Vi visar har endast att formeln i 4 dimensioner ger samma resultat som andra teoretiska
resultat. Lasaren far vid intresse testa formeln for fler dimensioner.

Vi anvinder oss av att linjdra koder ar grupper. En linjar kod av lidngd ¢" dar ¢ ar ett primtal,
har delgrupper av storlek 1, ¢, ¢>2,...,q" .

Vi &r intresserade av fallet da n = 4. Vi fixerar ¢. Antalet linjara koder givet ¢ kan da finnas av
storlek 1,q, 4%, ¢> och ¢*, déir den enda linjara koden av storlek 1 &r identitetskoden och den enda
linjara koden av storlek ¢* ar koden med alla mdjliga kodord. Eftersom den linjara koden av storlek

q* innehaller alla mojliga kodord ir alla linjéra koder (givet samma ¢) delgrupper av denna.

Antalet delgrupper av gruppen (Z/q™Z)* fas genom att sitta m = 1 i formeln [22] Sats 3.2|:

(¢* +a+1)°(¢> + Dg*™ 2 — (2m + 3)¢* — 2m — 1)(¢* + ¢)(¢ + 1)°¢*"
(¢ = 1)%*(¢® - 1)2
dmg* + 4mg® + T7¢* +9¢° —dmqg +6¢> —4dm +q—1
(¢ = 1)2(¢® — 1)2 '

Inséttning av m = 1 och forkortning av polynomet ger ¢* + 3¢ + 4¢% + 3¢ + 5.
Formeln (14| ger ap = ¢ + 3, a3 = 2¢° + 2q + 4. Beriikning av a4 ger:
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3

4—k 4—k N
a4:Oé3+1+Z(Z... Z quzlwi):

k=1 z1=1 Tp=Tp_1
3 2 2 1 1 1
:a3+1+2qml+z ZqZ?:lzi+Z Z ZqZ?zl:
xr1=1 r1=1T2=21 x1=1T2=x1 T3=T2

s 14 g 4+ P4 P4 g g 2 g
=q¢* 4+ 3¢° + 4¢*> + 3¢ + 5,

vilket dr detsamma som antalet delgrupper ndmnt ovan. O

Vi missténker dven att antal linjara koder kan ges av f6ljande icke-rekursiva formel:

Foérmodan 1. Ldt «y, vara antalet linjara koder i (Z/qZ)"™, dir q dr ett primtal. Dd gdller att:

n—1ln—p D

an=1+n+22(z Z Z quzlzi)_

p=1 j=1 x1=1z2=21 T;=Tj; 1

Ett sista resultat angaende antalet linjara koder for primtal ¢, &r hur de linjara koderna &r foérdelade
efter deras kardinalitet. Kardinaliteten antar alltid nagot virde i mingden {¢°, ¢!, ...,¢"} da ¢ ar
ett primtal, enligt Sats [1} Antalet linjdra koder, «,, blir som hoégst da kardinaliteten ndrmar sig
¢"/?. Dessutom #r antalet linjira koder symmetriskt kring ¢™/2, det vill siiga att ¢* ger lika manga
linjiara koder som ¢" %, fér i = 0,...,n. Detta giller for alla dimensioner n av kombinatoriska skl.
Ett exempel pa detta ges i figur [§] dir ¢ = 2.

n=1 1 1 .

n= J13 1

n= 1 7 7 1 _

n= J1 15 35 15 1
¢ q q"

Figur 8: Bild 6ver antalet linjéra koder av en sirskild kardinalitet ¢*, for ¢ = 2 och n < 4. Antalet
linjdra koder fordelas 6ver kardinaliteterna i en triangelstruktur.

5.2 Antal ekvivalensklasser for vissa n och ¢

I algoritmen delas de olika linjéra koderna in i ekvivalensklasser med avseende pa tecknad permuta-
tion. Om tva linjira koder &r tecknade permutationer av varandra sa tillhér de samma ekvivalens-
klass. Resultatet av att rdkna antalet ekvivalensklasser for varje primtal ¢ och dess kardinaliteter,
ar att fordelningen blir symmetrisk. P4 samma sétt som for antalet linjara koder, har vi att kar-
dinaliteten ¢’ ger lika manga ekvivalensklasser som ¢" % for 4 = 0, ...,n. Detta illustreras i tabell
Bl Om istéllet ¢ fixeras och n éndras far vi dessutom aterigen en fordelning av triangelstruktur.
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Kardinalitet

P 9" ¢ ¢
gl2]1 4 J6 [4 |1
3[1 |4 [7 |4 [1
501 [s8 [18]8 |1
711 T12 ]38 121

Tabell 3: Antalet ekvivalensklasser for olika primtal ¢ < 7 och dess kardinaliteter, med fixerad
dimension n = 4.

6 Diskussion

Resultatet kopplat till huvudfragan ar att algoritmen inte lyckades hitta fyrdimensionella tripletter
av isospektrala, icke-isometriska platta torusar. Trots detta gar det inte att dra nagon slutsats
om existensen. Detta beror pé att sdkningen gjorts inom ett mindre urval och f6r linjara koder
déar ¢ ar primtal. Daremot kan en hypotes bildas utifrdn arbetets resultat, att det inte existerar
fyrdimensionella tripletter vid s6kning genom linjéra koder med primtalsvirden pa ¢. Hypotesen
motiveras av att dessa linjara koder a&r mycket lika varandra i strukturen oavsett storleksordningen
péa primtalet som anvdnds. Varje nollskilt element i koden far alltid full ordning, medan det for
sammansatta g skapas mer intressanta delgrupper av lagre ordning. De &r sarskilt intressanta
eftersom de ger upphov till fler sétt for tva linjara koder att ha samma viktférdelning. Dessutom
kan pivotelementen i respektive RREF-matris anta andra virden &n 1. Istéllet for att séka bland
linjara koder dar ¢ &r primtal, hade ett framtida arbete exempelvis kunnat undersdka om det
finns tripletter for sammansatta g. Denna slags sokning var inte méjlig i detta arbete pa grund av
algoritmens begrédnsningar och pa grund av omprioriteringar.

Den resulterande algoritmen utvecklades tillrackligt for att kunna séka efter tripletter med 6nskade
egenskaper, i godtycklig dimension n. Daremot &r den endast anpassad for inmatning av laga
primtal ¢. Nir hoga primtal ¢ > 11 matades in blev kortiden flera timmar lang. Orsaken &r
att flera delar i algoritmen fortfarande &r baserad p& kod med hoég komplexitet. Om mer tid
hade lagts vid att underscka hur algoritmen kan skrivas pa ett berdkningsméssigt snabbare sétt,
hade kortiden kunnat férkortas. Istéllet behdvde andra delar i arbetet prioriteras. En annan orsak
till den hoga kortiden ar urvalet av linjdra koder. Urvalet av linjara koder som soktes igenom i
algoritmen ar litet i jAmforelse med den teoretiskt sett odndliga méngden linjéra koder som gar att
undersoka. Trots det innehaller urvalet nagra tiotusental olika linjéra koder som alla jamfordes med
varandra efter 6nskade egenskaper. Ett mer noggrant utvalt urval hade ddrmed ocksa kunnat korta
ner kortiden. Algoritmen utvecklades heller inte till att kunna séka efter tripletter bland linjara
koder med sammansatta g, eftersom algoritmen hade fatt &nnu hogre komplexitet samt eftersom
andra delar i arbetet behdvde prioriteras. Sammanfattningsvis har algoritmen fortfarande stor
utvecklingspotential. Troligtvis hade algoritmen hunnit bli snabbare och bidragit med fler slags
resultat om metoden fran borjan hade begransats till utvecklingen av algoritmen. I det tidiga
stadiet av arbetet var det dédremot svart att avgora om Schiemanns algoritm eller algoritmen
baserad pé linjdra koder skulle bidra med mest nytta.

Generellt sett blev antalet linjara koder da ¢ &r sammansatt avsevart fler &n for primtal ¢ . Orsaken
till detta ar de tidigare ndmnda delgrupperna av ldgre ordning som skapas for sammansatta gq.
Pivotelementen i RREF-matriserna kan anta fler virden vilket skapar fler kombinationer. Det
géller &ven att ju fler delare talet g har, desto fler linjéra koder skapas. Darfor fick vi exempelvis
i tabell 2] att antalet blev stérre for ¢ = 8 dn for ¢ = 9. Didremot upptécktes ingen generell
formel for antalet linjara koder, beroende av n och ¢, d& ¢ dr sammansatt. Att konstruera en
sadan formel, liksom generella formeln for primtal, skulle vara en intressant uppgift i ett framtida
arbete. En fortsdttning av arbetet hade &ven kunnat handla om att vidare utforska om det finns
en generell formel for spridningen av antalet ekvivalensklasser 6ver olika kardinaliteter. Speciellt
fér sammansatta g skulle denna formel ha varit av sérskilt intresse.
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A Appendix 1 - Notationslista

n Dimension.
Z Mingden av alla heltal.
R Maingden av alla reeltal.
q Modulo-tal som anvands for att begransa linjara koder.
r Rutnét
Tr Platta torusen med korresponderande rutnit I'.
R/T Kvotgruppen for platta torusen med korresponderande rutnét I.
A Egenvirde
A Laplaceoperatorn
\Y Gradient
~ Ekvivalensrelation

ord(g)  Ordningen av elementet g.
[s] Ekvivalensklassen av s.
C Linjar kod
Z/qZ Méngden och grupp av heltal modulo gq.
(Z/qZ)™ Maingden och grupp av heltal modulo i n dimensioner.

RREF  Forkortning for row reduced echelon form som &versétts till radreducerad trapp-
stegsform.

0,(R)  Ortogonala gruppen.

K Kardinalitet. Méngden element i en grupp.
Qn Antalet linjara koder for dimension n.
SGD Storsta gemensamma delaren.

B Appendix 2 - Teori

B.1 Bézouts identitet

Sats 4. Lat m,n € Z, m,n > 0. Da existerar det =,y € Z sddana att

mz +ny = SGD(m,n). [23 (15)

B.2 Beézouts utokade identitet

Sats 5. Lat ai,as,...,a, € Z,a1,a3,...,a, > 0. Da existerar det x1,x2, ..., %, € Z saddana att
a1x1 + agxe + - - + apx, = SGD(ay, ag, ..., ay). (16)

Bevis. Detta visas genom induktion. Basfallet &r fallet med Bézouts identitet ovan [4]

Induktionsantagande Om det existerar 1, ..., z, € Z sddana att a;x1+ - -+a,x, = SGD(aq,...,a,),
existerar det d& x1, ..., Zp, Tpi1 € Z sddana att a1x1+- - HapTptans12,+1 = SGD(ay, ..., an, apy1)?

SGD(ay,...,an,anr1) = SGD(SGD(aq,...,a,),an+1) vilket innebér av Bézouts identitet att
det existerar yi1,y2 € Z sadana att y1.SGD(aq,...,an) + y2ant1 = SGD(SGD(aq,...,an),Gnt1).
Med hjilp av induktionsantagandet kan vi skriva om detta till y1(a121 + -+ - + ap®n) + Y2apn41 =
SGD(ay,...,ay,ant1). Multiplicering av y; med x4, ...z, ger heltal, vilket slutfor beviset.
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C Appendix 3 - Kallkod

For att skydda en eventuell patentansékan sa gjordes valet att inte dela killkoden till arbetet. Att
behalla kontrollen 6ver koden &r avgorande for att undvika obehorig anvéndning eller kopiering.
Detta &r en del av strategin for att skydda intellektuell egendom och mdojliggora sékra licensierings-
och partnerskapsmdojligheter.
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