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Forord

Idén att skriva ett kandidatarbete om matematiska sall ska tillskrivas vara handledare. Resultatet
ar en litteraturstudie av Heini Halberstams och Hans-Egon Richerts bok Sieve Methods. Vart mal ar
att presentera olika sorters matematiska sall och nagra tillimpningar i studiet av primtalstvillingar.
Vi avslutar med att presentera Chens sats och studera dess bevis.

Rapporten ska forst och framst betraktas som en grupprestation. For att underlédtta en indi-
viduell bedémning har vi under arbetets gang fort en loggbok Over varje medforfattares insats.
Detta omfattar dels en dagbok som varje vecka ldmnats in till examinatorerna, dels en individuell
tidslogg dér var och en angett vad de arbetat med och hur lange.

De olika avsnitten i den slutliga rapporten har férfattats enligt féljande:

e Victor Ahlquist: Sammanfattning, kapitel 1, avsnitt 2.1, 2.3, 4.2, 4.3, 4.5, kapitel 5, avsnitt
6.3 till och med ekvation (6.12), avsnitt 6.4, appendix A, avsnitt B.1, B.3.1, B.4.2, B.4.3 och
B.4.5.

e Alf Soderberg: Forord, populdrvetenskaplig presentation, avsnitt 2.2, 3.3, 3.4, 4.1, 4.4, 6.1,
6.2, 6.3 fran och utan ekvation (6.12), avsnitt B.2, B.3.2, B.4.1 och B.4.4.

e Avsnitt 3.1 och 3.2 har skrivits gemensamt.

Arbetet med att anpassa Chens sats, sdsom den behandlas i [HR, kapitel 11], till fallet med prim-
talstvillingar har bade Victor och Alf utfort.

I synnerhet i arbetets slutskede har vi bidragit till den slutliga utformningen &ven pé varandras
delar.

Vi vill framfora vart varma tack till vara handledare, Lucile Devin och Anders Sédergren. Utan
deras véardefulla hjilp och stod hade projektet inte varit genomforbart. De har vid flera tillfillen
last igenom texten, bidragit med vérdefulla insikter och gett forslag pé relevanta forbattringar.



Popularvetenskaplig presentation

Sall anviands av de flesta till vardags i nagon form, till exempel nér man brygger kaffe eller kokar
pasta. Principen for ett sall &r enkel: den handlar om att skilja saker at, ofta nagot vi vill ha fran
nagot vi inte vill ha. Ocksa inom matematiken férekommer sall, och d&ven om de skiljer sig fran vad
de flesta ar vana vid bygger de pa samma princip.

Matematiska sall anvinds inom talteorin, ett omrade &gnat at att studera heltalen och deras
egenskaper. Centrala i talteorin r primtal, som enbart dr delbara med sig sjdlva och 1. Tal som inte
ar primtal kallas sammansatta. De forsta primtalen ar 2,3,5,7,11,13, ... (Talet 1 rdknas inte som
ett primtal). Differensen mellan tva primtal kan inte vara mindre &n 2, férutom i undantagsfallet
3 — 2 = 1. Par av primtal (p,p + 2) vars avstand till varandra &r precis 2 kallas primtalstvillingar.
De forsta primtalstvillingarna &r (3,5), (5,7), (11,13) och (17,19).

En stor del av talteorin gar ut pa att undersoka primtal. Redan den grekiske matematikern
Euklides (325-265 f.v.t.) visste att det finns ett oéndligt antal primtal. Vi kan stélla samma fraga
om primtalstvillingar: finns det ett odndligt antal primtal p sddana att ocksé p + 2 &r ett primtal?
Fragan &r, trots sin enkelhet, &nnu inte besvarad.

Ett annat fenomen &r att det verkar som om alla jimna tal storre &n 2 kan skrivas som en
summa av tva primtal. Vi har till exempel att 4 =2+2,6=343,8 =5+ 3 och 10 =5+ 5, och
sa vidare. Inte heller detta har kunnat bevisas &n, &ven om manga matematiker tror att det &r sa.

Dessa bada problem kallas primtalstvillingsférmodan och Goldbachs férmodan. De ansags lange
vara néstan omojliga att angripa, men under 1900-talet togs de forsta stegen mot en 16sning. I
denna process har matematiska sall visat sig oumbérliga.

Matematiska sall finns i flera olika varianter, och det &r vart syfte att studera nagra av dem. Vi
kommer se hur vart och ett av sallen relaterar till problemet om primtalstvillingar. I nuldget kan
de inte anvindas for att bevisa den ursprungliga fragan, men de kan visa néarliggande resultat.

Det forsta séllet vi studerar &r det &ldsta och hérror fran den grekiske matematikern Eratosthe-
nes (276-194 f.v.t.). Tillvigagingssattet ir relativt enkelt, och handlar om att pa ett effektivt sétt
hitta alla primtal i en given talméngd. Som illustration kan vi betrakta talen 1,2,3...,100. Den
forsta observationen vi gor ar att vart och ett av dessa tal som inte ar ett primtal har minst tva
primtalsfaktorer. Av dessa dr minst en faktor mindre &n eller lika med 10, fér om bada vore storre
an 10 skulle talet vara stérre &n 10 - 10 = 100. Genom att stryka alla tal delbara med primtal
mindre an eller lika med 10 kan vi ddrmed hitta alla primtal mellan 10 och 100.

Efter Eratosthenes dréjde det linge innan andra sallmetoder introducerades, och de flesta
som vi studerar harrér fran 1900-talet. De &r mer komplicerade, men konceptet &r detsamma.
Generella sallmetoder arbetar med en &ndlig talméngd, och syftar att ur denna sovra vad som &ar
intressant, och uppskatta storleken av detta. I Eratosthenes sall skiljer vi till exempel primtal fran
sammansatta. I nyare sallmetoder ar det inte sékert att det dr lika effektivt. Mer generellt kanske
man intresserar sig for tal med tva, tre eller fem primtalsfaktorer. Ibland betraktar vi ocksa primtal
p till vilka vi adderar en konstant h. Den naturliga fragan dr da att underséka om p + h ocksa
ar ett primtal. Primtalstvillingsformodan handlar om fallet h = 2, men man kan dven undersoka
saken for andra h.

Tva av de nyare sallmetoderna har namngivits efter norrménnen Viggo Brun (1885-1978) och
Atle Selberg (1917-2007). Bruns metod bygger pa att pa ett intrikat sitt vilja vilka tal som ska
sallas bort efter hur deras primtalsfaktorer &r férdelade. P4 sa sdtt kan man visa att det finns
ett oéndligt antal heltal n s&a att bade n och n — 2 har som mest sju primtalsfaktorer. Det kan
jamforas med primtalstvillingsformodan, som séger samma sak fast med en istéllet for sju faktorer.
I sitt historiska sammanhang utgjorde Bruns insatser en viktig milstolpe i arbetet med férmodan.
Selbergs idé bygger istéllet pa att reella tal, ndr man multiplicerar dem med sig sjélva, aldrig &ar
mindre &n 0. Det anvinde Selberg genom att till varje element i talméngden vi vill understka
tillskriva en sa kallad vikt som &r storre én eller lika med 0.

Selbergs metoder anvinds bland annat for att visa Chens sats, som vart arbete avslutas med.
Den ar namngiven efter den kinesiska matematikern Jingrun Chen (1933-1996) och siger att det
finns ett odndligt antal primtal p sa att p + 2 har en eller tva primtalsfaktorer. Nér den publice-
rades ronte den stor uppmérksamhet, och ar &n idag en av de skarpaste approximationerna till
primtalstvillingsférmodan.



Sammanfattning

Matematisk sallteori har varit ett viktigt verktyg for manga nutida resultat inom analytisk
talteori. Med hjalp av Halberstam och Richerts Sieve Methods redogor vi for grundlaggande
sallteori med fokus pa tillampningar i studiet av primtalstvillingar. Vi bevisar och tillampar
varianter av Eratosthenes-Legendres sall, Bruns sall och Selbergs sall. Vi formulerar ocksa de
viktigaste resultaten fran en utveckling av Selbergs sall for linjara problem. Avslutningsvis
aterger vi delar av beviset av Chens sats, som implicerar existensen av odndligt manga par
(p,p+ 2) dar p ar ett primtal och p + 2 en produkt av maximalt 2 primtal.

Abstract

Mathematical sieve theory has been an important tool for many recent results in analytic
number theory. Using Halberstam and Richert’s Sieve Methods, we present the fundamentals of
sieve theory with a focus towards applications to the study of twin primes. We prove and apply
forms of Eratosthenes-Legendre’s sieve, Brun’s sieve, and Selberg’s sieve. We also formulate
the most important results from a development of Selberg’s sieve for linear problems. We
conclude with a partial proof of Chen’s theorem which shows the infinitude of pairs (p,p + 2)
with p a prime and p + 2 a product of at most two primes.
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1 Inledning

Vi ger en beskrivning av sallteorins utveckling, presenterar rapportens upplégg samt rekommende-
rade forkunskapskrav och lasstrategi for rapporten. Avslutningsvis férklarar vi notation och aterger
elementir talteori som anvéinds i senare kapitel.

1.1 Bakgrund och rapportens mal

Studiet av primtal har alltid varit en central del av talteorin och det finns idag méanga &ppna
problem géllande talféljder kopplade till primtalen. Euklides (325-265 f.v.t.) visade tidigt existensen
av oandligt manga primtal. Ett relaterat, men svarare, problem &r fragan om existensen av odndligt
manga primtalstvillingar, det vill sdga odndligt manga primtal p sddana att &ven p+2 ar ett primtal.
Problemet kallas primtalstvillingsférmodan och &r oldst, men ett av de mest fruktsamma verktygen
for att angripa problemet har hittills varit sallteori.

Sallteori kan sigas utgora en utvidgning av Eratosthenes (276-194 f.v.t.) ursprungliga algoritm
for att finna primtalen upp till en viss grans. Legendre (1752-1833) utvecklade Eratosthenes metod
till det som idag kallas Eratosthenes-Legendres sall och en formulering av séllet aterfinns nedan i
form av Sats 2.1. Brun (1885-1978) kan séigas ha inlett den moderna sallteorin med [Br] dér Bruns
kombinatoriska sall, som utgor ett forbattring gentemot Eratosthenes-Legendres sall, presenteras.
Ett resultat baserat pa Bruns idéer finner ldsaren i Sats 3.2.

Selberg (1917-2007) utvecklade 1947 en version av det vi idag kallar Selbergs sall [S]. Metoden
har i utdkad form kunnat anvindas for att erhalla undre begrénsningar fér méanga féljder och
speciellt foljder kopplade till primtalstvillingar. Férutom Brun och Selberg, som har lagt grunden
for sallteorin, bor &ven bidragen fran Bombieri och Vinogradov ndmnas dar Bombieri-Vinogradovs
sats ger en begrinsning pa en felterm som ofta uppkommer i sallteorin. Satsen bevisades i den
form vi behover den av Bombieri i [Bo|, och leder néstan direkt till vart Lemma 4.3.

Vart mal dr att redogdra for delar av beviset fér en approximation av primtalstvillingsférmo-
dan. Specifikt kommer var kvantitativa Sats 6.1 implicera f6ljande kvalitativa resultat, som forst
bevisades av Chen (1933-1996) i [C]. Fallet h = 2 &r speciellt intressant pa grund av kopplingen
till primtalstvillingar.

Sats 1.1. Fér varje jimnt h # 0 existerar det odndligt manga primtal p sidana att p + h ar ett
primtal, eller en produkt av maximalt tva primtal.

Bland mer nutida bidrag till sallteorin aterfinns ett anméirkningsvért resultat frdn Zhang [Z].
Zhang bevisade att det existerar négot h mindre &n 70 miljoner sddant att det finns o&dndligt
manga primtalspar vars avstand till varandra &r mindre &n h. Konstanten h har ytterligare be-
gransats, och speciellt kan Maynards bidrag [M] ndmnas ddr han med nya metoder begransade
h till 600. Polymath-projektet, déir bland annat Maynard och Tao deltog, anvéinde i [P] idéerna
fran [M] och [Z] for att begrinsa h till 246. Vi ser att om konstanten h kan begrinsas till 2 ar
primtalstvillingsférmodan bevisad.

1.2 Rapportens uppliagg och avgransningar

I samtliga kapitel foljer vi ungefér presentationen i [HR]. Vi inleder med att i kapitel 2 ge sallteore-
tiska exempel, samt beskriva Eratosthenes-Legendres sall. Vi uteldamnar beviset, men det aterfinns
i appendix B.1. Kapitel 3 &r fristdende fran framstéllningen i resterande kapitel, men vi lyckas
hér visa intressanta tillimpningar. Vi inleder med att behandla kombinatoriska sall i allménhet
och hérleder olikheten (3.8). Vi presenterar sedan Bruns sall i form av Sats 3.2, tillsammans med
tillimpningar pa primtalstvillingar. Ett bevis av Sats 3.2 finns i appendix B.2.

Vi ger i kapitel 4 en noggrann introduktion till Selbergs sall i form av Sats 4.1 som senare
kopplas till studiet av primtalstvillingar. Eftersom Selbergs sall dr det viktigaste grundlaggande
sallet for Chens sats ges ett bevis for Sats 4.1 direkt i kapitel 4. Vi studerar sedan det linjara sallet,
som har stor betydelse for primtalstvillingar, i kapitel 5. De viktigaste resultaten som anvénds i
Chens sats formuleras, men fullstindiga bevis uteldmnar vi. Férhoppningsvis férmedlas dock den
koppling satserna har till den 6vriga sallteorin.

Avslutningsvis behandlar vi beviset av Chens sats fér primtalstvillingar. Har skiljer var fram-
stillning sig fran [HR|, som istéllet behandlar Chens sats fér Goldbachs férmodan, men méanga



argument ar lika. Vi beskriver noggrant de delar av beviset som har koppling till rapportens tidiga-
re avsnitt. Vi stéller upp ett sall for att approximera antalet element i {p+h:p < N, p+h € P},
dar P, betecknar méngden av alla heltal med maximalt tva primtalsdelare och p betecknar primtal.
I nésta steg anvinder vi satserna fran kapitel 5 for att erhalla en undre begrénsning fér méangden.
For att slutfora beviset behover vi uppskatta tre summor, men en av uppskattningarna kraver mer
teori &n omfanget av rapporten tillater och vi hinvisar lasaren till [HR, kapitel 11.4-11.6] for de-
taljerna. Uppskattningarna av de andra summorna redogérs for i appendix B.4.5 och tillsammans
med den uteldmnade uppskattningen slutfér det beviset av Chens sats.

1.3 Rekommenderade forkunskaper och lasstrategi

For att tillgodogora sig innehéallet i texten bor lasaren ha god forstaelse av elementéar talteori, till
exempel i form av innehallet i [R]|. Nagra viktiga talteoretiska resultat som vi anvinder finns i
appendix A, tillsammans med anvéndbara uppskattningar. Vi podngterar dock att en fullstdndig
introduktion till elementér talteori ligger utanfér rapportens ramar. Rapporten kan ldsas sam-
manhéngande fran borjan till slut, men vi har uteldmnat vissa bevis och tekniska detaljer fran
huvudtexten. Vi markerar tydligt i texten om detaljerna aterfinns i appendix.

1.4 Talteoretiska definitioner och notation

Vi aterger hir viktiga definitioner fran elementér talteori. Vi anvénder notationen fran [HR] som
med f& undantag ir standardnotation inom talteori. For ett positivt heltal n betecknar v(n) antalet
primtalsdelare utan multiplicitet, och ©(n) antalet primtalsdelare med multiplicitet. Vi later v(1) =
Q(1) = 0. Den naturliga logaritmen betecknas med log och om k &r ett positivt heltal skriver vi
log® z for (logx)*. Ett positivt heltal n kallas kvadratfritt om ingen primtalskvadrat delar n. Vi
betecknar Eulers konstant, som &r grinsvirdet av skillnaden mellan den n:te delsumman av den
harmoniska serien och log n, med «. Funktionen p(n) betecknar Mobiusfunktionen, definierad enligt

(1.1)

{(—1)”(”) om n dr kvadratfritt,
p(n) =
0 annars.

Vi later ¢(n) beteckna antalet positiva heltal mindre &n eller lika med n som &r relativt prima
till n. For tva heltal a, b betecknar (a,b) deras storsta gemensamma delare, och [a, b] deras minsta
gemensamma multipel. Lat f vara en komplexvéird funktion, definierad pa de positiva heltalen,
som inte dr konstant lika med 0. Vi kallar d& f multiplikativ om f(mn) = f(m)f(n) for relativt
prima tal m,n. Det f6ljer fran definitionen att p dr multiplikativ och fran elementér talteori vet
vi att dven ¢ ar det. Vi later alltid p beteckna ett primtal. Vidare later vi 7(z) beteckna antalet
primtal mindre &n eller lika med x och 7(x; d, a) motsvarande antal primtal i restklassen a modulo
d. Speciellt &r 7(z) =Y .. 1. Funktionen liz definieras som

1
lix:/ —dt, x> 2.
5 logt

p<z

Vi har ofta nytta av ordo-notation. Nar vi skriver

f(x) = O(y(x)), eller f(z) < g(x),

menar vi att det finns en konstant C' > 1sa att |f(z)] < C|g(x)] for alla = i en underforstadd méngd.
Ofta kommer det vara méangden av alla x sa att > 2, men villkoret x > 3 kan vara underforstatt
om vi hanterar funktionen loglog x, som &r 0 for = e. I de flesta fall 4r det intervallet [K, co) déar
K &r ett stort tal som dr den intressanta mingden. Notationen f(x) > g(x) betyder g(z) < f(z).
Pa liknande satt skriver vi

f(@) = h(z) + O(g(x)), (1.2)

om det existerar nigot £(x) = O(g(x)) sd att f(x) = h(z) 4+ £(x) for alla = i ndgon mangd. Istéillet
for likhetstecken kommer vi ibland skriva < eller > i (1.2) med analog betydelse. Ett index, till
exempel i O (1), anger vad den implicerade konstanten C' tillats bero pé. Ibland uteldmnas index
om det framgér av kontexten vad C beror pa.



2 Definitioner och inledande sallteori

Nedan foljer det forsta sallteoretiska innehallet. Vi ger grundliggande definitioner och presente-
rar tva viktiga villkor. Avslutningsvis formulerar vi och tillimpar en utveckling av Eratosthenes
ursprungliga algoritm i form av Eratosthenes-Legendres sall.

2.1 SAllteoretiska definitioner

Vi inleder med att redogora for grundldggande definitioner [HR, s. 14-15 och 24-25]. Heltalen utgor
om inget annat anges grundméngden da vi bildar nya méangder. Fér en méngd eller f6ljd C skriver
vi |C| for antalet element i C. Vi later A beteckna en dndlig {6ljd av heltal och X > 1 vara en
approximation av |A|. En speciell delf6ljd till A &r A4, med d kvadratfri, definierad som méngden
av de element i A som delas av d. Vi noterar att A; = A.

Till A kommer vi definiera en icke-negativ reellvird funktion wy p4 méngden av primtal som
definieras s& att |.A,| approximeras av Xwq(p)/p. Vi utokar wq till en multiplikativ funktion defi-
nierad pa méngden av kvadratfria tal genom wo(d) := [, ,wo(p). I praktiken definierar vi dock
alla tal wg(d) samtidigt sd att wg blir multiplikativ. Till kvadratfria d definierar vi &ven en felterm
rq = ‘.Ad‘ - XWO(d)/d

Vi later B vara en méngd av primtal. For heltal K definierar vi P som méngden av primtal
som inte delar K. Speciellt dr 93, mingden av alla primtal och givet ett 9 later vi B beteckna dess
komplement i 3. Till P definierar vi P(z) som produkten av alla primtal i 3 strikt mindre &n z.

For att knyta samman A och B definierar vi en funktion w(p) enligt

w(p) = {wo(p) om p € P,

0 annars.

Som tidigare utvidgar vi w till en multiplikativ funktion pa mangden av kvadratfria tal. Givet w
introducerar vi feltermen Ry = |Ag4| — Xw(d)/d och produkten

w(z) =] (1 - °"(p)> . (2.1)

p<z p

En naturlig koppling mellan W(z) och Mébiusfunktionen ges i beviset av Sats 2.1 i appendix B.1.
_ Betrakta z > 2 och kvadratfria ¢ saidana att (¢, P(2)) = 1 dér ¢ inte har nagon primtalsfaktor
i 9B, vilket vi skriver som (g¢,J3) = 1. Till sddana ¢, z definierar vi

S(Ag; B, 2) = [{a € Ay : (a, P(2)) = 1}]. (2.2)

Vart huvudsakliga mal kommer vara att uppskatta S(A,; B, z) for olika val av A, ¢, B, och z. Ett
vanligt val av g dr ¢ = 1.

2.2 Uppskattning av | A

Vi presenterar hir ett exempel pé hur vi kan uppskatta |Ay4| [HR, exempel 3, avsnitt 1.3]. For det
later vi x och y vara reella tal som uppfyller 1 < y < x. Darefter later vi F' vara ett polynom
med heltalskoefficienter och betraktar A = {F(n) : x —y < n < z}. For att uppskatta |Ag4]
introducerar vi funktionen p(d), vilken betecknar antalet inkongruenta lsningar till ekvationen
F(n) =0 mod d. Varje sddan restklass modulo d bidrar med y/d + 6 element till |Ay4|, dér |6] < 1.
Det kan vi motivera heuristiskt med att n ligger i ett intervall av langd y och talen i restklasserna
féorekommer med avstand d fran varandra. Totalt far vi att

[Ad = p(d) (% +0)

dér |0] < 1. Nér F har grad 2 eller mer &r p i allménhet svar att berikna systematiskt men man kan
visa att den &r multiplikativ [HR, s. 17-18], till exempel genom att anvinda kinesiska restsatsen.
Det innebér att det har dr lampligt att vélja

X =y, wo(d)=p(d), varpa |rq| < wo(d). (2.3)

Av sérskilt intresse r da F' ar en produkt av linjara heltalspolynom. I nésta avsnitt kommer vi
lata F'(n) = n(n + 2) och i Sats 3.3 later vi Fi(n) = n(n — 2).



2.3 Tva villkor pa w och ett forsta sall

Vi aterger fran [HR, s. 30] tva villkor (R) och (£2y) som &r uppfyllda for vissa A, P och w. Bada
anvinds i Sats 2.1. Villkoren lyder

|Rd‘ < w(d), om ILL(d) # 0, (dvﬁ) =1, (R)

samt
w(p) < Ay for alla p och for nagot Ay > 1. (o)

Nu &r vi redo att formulera Eratosthenes-Legendres sall och presentera en tillimpning. Formu-
leringen &r hdmtad fran [HR, Sats 1.1].

Sats 2.1. Vi har alltid S(Ag;B,z) = XW(2)w(q)/q+ 0 3_ 4 p(s) | Raal- Forutsatt att villkoren (R)
och (Qo) héller galler dven S(A;B,z) = XW(z) +0(1 + Ap)?. I bada fall ar |0] < 1.

Vi uteldmnar beviset och néjer oss med att notera att det inleds med observationen

S(AEBz) =Y > opd= > pd D 1= D ud)| Al (2.4)

a€A,; dla d|P(z) acA d|P(z)
d|P(z) a=0 mod qd

eftersom den forsta inre summan &r 0 om (a, P(z)) > 1 och annars 1 enligt Lemma A.1. Summan
som involverar Mdébiusfunktionen fungerar alltsd som en indikator for de s6kta talen. I den andra
likheten har vi bytt summationsordning, anvint d | P(z) och (¢, P(z)) = 1, vilket foljer ur defini-
tionen av S(Aq, B, 2), sa att (¢,d) = 1. Den sista likheten &r definitionen av Agq. Ett fullstdndigt
bevis aterfinus i appendix B.1. Som det papekas i [HR, s. 31] blir Sats 2.1 endast anvindbar for
smé z i férhallande till X, eftersom feltermen &r exponentiell i z. Trots feltermen lyckas Sats 2.1
ge en icke-trivial 6vre begrénsning av antalet primtalstvillingar mindre an ett tal x.

Vi betraktar talfoljden A = {n(n+2) : n < x} beskriven i avsnitt 2.2, med y = = sd att X = x.
Vi véljer P = P, och ser fran (2.3) att (R) ar uppfyllt. En av faktorerna i n(n + 2) maste vara
delbar med p for att produkten ska vara det sa att p(p) < 2, vilket tillsammans med (2.3) medfér
att (o) ar uppfyllt med Ay = 2. Vi kan rékna ut p(p) explicit {6r alla primtal och ser att p(2) = 1,
men p(p) = 2 for p > 2.

Om (p,p + 2) ar ett par av primtal med z < p < a kommer p(p + 2) och P(z) vara relativt
prima. Diarmed har vi [{p < x : p + 2 &r ett primtal}| < S(A,B, z) + z. Tillimpning av Sats 2.1
ger

H{p <z :p+2érett primtal}| < S(A,B,2)+ 2 < XW(2) +3° + 2z =W (z) + 3° + =.
Fran Korollarium A.10 och w(p) = p(p) foljer W (z) < 1/log® z. Vi later z = (logx)/2 sa att

: 1
Hp <z :p+ 2 é&r ett primtal }| < % 4 glos3)/2 4 08T 23:
log™(; log ) 2 log“ log =

eftersom (log 3)/2 < 1. Eftersom det &nnu 4r oként om det finns odndligt ménga primtalstvillingar
skulle det vara mer intressant med en undre begrinsning. Med hjilp av en variant av Bruns sall
kan atminstone undre begrénsningar for par som néstan &r primtalstvillingar hérledas, se Sats 3.3.

3 Kombinatoriska sall

Eratosthenes-Legendres sall formulerar den algoritm som Eratosthenes anvinde i ett modernt
sprak. En nackdel med Eratosthenes-Legendres sall &r att summan av feltermer ar svar att kon-
trollera. Vi kommer i detta kapitel presentera den grundlidggande idén bakom kombinatoriska sall
och ge ett exempel i form av Bruns séall. De utgor ett satt att hantera problemet med feltermerna
och darmed erhéalla starkare resultat dn tidigare. Materialet &r hamtat fran [HR, avsnitt 2.1-2.4].



3.1 Introduktion till kombinatoriska sall

Vi f6ljer har [HR, avsnitt 2.1]. T Eratosthenes-Legendres sall anvinder vi den forsta inre summan i
(2.4) som en indikatorfunktion for att avgdra om ett element a réknas till S(A;9B, z). Vi kallar nu
den inre summan oq((a, P(z))). Kombinatoriska sall generaliserar og genom att inféra funktioner

x och o, dar o definieras enligt
= 3 nld)x(d). (3.1)

d|n
Fallet dér y 4r den konstanta funktionen 1 ger og(n).

Vart syfte dr nu att hirleda undre och 6vre begrinsningar for S(A; B, z) med hjilp av defini-
tionen (3.1). Vi inleder med likheten

=3 (5) 0 (32)

som foljer genom att utveckla o(d) enligt (3.1) i hogerledet, byta summationsordning och sedan
anvinda Lemma A.1. Vi kan anvinda (3.2) for att se att

S udx(d)lAd = ZIAdIZu() =S o) S uAsl

d|P(2) d|P(2) 5|d 5| P(z) t|P(2)/6

dér vi i sista steget bytt summationsordning och skrivit d = dt. Idén &ar nu att dela upp summan
ovan i de tva fallen § = 1 respektive § > 1. Vi skriver (4 for de tal i 3 som inte delar d, byter
variabeln ¢ till d och anvéinder (2.4) pa de inre summorna i hogerledet ovan for att erhalla

SAP,2) = Y pdx(d)] A= Y o(d)S(As B, 2). (33)

d|P(z) 1<d|P(z)

Hér observerade vi #ven att P(z)/d dr produkten av alla tal i (9 strikt mindre &n 2.

Vi fortsatter att f6lja [HR, avsnitt 2.1] for att hirleda tva hjdlpekvationer som kommer behovas
for att begrinsa S(A;%B, z). Forst noterar vi att for kvadratfria d och ett p | d kan vi dela upp d:s
delare utefter om de delar p eller inte enligt

o(d) =Y uOx()+ > umOxpl) = > wt)(x() — x(p)). (3.4)

¢ld/p ¢ld/p £d/p

I det sista steget anvinde vi pu(pf) = —u(f) eftersom (p,¢) = 1. For att hirleda den sista hjal-
pekvationen later vi z; < z och definierar P, , som produkten av de tal i intervallet [z1,z) som
tillhor PB. For ett tal d skriver vi ¢(d) for den minsta primtalsdelaren till d, med ¢(1) = oo. Vi kan
da genom att summera 6ver alla méjliga delare till P,, , skriva

SAB )= > Y 1= dooo1= > SAs3Y,2), (3.5)

t|P, - acA t| Pz, - ac Ay t| Pz 2
(a,P(z1))=1 (a,P(2)/t)=1
(a, P, 2)=t
dér vi anviint P(z) = P(z,)P,, . och definitionen av (). Nu #r vi redo att skriva om (3.3) pa den
form som kan ge oss 6vre och undre begrénsningar. Vi anvinder forst (3.4) och sétter pé = d, dar
p dr det minsta primtalet i d, f6r att skriva andra summan i hogerledet fran (3.3) till

3737 S(As B 2) S a0 (x(0) - x(p0)).

5|P(z) p|P(2) £)6
p<q(9)
Notera att pd > 1 eftersom p &r ett primtal. Fallet § = 1 ger inga problem eftersom ¢(1) = oco. Om
vi nu byter summationsordning ovan och skriver d = t£ erhaller vi

ST w0 = x() > S(Ap P, 2)

{|P(z) p|P(z) t|P(z)/L
p<q(¢) p<q(t)

= > ) ) (x(O) = x(p0)S (Ape; B, p),

L|P(2) p|P(2)
p<q(€)



dér det sista steget &r (3.5) med p i rollen som 21, A,y i rollen som A och PP som PB. Hir har
vi anvént att villkoren pa p, ¢, t medfor att de ar parvis relativt prima eftersom P(z) &r kvadratfri.
Till slut kan vi alltsd skriva (3.3), med d i rollen som ¢ ovan, som

SAPB,2) = Y wdx(@|Ad = > > u = X(pd))S(Apa; B, p)-

d|P(z) d|P(z) p|P(2)
p<q(d)

Som [HR, s. 39] papekar behovs inte indexet (pd) i B, eftersom det foljer av ¢(d) > p och att det
tredje argumentet 1 S(Apq; B, p) dr p. Podngen med omskrivningen &r att vi far en 6vre respektive
en undre begriansning om tecknet pa u(d)(x(¢) — x(pf)) éar konstant for de element som forekommer
i summationen, se dven [HR, s. 40]. Vi har alltsa olikheten

> pd)xa(d)|Adl < S(AP,2) < Y pld)xa(d)] Adl, (3.6)

d|P(z) d|P(z)

for tva funktioner y; och o givet att de uppfyller

(_1)U_1M(d)(Xv(d) - Xv(pd)) >0, for pd | P(Z)7 p< Q(d)v (37)

dér v dr 1 eller 2. Om vi anvinder definitionen av Ry i (3.6) far vi en undre och 6vre begrinsning

for S(A;B, z) som

(d w(d)
XY e @)= = Y edlRd < SAP2) <X Y @@=+ Y ad)l|Rdl
d|P(z) d|P(z) d|P(z) d|P(z)
(3.8)
Vi vill hitta en klass av funktioner x, som uppfyller (3.7), vilket motiverar foljande definition
[HR, s. 43].

Definition 3.1. Tva funktioner x,,v = 1,2, definierade for alla d|P(z) ségs ge upphov till ett
kombinatoriskt séll om det fér v = 1,2, géller att

1. xv(d) € {0,1} for alla d|P(z),

2. xu(1) =1,
3. om x,(d) =1 géller det att x,(t) =1da ¢ |doch d| P(z),
4

com x,(t) =1, u(t) = (—1)¥, p < q(t) och pt | P(z) géller det att x,(pt) = 1.
Lemma 3.1. Om tvd funktioner x,,v = 1,2, genererar ett kombinatoriskt sdll uppfyller de (3.7).

Bevis. Antag att pd | P(z) och att p < ¢(d). Vi ska visa att (—1)*"1u(d)(x.(d) — x»(pd)) inte kan
vara negativt. Eftersom x,(d) antingen &r lika med 0 eller 1 maste x,(d) — x»(pd) vara lika med
—1, 0 eller 1. Det finns dérfor bara tva fall dir (—1)""!u(d)(x»(d) — xv(pd)) kan vara negativt.
Det forsta fallet ir om x,(d) = 0, x,(pd) = 1 och pu(d) = (—1)**1. Eftersom d | pd ir emellertid
Xv(d) =1 om x,(pd) = 1 enligt den tredje egenskapen i Definition 3.1. Detta fall kan dérfor inte
intriffa. Det andra fallet &r om x,(d) = 1, x,(pd) = 0 och u(d) = (—=1)?. Det motsédger emellertid
den fjarde egenskapen i Definition 3.1. Beviset &r darfor klart. O

En omedelbar konsekvens av Lemma 3.1 &r att att funktioner som ger upphov till kombina-
toriska sall uppfyller (3.8). For ett kombinatoriskt sall har vi alltsa direkt en 6vre och en undre
begransning av S(A;B, z).

3.2 Nya villkor pa w

Vi ska i nésta avsnitt undersdka Bruns sall, som &ar en instans av ett kombinatoriskt sall. Innan
dess behover vi nagra tekniska hjélpmedel som vi presenterar har [HR, avsnitt 1.4 och 2.3].
Vi borjar med att introducera ett nytt villkor (1) p& w. Villkoret séger

o<W 1
p Ay



for nagon konstant A; > 1. Efter omordning av termerna erhaller vi det ekvivalenta uttrycket

1
1S o < A (3.9)

Vi introducerar dven (22(x)), som &r en viktig generalisering av villkoret (£2g). Det séger att

1
> w(p)pogpémogZ+Ag, 2<w<z, (©22(x)

w<p<z

for tva konstanter k > 0 och A > 1. En tolkning av (2(x)) ar att w(p) i genomsnitt dr begransad

av parametern k. I sjilva verket géller det att (£g), som begrinsar w(p) for varje p, implicerar

(Q2(k)) med k = Az = Ap [HR, Lemma 2.2]|. Vi ser att Lemma A.7 medf6r ett liknande resultat,

men dir A, d& blir en multipel av Aj.

Om bade (1) och (Q2(k)) dr uppfyllda har vi dven en uppskattning av W(z) enligt [HR,

Lemma 2.3]
1
W(z)

Jamfor med Lemma A.10 som &r ett specialfall.

= O(log" z). (3.10)

3.3 Bruns sall

Bruns séll ar ett exempel pa ett kombinatoriskt sall och ger en metod for att hitta bade en 6vre och
en undre begriansning till S(A4;%B, z). Vi ska hér presentera de funktioner y, som ger upphov till
det. For det paminner vi om att P,, . definieras som produkten av alla primtal p i I3 sadana att
z1 < p < z. Nésta steg &ar att vi infor tal z,, n =0,1,...rsdatt 2=2,. < z,_1 < ... <21 < 20 =2
och later b vara ett positivt heltal. Vi definierar nu for v = 1,2,

(3.11)

(d) = 1 omv((dP,,.)<2b—v+2n—-1,n=1,2..,r,
Xold) = 0 annars,

da d | P(z). Detta begréansar antalet primtalsfaktorer hos de d vi inkluderar savél som hur de ar
fordelade. Aven om funktionerna kan tyckas invecklade tillater de oss att begriinsa storleken pa
summan av resttermer x,(d)|Rq.

Man kan visa att x,, v = 1,2 uppfyller kraven {or ett kombinatoriskt sall (se Lemma B.1). Vi
presenterar nu det centrala resultatet [HR, Sats 2.1]. Ett néstan fullstdndigt bevis finns i appendix
B.2.

Sats 3.2. Ldt b vara ett positivt heltal och A en konstant som uppfyller 0 < et < 1. Antag
vidare att villkoren (1), (Q2(k)) och (R) dr uppfyllda. Dé gdller det att
22041527

c ogz 2N/ r
S(A;P, 2) < XW(2) (1 + 25 gy e (s )> +0 (22b+2’01/( 1))

och

/\21)62)\
1— )\262+2)\

Ay A
c1 9 ( + 1(H+10g2>>

S(A;R, 2) > XW(2) (1 - e<2b+2>01/<*10gz>) + O (HRO/ETD) (3.12)

dar

Anmairkning. De implicerade O-konstanterna beror inte pa b eller A. De kan dock bero pa x, A;
och As, konstanterna i villkoren (€2;) och (Q2(k)). I framtiden tillats alla O-konstanter bero pa
konstanterna A;.

En forbattring jamfort med Eratosthenes-Legendres sall ar den sista feltermen, dar vi finner z i
basen istéllet for exponenten. En annan anmérkningsvard aspekt ér att vi far en undre begransning.
Sadana &r ofta svarare att erhalla &n Gvre begrdnsningar, men ger ofta intressanta resultat. Vi
kommer se ett exempel pa det i nésta avsnitt.



3.4 Anvandning av Bruns sall pa primtalstvillingar
Vi presenterar nu [HR, s. 62-63].

Sats 3.3. Det finns ett odndligt antal positiva heltal n sidana att n och n — 2 har hégst 7 prim-
talsfaktorer.

Anméirkning. Vi betraktar heltal n och n—2 istéllet fér n och n+2 for att underldtta rakningarna
i bevisets slutskede.

Bevis. Vi later A = {n(n —2) : n < a2} och P = Py, mingden av alla primtal. Vi betraktar nu
S(A; P, z). Detta uttryck betecknar antalet heltal n(n — 2), dir n < z, sddana att n(n — 2), och
darfor &ven n och n — 2, saknar primtalsfaktorer p sddana att p < z. Enligt vad vi sag i avsnitt 2.2
kan vi valja X = x och

1 omp=2

2 omp>2

I likhet med vad vi sig i avsnitt 2.3 beror det pa att kongruensen n(n—2) = 0 mod p har exakt tva
16sningar, n = 0 mod p och n = 2 mod p, som sammanfaller d& p = 2. Allts& har vi att w(p) < 2,
varfor (o) dr uppfyllt. Fran avsnitt 3.2 &r dérfor dven (Q2(x)) uppfyllt, med x = Ay = 2. Vidare

har vi att
1 1

1< < <

T l-wlp)/p— 1-2/37

s (Q1) ar uppfyllt med A; = 3. Slutligen &r |Ry| < w(d) enligt (2.3), s& (R) &r uppfyllt. Dérfor
kan vi tillimpa Sats 3.2. Med b = 1 erhaller vi ur (3.12) att

3,

AZe?A der /(A1 1+42,01/(e*—1
S(AP,2) = 2V () (1 L2 e ogz>> 0 (4201 -D),

For vart val av w dr W(z) = %H2<p<z (1 —2/p). Enligt Lemma A.10 & W (z) > 1/log® 2. Vi far
darfor att

x 2 AZe2r log? z - z1+2:01/(e*~1)
. - - 9 NNE  dei/(Nlogz)
SR =5 [] (1 p) ((1 2O )+o - :

2<p<z

Vi vill sdkerstélla en positiv undre begransning da x — oo. Det dr mojligt om den sista resttermen
begrénsas, samt om
A262A
1- 271 Oz > 0. (3.13)

Detta kommer medfora att faktorn

1 __2444;&???j;4476401/(klogz)
1 _ \Ze2+2A
forblir positiv da z — 0o, eftersom faktorn e¢/(A1°22) da gar mot 1. For A = log(1,288) uppfylls
(3.13) savill som satsens krav. Vi kan fiven finna en konstant u sidan att 1+2,01/(e* —1) <u < 8
for detta val av A\. Om vi later z = x/* far den sista resttermen formen O (log2 z/(u?z®)), dir
e > 0. Eftersom W (z) > 1/log” z foljer det att S(A;B, 2) — oo da 2 — oco. Alltsa finns det ett
odndligt antal n sddana att samtliga primtalsfaktorer p hos n eller n — 2 uppfyller p > z = z1/%.
Later vi Q(n) beteckna antalet primtalsfaktorer hos n (med multiplicitet) far vi alltsa

T Z n Z ZQ(’I’L) — J?Q(n)/u och = Z n—2 Z ZQ(TL*Q) —_ xQ(n72)/u'

Detta beror pa att n respektive n — 2 dr produkter av Q(n) respektive Q(n — 2) primtalsfaktorer
som var och en &r stérre &n eller lika med z. Dérmed kan vi dra slutsatsen att

Q(n) Qn —2)

——= <1 och <1
u

)

s& att
Q(n) <u<8och Q(n—2) <u<8.

Eftersom bade Q(n) och Q(n — 2) &r heltal maste de darfér vara mindre &n eller lika med 7. Det
avslutar beviset. O



4 Selbergs sall

Efter Bruns arbete har flera andra sall konstruerats. Ett av de viktigaste ar Selbergs sall, och de
flesta av de resterande resultaten som presenteras hir bygger pa dess grundidé. I likhet med Bruns
sallmetoder ger Selbergs motsvarigheter oss metoder for att finna Gvre och undre begransningar
till S(Ag; B, 2). Oftast sker det under samma sorts forutsittningar som tidigare. Det vanligaste &r
att vi sétter villkor pa funktionen w eller resttermerna |Rg].

I det hér kapitlet presenterar vi Selbergs séll i form av Sats 4.1, tillsammans med en hérledning.
Vi ser ocksa hur satsen kan anvindas for att finna en 6vre grans i studiet av primtalstvillingar. Vi
avslutar med att introducera generaliserade villkor fér funktionen w och resttermerna |Ry].

4.1 En grundlaggande olikhet

Selbergs sall bygger pa att vi for varje positivt kvadratfritt heltal d definierar ett reellt A4, med
kravet att Ay = 1. Vi har da den grundldggande olikheten

S(AgP.2) < Y ( > )\d> => ( 2{; )\d>2. (4.1)

acAy; \d|(a,P(2)) acA,
d|P(z)

Denna har sin grund i att om (a, P(z)) = 1 har vi endast en term i den inre summan, ndmligen
A1 = 1. T alla andra fall ger termerna a ett icke-negativt bidrag eftersom vi kvadrerar en summa
av reella tal. Idén kan synas enkel men har visat sig effektiv.

Det 6vergripande problemet ér att vélja lampliga konstanter Ay s att uppskattningen i (4.1)
blir sa bra som mdjligt. Utan nagra begréansningar &r problemet svart, sa det &r vanligt att man
forenklar situationen genom att inféra en parameter £ > 1, och sitta Ay =0 da d > ¢ [HR, s. 97].
I nésta avsnitt bygger vi vidare pa (4.1) och infor samtidigt nagra av de viktigaste hjdlpmedlen.

4.2 Berikningar och ett forsta resultat

Ett naturligt val av parametern £ r att sitta £ = z, vilket dr fallet som behandlas i [HR, avsnitt
3.1]. Nér undre begréansningar hérleds ar det dock séllan mojligt att vélja variabeln z fritt. Darmed
ar det fordelaktigt om vi kan vélja & fritt {or att behélla viss flexibilitet [HR, s. 189]. Speciellt i
samband med villkoret R(1,«) som definieras i avsnitt 4.5 kommer flexibiliteten som £ ger vara
anvandbar. Vi foljer darfor utvecklingen av teorin i [HR, avsnitt 6.1] och inleder med att utveckla

kvadraten i (4.1) enligt
-Aqa ma Z Z Z Adl )\dz I

a€Ay; dila daz|a
dl |P(z) d2|P(Z)
for kvadratfria ¢ med (g, P(z)) = 1 och (¢,'B) = 1, som i avsnitt 2.1. Nyckelidén dr nu att dndra
summationsordning for att erhalla den 6vre begrédnsningen i form av en huvudterm och en restterm.
Vi skriver dérfor om hogerledet ovan till

>0 e YL

d1|P(2) d2| P(2) a€A,
[d1,d2]]a

Eftersom [d1,ds] | P(z) och (q,P(z)) = 1 enligt villkoren pa g i S(A4;P,2) fran (2.2), &r den
innersta summan |Ag(4, 4,]| enligt kinesiska restsatsen. Vi sdtter D = [di,dy] for att forenkla

notationen.
Vi anvénder nu att |[A;p| = Xw(¢gD)/gD + Ryp per definition och delar upp uttrycket ovan

enligt
X Z Z )‘d1)‘d2 —|— Z Z )\dl)\dg qD> (4-2)

T 4P dalP(2) 1 P(2) da| P(2)

dér vi i forsta termen utnyttjat att w dr multiplikativ. Vi anvinder notationen fran [HR, avsnitt
6.1] och betecknar den vénstra dubbelsumman X och den higra 5 s& att var utrikning har visat



att
S(Aq§ B, Z) <X

Eftersom ¥; multipliceras med X &r den forsta termen relativt stor och vi véljer darfor Ay for
att minimera den. Valet Ay = 0 for d > £ minskar dock storleken av Yo [HR, s. 189], eftersom
inte alla delare till P(z) bidrar till summan. Till skillnad fran [HR, avsnitt 6.1] vintar vi med att
specificera \4 tills vi kan se vad det optimala valet &r, men vi foljer deras omskrivning av ¥;.

Den fortsatta utrdkningen inleds med observationen

wD) _ w(d)w(dz) (di,ds)

D didy  w((di,do)) (4.3)

w
(qq)zl + 3.

som foljer ur multiplikativiteten hos w, aritmetikens fundamentalsats och den elementéra likheten
dydy = [dy,d2](dy,ds). Givetvis giller inte likheten om w((dy,ds)) = 0, men i sidana fall ar w(D)
ocksa noll enligt multiplikativiteten, sa vi kan bortse fran detta fall.

For nollskilda w(p) har vi &ven

@ =1 7w(p) =1 @, (4.4)

dér g(p) definieras som den multiplikativa inversen av braket i det mittersta uttrycket. Vi utvidgar
g till en multiplikativ funktionen definierad pa kvadratfria d enligt

w(d) 1
o == Ll =g -

jamfor [HR, ekvation (1.4.17)]. Den uppmérksamma lasaren noterar att g(p) inte ar definierad om
w(p)/p = 1 och vi kréver darfor villkoret (€2;) som forhindrar det. Fran (4.5) foljer g(d) = 0 om
och endast om w(d) = 0.

Vi forenklar nu andra faktorn i (4.3) med hjilp av Lemma A.3 enligt

M_ b _ L _ L L
w((dr dz)) 11 w(p) 11 <1+g(p)) Z(Z g(0) Zd;g(é)' (4.6)

p|(d1,d2) p|(d1,dz2)

Tillsammans med (4.3) kan (4.6) anvindas for att skriva om foérsta summan 3, i (4.2) till

Yw(dy) 1 1 w(d)\?
Z Z Ay Ay 02 d1d2 Z o0 = > g(@( > )\dd> . (4.7)

d1|P(z)dz2|P(z) £|dy 4| P(z) d|P(z)
£|dy 233 ljd<€

I den yttre summan behover vi endast ta hinsyn till £ < £ eftersom ¢ | d annars medfor att
d> 0> ¢ sdatt Ay =0. Symbolen ' betyder att vi endast summerar dver heltal k med w(k) # 0.
Nu foljer vi [HR, s. 121] for att finna optimala A;. Vi definierar y, som summan innanfér

kvadraten i (4.7) s& att
Z yé Z A2 (4.8)

0P (2 d|P(z
e<§ l\d<§

En berdkning, se appendix B.3.1, visar att kravet \; = 1 ar ekvivalent med
T Ye
1= S 0w =3 2 u0) /o0, (4.9)

(<¢ < V(0)
£ P(z) L|P(z)

Cauchy-Schwarz olikhet och (4.8) visar nu att hogerledet ovan ar mindre &n 3; - G4 (€, 2), dar

Gul&2) = 3 w(Ogl0). (4.10)
£<E
[P (z)
(,k)=1
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Vi betecknar G1(&, z) med G(&, z) och har d& en undre begrinsning av X7 som 1/G(€, z). De
optimala y, véiljs sd att Cauchy-Schwarz olikhet ger likhet, det vill siga s& att alla y,/+/g(¢) ar
multiplar av p(£)+/g(¢) for alla £, med samma proportionalitetskonstant. Tillsammans med (4.9)
visar detta att yp = g(£)pu(€)/G (&, 2), vilket medfor att

p(d) Ga(¢/d, )
[l —w(p)/p) G(&2)

samt |Ag| < 1. Detaljerna aterfinns i appendix B.3.1. Med hjélp av denna observation kan vi hitta
en Gvre begransning for X, enligt metoden i [HR, avsnitt 6.1], genom att ta absolutbelopp i (4.2).

Vi ser darfor att
o< Y Y Ryayal < Y [Repl DL (4.12)
D<¢?

d1|P(z) d2|P(2) dy,d2
di1<€  da<§ DI|P(2) [d1,d2]=D

g = (4.11)

Vi har i den foérsta summan anvént att den minsta gemensamma multipeln av tva delare till P(z)
méste dela P(z), samt vara mindre én £2 pa grund av storleksbegriinsningarna pa dy, ds. Vi tar
mellan andra och tredje summan bort kravet d;, dy < £ vilket ger olikhet. Vi berdknar den innersta
summan till 3“(”) med hjilp av ett kombinatoriskt argument. For att bilda tva tal vars minsta
gemensamma multipel &r precis D har vi {or varje primtalsfaktor i D precis tre val. Vi kan antingen
lata den ingd i dy, da, eller bada. Vi far alltsd foljande sats [HR, Sats 6.1].

Sats 4.1. Om (Q1) ar uppfyllt och & > 1 har vi den dvre begrinsningen

w X
S(A2) < 20 E s Y B ORy (413)
’ d<¢?
d|P(z)

Sats 4.1 géller under svaga forutsattningar vilket gér den anvindbar. Eftersom vi inte har nagot
villkor pa storleken av Rqq kan dock inte summan i (4.13) forenklas direkt. Vi kommer langre fram
se att resttermen kan uppskattas vél om ett villkor (R(k,«)), som &r mindre strikt dn (R), &r
uppfyllt. Utover resttermen kommer vi &ven uppskatta G(¢,z) nedifran or att kunna anvinda
Sats 4.1 i praktiken. Vi avslutar med att notera att en alternativ, svagare form pé resttermen i
(4.13) ar

> w?(d)3" D |Ryal, (4.14)
d<g&?
(d.P)=1
eftersom alla d som delar P(z) uppfyller att (d,B) = 1 samt #r kvadratfria, jimfor [HR, ekvation
(3.1.14)].

4.3 Aritmetiska primtalsfoljder

Vi avviker tillfalligt fran undersokningen av Selbergs sall for att studera ett exempel av sérskilt
intresse i samband med primtalstvillingar [HR, exempel 5, avsnitt 1.3]. Vi later A = {ap+h : p < x}
med a, h heltal, (a,h) = 1 och & > 1 reellt. Nar vi behover uppskatta |Ay4| kommer alltid (a,d) =1
och vi kommer alltid anvinda P = P, s& att vi endast undersoker d med (d,ah) = 1.

Vi har |A4| = [{ap +h : p < 2,p = —ha™! mod d}| = 7(x;d, —ha™'), dir a~! #r den multi-
plikativa inversen modulo d till a. Eftersom (d,ah) = 1 vixer |A,4| obegrinsat dd z — oo, enligt
Dirichlets sats [D, kapitel 1]. En kvantitativ form av Dirichlets sats i [D, kapitel 22] ger liz/¢(d)
som en uppskattning for 7(z;d, —ha™!).

Om vi sétter d = 1 far vi uppskattningen X = liz. Vi far &ven naturliga val for wg, och i
férlangningen w. Totalt far vi

i d,h) =
X =liz, w(d):{¢(d) om (d, h) ) (4.15)

0 annars.



Speciellt dr w multiplikativ eftersom ¢ ar det. Vi ser ocksd att w(p) = p/(p — 1). Nu f6ljer ocksé
Rq=m(z;d,—ha™1) —liz/$(d) om d &r kvadratfri och (d, ah) = 1. Feltermen beror pa bade d och
h vilket inte kommer vara onskvért i framtiden. Vi definierar darfor

E(xz,q) = max max (4.16)

2<y<z (¢,q)=1

li
m(y;q;¢) — ¢<§>‘

s& att
|R4| < E(x,d), d kvadratfritt, (d,h) =

4.4 Anvindning av Selbergs sall pa primtalstvillingar

Vi ger nu ett exempel pa hur Sats 4.1 kan anvéindas i arbetet med primtalstvillingar, och foljer i
stort sett tillvigagangssittet i [HR, avsnitt 3.6-3.7].

Vi later N och h vara positiva jamna heltal, och betraktar méngden £ = {p+ h:p < N}. Vi
ser att L ar ett specialfall av foljden A vi studerade i avsnitt 4.3, med a = 1 och = N. D& har
vi enligt (4.15) att

P

w(p) = {”‘1 om pfh, (4.17)
0 annars.
Later vi € = z 1 G(&, z) har vi med G(z,z) =: G(z) att
1 1 p—1 1 1
< — . .
a5 <210 o) 1 b (10 () s

2<p|h

For tillrackligt stora z foljer olikheten av att vi begrinsar G(z) underifran, se appendix B.3.2.
For begriansade z dr (4.18) trivial eftersom G(z) > 1 och vi déarfor kan vélja en tillrickligt stor
O-konstant.

Den forsta produkten i (4.18) kallas ibland primtalstvillingskonstanten och har ett oéndligt antal
faktorer. Vi kan hantera fragan om konvergens av den odndlig produkten genom att ta logaritmen
av den N:te delprodukten. Pa sa sétt reducerar vi problemet till en fraga om konvergens av serier.
Direfter Taylorutvecklar vi log(1—1/(p—1)?) och later N — oco. Produktens konvergens féljer da av
att serien 220:1 1/n? &r konvergent. Primtalstvillingskonstanten har beriiknats vara approximativt
lika med 0,6607 [W, avsnitt 3].

Satter vi ¢ = 1 och anvénder Sats 4.1 erhaller vi resultatet [HR, Sats 3.10]

: p—1 X 1 2( 1\au(d)
S(A; B, 2) <2H( )2> ) 9T0s2 <1+O<logz)>+ > pA(d)3Y D Ry.

p>2 2<plh d<z?
(d,h)=1

(4.19)
Summan av resttermerna &r pa formen (4.14).

For att motivera anvindandet av Sats 4.1 méaste vi verifiera att (£21) ar uppfyllt. Darfor obser-
verar vi att villkoret pa w(p) ar trivialt sant om p | h. Om p 1 h &r p > 3 eftersom h ar jamnt. Det
foljer da fran 1/(p — 1) < 1/2 att (1) ar uppfyllt med A; = 2.

Vi anvéander detta pa £ och far da Sats 4.2, som ger en 6vre begransning av antalet primtalspar
(p,p + h) dir p < N [HR, Sats 3.11].

Sats 4.2. Dd N — oo gdller det att

/ p—1 loglogN))
:p< N,p+h=p1} <8 1- 1+0 (=220,
ep<Nopeh=) <sT] (1- o) T By (140 (o

p>2 2<p \h

I beviset behover vi begrinsa resttermerna, vilket vi gér med hjilp av foljande resultat [HR,
Lemma 3.5]. Det &r ocksa darfor vi skriver dem pa formen (4.14).

Lemma 4.3. Lat k vara ett positivt heltal. Antag att

k< logAx
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och att E(x,q) dr definierat som i (4.16). Givet en positiv konstant U finns det en positiv konstant

C sa att
2 v(d) _ T
w?(d)3"YE(x,dk) = O (> .
d<zl/2%l;logc z) ¢(k) logU T

Den av O-notationen implicerade konstanten, liksom C, beror pd U och A.

Lemma 4.3 &r en version av Bombieris sats. Satsen behandlats i exempelvis [D, kapitel 28], om
an i ett annat utférande.

4.5 Tvillingprimtal och fler villkor

Det &r nu lampligt att introducera tvéa nya villkor [HR, s. 142, 219]. Vi inleder med (Q3(x, L)), som
ar en utokning av (Q9(k)) fran avsnitt 3.2, men med krav pa undre begrinsning. Villkoret lyder

w(p)logp z
—-L < — 2= _glog— < Ay, 2< < Q L
_ngz " ng = === ( Q(K’ ))

for nagot L > 1. Villkoret dr ett viktigt verktyg i hirledningen av undre begrénsningar.

Det andra villkoret vi introducerar behandlar istéllet resttermen Ry, och &r svagare &dn (R).
Det &r dock anvandbart eftersom det ger en begrénsning pa medelvirdet av resttermerna, vilket
ofta &r det enda som behovs. Vi definierar villkoret (R(x, «)) enligt

) X

Z u?(d)?) (d)IRd| < A5m,

d<X*/(log X)“4 s
(d,P)=1

X>2, (R(r, @)

diar A4 och As dr nagra konstanter. Notera att samma x forekommer i bade (Q2(k,L)) och i
R(k, ), men det kommer inte medféra nadgon inskréankning i de fall vi studerar.

Vi visar nu att foljden £ = {p+ h : p < N} fran avsnitt 4.3, med P = By, uppfyller bada
villkor. Lemma 4.3, med U = 2 visar direkt att (R(k,a)) &r uppfyllt med nigra konstanter Ay, As,
a =1/2 och k = 1. Genom att vélja U annorlunda hade vi kunnat vélja vilket x vi vill, men for
vara dndamal ar detta tillrackligt.

Om vi anvénder 1/(p—1) = 1/p+1/(p(p—1)), Lemma A.7, tillsammans med definitionen (4.17)
av w, ser vi att den 6vre begrénsningen for (Q2(1, L)) haller fér nagot A; = O(1). For den undre
begransningen noterar vi att summanden i (Q2(k, L)) precis &r summanden i Lemma A.7, med
undantag for en term av storleken (logp)/p?, vars summa konvergerar, samt ett antal uteslutna
termer. De termer som uteslutits &r de dér p delar h, alltsd maximalt v(h) = Oy (1) termer. Totalt
far vi en undre begrinsning med L = Oy(1). Begrinsningen kan géras mer specifik i h, men for
oss réacker resultaten ovan.

5 Det linjara sallet

Linjara sall &r de sall som kan anvindas for att undersoka foljder C, tillsammans med nagot 3,
som uppfyller (Q3(1, L)). Vi sig i avsnitt 4.5 att {6ljden £ kopplad till primtalstvillingarna &r en
sadan f6ljd, vilket &r anledningen till att linjara sall &r av intresse. Vi inleder med att presentera
tva funktioner f och F som kommer vara anvindbara for teorin om linjéra sall och presenterar
sedan tva satser, utan bevis, som kommer vara nédvéndiga i beviset av Chens sats.

5.1 Funktionerna f och F

Vi foljer nedan [HR, avsnitt 8.2], med undantag for smé férandringar i notation, for att definiera
och undersoka funktionerna f och F. Vi inleder med att betrakta differentialekvationer for tva
funktioner n(u), p(u), enligt

,p(u)y=1, 0<u<?2

(un(u))’ =n(u—1), (u=1)p'(u) = —p(u—1), w=2.

(5.1)
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Vi anmérker att 7 och p existerar unikt, vilket framgar implicit i [HR, avsnitt 8.2]. Vi definierar
nu

F(u)=¢" (n(u) + p(u)) , u>0,

u

= (v - 22) . uso.

u

(5.2)

D& 0 < u < 2 kan vi se direkt fran definitionen att f(u) = 0 och F(u) = 2¢”/u. For att undvika
langre avvikelser fran studiet av primtalstvillingar néjer vi oss med att formulera de egenskaper
hos f och F som krévs for beviset av Chens sats utan bevis och hénvisar den intresserade ldsaren
till [HR, avsnitt 8.2] for detaljer.

Tva viktiga egenskaper hos f och F &r att f vixer monotont fran O till 1 och att F' avtar
monotont mot 1. Man kan ocksa med mer information om 7, p, visa att konvergensen mot 1 sker
exponentiellt sa att f(u) =1+ O(e™) och F(u) =1+ O(e™™). Fran definitionen av f, F {oljer
dven

/u ft=1)dt = uF(u) — ur F(uq),
“ (5.3)
[ Fe=1dt =gt - un ),

for 2 < u; < w. Nyckeln till beviset ar att se att vi for v > 2 har (uF(u)) = f(u — 1) och
(uf(w) = F(u—1).

Den sista egenskapen vi behover dr en medelviardesegenskap som vi kommer anvinda i Chens
sats for att kontrollera beteendet hos f och F mellan tva narliggande punkter. For godtyckliga
0 < uy < ug har vi ndmligen

0 < F(uy) — Flug) < Fup) 22—
Uy
Uz — U7
(51 ’

(5.4)
0 < fluz) = f(ur) < 27

Vi noterar hir att om uy véljs storre &n exempelvis 1 dr F'(u;) = O(1) pa grund av monotoniciteten.

5.2 Linjara sallresultat

Nu &r vi redo att formulera de tva resultat om linjéra sall fran [HR, avsnitt 8.3-8.4] som vi kommer
anvinda i beviset av Chens sats. I bada resultaten kraver vi utéver (22(1, L)) dven (£21). For att
bevisa de tva resultaten krivs en utvidgning av Selbergs sall fran kapitel 4, som later oss erhalla
undre begrénsningar. Hirledningen av det utvidgade sallet sker genom att introducera funktioner
liknande 1 och p ovan, men framstéllningen blir teknisk och hamnar utanfér rapportens omfang.
Vi presenterar dirfor resultaten nedan utan bevis. Det forsta resultatet dr [HR, Sats 8.3].

Sats 5.1. Ldt (Q1) och (Q(1, L)) vara uppfyllda. Om & > z, eller 1 < £ < z med z < & for nagot
A, har vi

162 l/n

n\P(Z)

_ w(q) log & v(n
S(Ay;P, 2) > qXW(z)(f(logZ> —Cy (1os6) 1/14> Z 3" Ry,

"\P(Z)

(5.5)

ddr vi explicit har skrivit ut O-konstanten C;. Som vanligt tillits den bero pd alla A; och o, men
inte pd L. Om & < z maste konstanten C tillitas bero pd .

Med medelvirdesegenskapen (5.4) kan vi hérleda en utvidgning av Sats 5.1 utan resttermer
[HR, Sats 8.4]. Detta kréaver dock att vi introducerar villkoret R(1, ). Nyckeln till beviset &r att
sitta €2 = X /(log X )44, anviinda (R(1,)), (3.10) och sedan tillimpa (5.4).
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Sats 5.2. Lat (1), (Q2(1,L)) och (R(1,«)) vara uppfyllda. Om z < X ezisterar det ett Xy sd att
vi for X > Xy har

) log X L
S(A;PB, 2) < XW(2) <F<a Tog 2 > JrC(logX)l/M)

. log X L
S(A;PB,2) > XW(2) (f(a log 2 ) - O(logX)l/M)

(5.6)

dir konstanten C' tilldts bero pa A; och o men inte L. Konstanten Xo kan bero pd A4 och a.

6 Chens sats

Vi ska nu formulera och presentera ett bevis av Chens sats [HR, Sats 11.1]. Satsen utgor i ett
specialfall den i sitt slag ndrmaste approximationen av primtalstvillingsférmodan.

6.1 Formulering av Chens sats

Sats 6.1 (Chens sats). Ldt h vara ett nollskilt jimnt heltal. Dd finns en konstant No sd att om
N > Ny gdller det att

p—-
|{p.pSN,p+heP2}|>0,66pl:[2<1— >21_[|h _210g N (6.1)
Som vi formulerat satsen beror Ny pa h. Fran Sats 6.1 foljer omedelbart Sats 1.1.
Bevis av Sats 1.1. Vilj ett jamnt h # 0. Enligt (6.1) har vi att
Hp:p < N,p+he P} —oodd N— oo,
vilket avslutar beviset. O

Later vi h = 2 ser vi att Chens sats ligger mycket néra primtalstvillingsférmodan. Det fullstédn-
diga beviset till satsen anvdnder en omfattande méngd begrepp och resultat och att presentera
dem alla ligger utanfér rapportens omfang. Vi kommer i forsta hand fokusera pa de aspekter som
knyter an till den sallteori vi tidigare har behandlat.

Nedan f6ljer vi beviset i [HR, kapitel 11], som dock behandlar Chens sats i en version som ligger
néra Goldbachs féormodan. Bevisen liknar varandra, men en del detaljer behéver anpassas till den
nya situationen med primtalstvillingar.

6.2 Inledande uppskattningar

Vi arbetar med foljden £ = {p + h : p < N} och later B = Pj. Det forsta steget i beviset
av Sats 6.1 &r att introducera en viktad summa W, som till varje element ¢ = p + h som vi
summerar 6ver tillskriver en vikt w, som ar hogst 1. Vi vill ocksad att de element vars vikter ar
positiva hogst kan ha tva primtalsfaktorer. Meningen med det ar att vi d& kan dra slutsatsen att
H{p:p < N,p+h e Py}| >W. Detta beror pa att vinsterledet summerar alla element p+ h € P,
diar p < N med vikten 1. Summan W innehaller som mest alla element i vénsterledet, men med
en vikt som eventuellt &r mindre, tillsammans med andra element vars vikt ar negativ.
Vi ska visa att den viktade summan

w= Y <1_; )OS 3 1> (6.2)

p+h§1§\io NV/10<p < N1/3 NY10<p <« N3 NY/3<py < (N/py) /2
(p+h, P(N ))=1 p1lp+h, p1€PR p1lp+h, p1E€PR p2|p+h, p2€Bn
p+h=p1p2ps

uppfyller véra villkor, sd nar som pa tva undantag. Symbolen ' betyder att vi enbart summerar
over element p sddana att (p+ h, h) = 1, det vill sdiga (p, h) = 1. Den betyder ocksé att talen p+ h
ar kvadratfria med avseende pa alla primtal som uppfyller villkoren i de inre summorna.
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Uttrycket innanfor parentesen &r den vikt w,, som hor till varje element a = p + h som vi
summerar 6ver. Vi ser direkt att en positiv vikt maste vara lika med 1 eller 1/2. Det aterstar att
visa att de element vars vikter &r positiva har hogst tva primtalsfaktorer. Vi undersdker de bada
fallen w, = 1 och w, = 1/2 separat.

Om w, = 1 dr de tva inre summorna i (6.2) tomma, och d& saknar p + h primtalsfaktorer
mindre dn N'/3. Mojligheten p + h = N &r uppfylld f6r hogst ett element. I annat fall kan p + h
ha hogst tva primtalsfaktorer, eftersom p +h < N.

Om w, = 1/2 maste den forsta summan innehalla exakt en term, samtidigt som den inre sum-
man i den sista dubbelsumman maéaste vara tom. Det betyder att p + h har exakt en primtalsfaktor
p1 sadan att NY/10 < p; < N3 och vi skriver p + h = pym, med (m, P(N'/3)) = 1. Det innebér
att m kan ha antingen en eller tva primtalsfaktorer. Vi ska visa att férutom undantaget da m &r
en primtalskvadrat m = ¢2, dir ¢ = (N/p;)'/2, kan det senare fallet inte intréiffa.

Skriv darfor m = pops, med p3 > po. Eftersom den inre summan dr tom méaste pa > (N/p1)
Men da far vi att pap3 > N/p; och ddrmed att p + h > N. Detta dr uppenbarligen en motsigelse,
och alltsd har p + h med ett undantag hogst tva primtalsfaktorer om dess vikt &r lika med 1/2.

Vi sag att det finns tva undantag fran regeln att ett element i W med positiv vikt méaste hora
till Py: Dels om p +h = N, dels om p + h = p1¢> diir ¢ = (N/p1)'/? ér ett primtal. Dessa tva
undantag orsakar inga problem, eftersom de endast introducerar en felterm O(1).

Hogerledet i (6.2) forenklas om vi &ndrar den yttre summationsgrinsen till p < N. Det kommer
medfora att en felterm O, (1) laggs till. Darefter multiplicerar vi in i parentesen i den modifierade
versionen av (6.2) och erhéller d& tre summor. I var och en av dessa undersoker vi hur stor felterm
som uppkommer om vi dven avlagsnar de restriktioner som impliceras av symbolen ’. Den kommer
att fa formen O(N9/19).

I den forsta summan lagger vi som mest till Oy (1) termer, eftersom kravet (p, k) = 1 har hévts,
och Zp|h 1 = Op(1). I den andra summan betraktar vi for varje p; en 6ljd av N pa varandra

1/2.

foljande heltal och undersoker vilka som &r delbara med p?, eftersom kravet pa kvadratfrihet
hiivts. Avliigsnandet av / ger dirfor som mest ett bidrag pa N/p? + 1 for varje p;. I den tredje
summan resonerar vi pa liknande sitt, men med p;p3. Totalt far vi ett bidrag pa (jamfor [HR, s.
322])

Oh(1)+0< > (;\ngl))

N1/10§p1<N1/3

+ (’)( > > ( N2 + 1) ) = O(N19). (6.3)

N1/10<p <N1/3 N1/3<py<(N/p1)t/? Pipa

Eftersom h &r fixt kan den forsta feltermen absorberas i hogerledet utan problem. Detsamma géller
for de tva undantagen som ndmndes ovan. Den andra feltermen kan delas upp i tvd summor dér
den forsta kan uppskattas med en integraljimforelse. Vi far att den dr O(N?/10) eftersom N'/10
4r den undre summationsgrinsen. Den andra summan dr O(N'/3). T den sista termen i (6.3) kan
vi resonera pa ett liknande séitt med p3, men eftersom summan dr dubbel méaste vi iven notera att
p1 > NY/10, Den sista feltermen blir da O(N9/10).

Om vi &ven byter summationsordning och begrénsar den tredje summan ovanifran i den modi-
fierade versionen av (6.2) far vi till slut, se appendix B.4.1, att

1
{p:p < Np+heP}[>SEPn N =0 >0 8L, B, NV

NY10<p < N1/3
P1EPh

1 N
P > > {ps p3 < ——,pipeps —h = p}‘ + O(NY10). (6.4)
NY10<p <NV N3 <py < (N/py) /2 P1p2
P1EPR D2EP

6.3 Begrinsning av termerna

Vi begrénsar nu termerna i hogerledet i (6.4). Fran avsnitt 4.4 och 4.5 vet vi att £ uppfyller (1),
(Q2(1,L)) och R(1,c). Vi har L = Op(1), o = 1/2 och inget A; beror pad N. Eftersom vi fixerat

16



h tillater vi implicerade konstanter att bero pa h utan att markera det explicit. Vi podngterar att
inga implicerade konstanter tillats bero pa N.

Vi foljer [HR, avsnitt 11.2] och begrénsar den forsta termen i (6.4) med Sats 5.2 och den andra
med Sats 5.1 for tillrackligt stora N. Vi far for den forsta termen

St ) w0 (5 (3G ) +0 () 69

diar X =1i N. Att begrédnsa den andra termen, det vill sdga den forsta summan, &r mer intrikat.
Vi foljer tillviigagangssittet i [HR, Sats 9.1] som inleds med att sitta £€2 = X'/2/(log X )4+, Varje
enskild term begrinsas med Sats 5.1 dir £2/p; anviinds for det som kallas &2 i satsen. Eftersom
p1 < NY3 dr €2/p; > X6 /(log X)A4, vilket #r storre in w := N'/19 for stora N sa att Sats 5.1
kan tillimpas, med w i rollen som z och A = 2. Vi far da om vi sétter y = N'/3 att

S S(Lp P NV < 30 2O gy o) <F<1“s<€2/m>) w( | ))

1/14
w<p1 <y wip<y Pl log w (log(&/+/p1))Y/
P1EPL P1EP

+ Y > 3Rl

w<p1<y n<e? /py
P1EPr  p|P(w)

(6.6)

Eftersom ¢2 ~ X1/2 anviinder vi (5.4), samt definitionen av ¢ for att skriva

» <10g1§)€;1/0p1)) _ (log(fg;/;/pl)> Lo ((1og)1()1/2> 6.7)

for tillréickligt stora X, se [HR, s. 245] for detaljer. Notera att exponenten 1/2 kan véljas godtyckligt
ndra 1, men 1/2 ar tillrackligt for vara dndaméal. Vi noterar dven

log(¢/+/p1) > log X/¢ —loglog X4 > log X. (6.8)
Vi anvénder (6.7) och (6.8) for att skriva de tva forsta termerna i hogerledet fran (6.6) som

avoen( 32 St () o 2 )0

w<p1<y w<p1<y
P1EPR P1EPL

Per definition av w och y géller (logy)/(logw) = 10/3 s& att Lemma A.9 medfor att den andra
termen i (6.9) dr O((log X)~1/14). For att uppskatta resttermen i (6.6) observerar vi att indexet
pin inte upprepas, eftersom n delar P(w) och p; > w s& att den storsta primtalsfaktorn i pin
alltid #r p;. Dessutom giller pin < €2, (pin,Br) = 1, samt att pin dr kvadratfri. Dirmed kan

resttermen begrénsas av
X
2 v(d) _
§ j d)3" DR, = O ,
wld) Rl <10g2X)

d<e?

(F.d)=1
dir vi for att erhilla O-termen anviint villkoret R(1,«) samt definitionen av ¢2. Eftersom vi
betraktar ett linjart problem ger (3.10), eller den explicita berdkningen av W (N 1/ 10) nedan, att
resttermen kan absorberas i feltermen s att vinsterledet i (6.6) kan begrinsas av

XW(Nl/m)( 3 wp1) p ((logl);'gl/:/pl)> +0O (W) ) (6.10)

w<p1<y P
P1E€EPR

Det som krévs for att avsluta uppskattningen ar att begrinsa summan i (6.10). Man kan med hjélp
av Lemma A.8, Lemma A.9 och partiell integrering, jamfor [HR, s. 246], se att summan &r

10
10 dt 1
Fl5-—)= )
/3 (5 t)t+o<1ogX>
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Vi har enligt Lemma A.6, X = N/(log N)(1 + O(1/(log N)). Om vi anvénder det i (6.5) far vi en
undre begrénsning av de tvé forsta termerna i (6.4) enligt

XW(Nl/lo)(f(5) - ;/;OF <5 - 1to> % +0 ((ngl)l/ul) > (6.11)

dér vi med hjilp av (5.4) och X < N, for tillrickligt stora N, har skrivit

1 (i) =70+ (qams) =70+ (g

Vi fortsitter att folja [HR, avsnitt 11.2]. Genom att anvinda (5.3) ger en omfattande integralbe-
rikning, se [HR, s. 323], att uttrycket involverande f och F i (6.11) &r strikt storre &n 2,64e7/20.
Dessutom ger en beriikning, se appendix B.4.2, att W (N'/10) kan begrinsas underifran av

2067H<1—(p_11)2> z%;loglN <1+O<log1N>>'

p>2 2<plh
Om vi kombinerar vara resultat och anvinder Lemma A.6 kan vi till slut, genom att vélja ett
tillrackligt stort N och utnyttja att den undre begrdnsningen for integralen &r strikt, skriva

1 p—1 N 1
{p+h:p<Np+heP}>264]] <1—2) ———— — =5, (6.12)
53 (p=12) 20, P~ 2log’ N 2

dér Sy &r den tredje termen i (6.4). Vi papekar, likt [HR, s. 324], att vi har bevisat Chens sats sa
som vi formulerat den om vi for tillrackligt stora N lyckas visa

1 p—1 N
Sy < 3,96 1——— S S 6.13
v<396]] ( (p_1)2)2<plhp_210g2N (6.13)

p>2

For vidare riakningar later vi Py = {p1ps : N0 < p; < NV3 < py < (N/p1)'/?} och

N
A(p1,p2) = {p1p2p —h:p< } : (6.14)
P1p2
Med dessa far vi N
So = Z {p:p<,p1p2p—h=p’}‘. (6.15)
= pip2
(p1p2,h)=1

Varje term i summan riknar antalet primtal i A(pq,p2). Vi pAminner om att P(z) &r produkten
av alla primtal i 3, mindre &n z och observerar att hogst z element &r faktorer i P(z). I annat fall
uppfyller de (p1p2p — h, P(z)) = 1. Vi erhaller darfor

N N
Hp:p < ,p1pzphp’}‘ <z+ Hp ip < ——, (pip2p — h, P(2)) = 1}’
pip2 p1p2

Vi definierar nu 22 = N%/27¢ diir 0 < € < 10~°. Insiittning i (6.15) ger att

So < Z

p1p2€PN

N
{p:p< ]Tm,(plpgp—h,P(z)) = 1}‘ +(9(N11/12). (6.16)

Feltermens form beror pa att z < N'/* och att summan har mindre &n N2/3 termer. Vi ska nu
skriva om uttrycket med hjalp av A(n), se Definition A.1. Méalet ar att fa ett uttryck som innehaller
samma méngd som i (6.16). Vi skriver pjps = r och later g = 1/+/log N. Dérefter betraktar vi

> A (6.17)

n<N/r
(rn—h,P(z))=1
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Dess termer &r alltid ickenegativa, och nollskilda endast da n &r en primtalspotens p™. Vi far en
undre begransning genom att bara betrakta primtal p och inga hogre potenser. Vidare exkluderar
vi de termer sadana att p < (N/r)!=%0. Eftersom (N/r)!=%0 < p éir (1 — gg)log(N/r) < logp och
vi far d& en undre begrénsning av (6.17) enligt

> logp > (1 — eo) log(N/r) > 1
(N/r)'7=0 <p<N/r (N/r)1720<p<N/r
(rp—h,P(z))=1 (rp—h,P(z))=1

> (1= eo)tog) (| {0 < Tm = npen = 1| - ().

Summan i (6.16) begrénsas dérfoér ovanifran av

1 N 1—¢€9
Z <(1 —eo) log (N/p1p2) Z Alm) + (p1p2) )

p1p2€PN n<N/pip2
(pip2n—h,P(z))=1

A(n N\l
<(1+250) Y > log(J\f(/p)1p2)+ > <p1p2> . (6.18)

P1p2€PN p1p2n<N P1p2€PN
(p1p2n—h,P(z))=1

Om vi byter summationsordning i dubbelsumman i (6.18) far vi den nya summan

) 3 A(n)

Sy = 7 Ao(m),

mn  piparem 08(N/p1p2) rrgv
(m—h,P(z))=1P1P2EPN SN

dar Ag(m) betecknar den inre summan som en funktion av m. Vi har ocksé att

3 <N >1_60_N160 3 (P1p2)™ _ pricoss ) L ovt-eersy

P1p2€PN P1p2 P1p2€PN P1p2 p1p2€PN p1p2

eftersom p1ps < N2/3 och den sista summan dr begriinsad av en konstant enligt upprepad anviind-
ning av Lemma A.9. For tillrdckligt stora N far vi darfor att

So < (14 269)S; + O(N1==0/3), (6.19)

6.4 Selbergs sall och Dirichletkaraktéarer

For att uppskatta S7 introducerar vi sa kallade Dirichletkaraktirer. En komplexvard funktion y
definierad pé heltalen kallas for en Dirichletkaraktir modulo ¢ om x(n + ¢) = x(n) for alla n,
x(mm) = x(m)x(n) for alla heltal m,n, x(1) = 1, samt x(n) = 0 {6r (n,¢) > 1. Talet ¢ kallas for
x:s period. Vi presenterar nedan nagra anvandbara egenskaper hos Dirichletkaraktarer.

Fran definitionen foljer |x(n)| = 1 for alla (n,¢) = 1, samt att x(n) i sdidana fall 4r en enhetsrot.
Dessutom ser vi att om x &r en Dirichletkaraktar &r ocksd y det och x(n)x(n) =1 for (n,f) = 1.
Fran multiplikativiteten foljer, om (n,£) = 1, att ¥(n) = x(n~1), dir n=! &r invers till n modulo .
En speciell karaktar &r huvudkaraktiren yo som ér indikatorfunktion for tal n sddana att (n,¢) = 1.
Fler detaljer aterfinns i appendix B.4.3 och en fullstindig behandling ges i [D, kapitel 1 och 4].

Vi anvinder nu Selbergs sall i specialfallet £ = z, ¢ = 1 och foljer [HR, avsnitt 11.3]. Eftersom S
ar nira relaterad till A := A(py, p2) frén (6.14) viiljer vi de vikter A4 vi skulle anvént for att studera
A, med tillhorande P := P;,. Notera att z < N'/* < p; < py sa att for d < z har vi (d,p1p2) = 1.
Dérmed &r A en av de foljderna vi studerade i avsnitt 4.3. Vi véljer dérfor w(d) = d/¢(d) for d < z,
(d,h) =1, och w(d) =0 om (d, h) > 1. Vi véljer nu A4 enligt (4.11) och erhaller, jAmfér (4.1), att

Si< Y Ao(m)( > )\d) = D> Aada >, Ao(m), (6.20)

m<N d|P(z) dy1,d2|P(z) m<N
dlm—h m=h mod D
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dér vi i forsta olikheten anvint att kvadrater &r icke-negativa, samt att Ay = 1 si att om (m —
h,P(z)) = 1 far summan precis ett tillskott Ag(m). D har vi definierat som [dy, da].

Eftersom B = Py, 4r (D,h) = 1 och h har en invers modulo D. Déarmed dr h = m mod D
ekvivalent med mh~! =1 mod D. Vi kan nu anvinda Lemma B.6, som beskriver resultatet av en
summation 6ver alla Dirichletkaraktéirer modulo D, for att skriva om hogerledet i (6.20) till

>OMIE Y m) X xntm = Y GEEE ST w0 Y Aom)xim)

dy,d2|P(z) m<N x mod D dy,d2|P(z) x mod D m<N

Vi kallar hidanefter den innersta summan (N, x). For huvudkaraktéren xo har vi speciellt

N, Xo) Z Ao(m ZAO(m)— Z Ag(m). (6.21)

m<N m<N m<N
(m,D)=1 (D,m)>1

Vi delar darfor upp summan 6ver Dirichletkaraktirerna ovan for att hantera y = x( separat. Vi tar
sedan absolutbelopp av de tva sista delsummorna som uppkommer. Vi flyttar in absolutbeloppet
och erhéller totalt

si< % )\d(1>\d2 S Ao(m Z u* (D)3 Z Ao(m

dy,d2|P(z) m<N ( m;;\f
D|P( ) m >1
(D)D) 3V(D) (6.22)
+ Z > X(h)o(N, X)),
X#X0
D‘P( ) x mod D

dér vi anvéint samma resonemang som i férenklingen av (4.12) for att erhalla de tva sista summorna.
Vi foljer [HR, avsnitt 11.3] och kallar den andra summan ovan Se och den tredje S3. Vi kan direkt
berdkna den forsta summan genom att byta summationsordning och d& erhalla ¥ fran (4.8) som
den inre summan. Med vara val av Ay, och teorin fran Selbergs sall i avsnitt 4.2, vet vi att X, ar
lika med sitt minimum (G(z))~!, dir G ér definierad i termer av w ovan enligt (4.10).

For att avsluta beviset av Chens sats aterstar det att uppskatta klart summorna i (6.22). Att
fardigstélla uppskattningen av den férsta summan och uppskatta Se kan géras med relativt enkla
metoder, A&tminstone om vi tillater oss att anvinda primtalssatsen med felterm. Det visar sig att den
forsta summan kommer vara den dominerande termen. Vi har att S3 < N/(log®® N) och den ger
dérfor inget ndmnvart tillskott till Sy i forhallande till hogerledet i (6.13), men att visa det kraver
ytterligare teori om Dirichletkaraktérer, samt teori om det stora sallet. Uppskattningen blir teknisk
och knyter inte an till den sallteori vi tidigare presenterat. Vi uteldmnar darfér uppskattningen
av Ss, men den intresserade ldsaren hanvisas till [HR, avsnitt 11.4-11.6] for detaljerna. For vara
andamal ricker det med marginal att veta att S5 < N/ log® N.

Uppskattningen av de tva forsta summorna beskrivs i appendix B.4.5. Vi erhaller ekvationerna
(B.29) och (B.32). Tillsammans med S3 < N/log® N har vi

p—1 N 1 )) 9/10 1,55 ( N )
3,95 1—7 L (140 —— ) )| +OWNY Ol N)+ O [ —— ),
pl;[z ( >2> sy P~ 21og’ N ( (logN W O\ oy

som en strikt 6vre begransning fér S;. Vi paminner om att den forsta produkten &r konvergent
och att den andra &r positiv, sa att alla feltermer kan absorberas i den forsta. Vi har alltsa

1 p—1 N 1
S <305 (1 —— p—- 140 .
' H< (p_1)2)2<php—2log2N< <logN>)

p>2

Vi kan alltsa vélja Ny tillrdckligt stort sa att vi for N > Ny har
1 p—1 N
S1<39[] (1 - 2) O (6.23)
p>2 (p—1) a<pin P 2log” N

Vi noterar att eftersom g9 = 1/y/log N ér feltermen i (6.19) speciellt < N/log® N. Fran (6.23),
vara anmérkningar i anslutning till (6.13) och kopplingen mellan Sy och S; i (6.19), foljer darfor
Sats 6.1 genom att vilja N tillrackligt stort.
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A Uppskattningar och elementar talteori

Vi presenterar nedan grundliggande resultat fran elementér talteori samt talteoretiska uppskatt-
ningar, ibland tillsammans med vara egna korta bevis. Om bevisen inte ar vara, men sa valkinda
att de anses vara standardbevis, markerar vi det. Alla satser bevisas inte, eftersom det skulle 6ka
rapportens omfang alltfér mycket. Om satsen &r sarskilt viktig, eller om beviset illustrerar en viktig
teknik inkluderar vi dock bevis om mdjligt. Manga av resultaten fran elementér talteori aterfinns
i exempelvis [R| och ménga av uppskattningarna aterfinns i [A].

A.1 Elementara resultat

Vi inleder med ett viktigt lemma som ger en anviandbar form att skriva en indikatorfunktion pa
[R, Sats 7.15].

Lemma A.1l. Definiera Mébiusfunktionen enligt (1.1) for positiva heltal n. Dd gdller

T

annars.
d|n

Vi visar nu en viktig koppling mellan M&biusfunktionen och multiplikativa funktioner.
Lemma A.2. Ldt h vara en multiplikativ funktion. Dé gdller att
[T —n@) =2 udhd),
p|P’ d|p’
dar P' dr en godtycklig kvadratfri produkt av primtal.

Bewis. Vi utfor beviset med induktion pé antalet faktorer i P’. For basfallet P’ = 1 &r satsen
trivial eftersom multiplikativiteten hos A medfoér (1) = 1 och vi vet att u(1) = 1. Vi visar nu
induktionsfallet. Antag att satsen ar bevisad for v(P]) < n, med n > 0. Lat P’ vara sadant att
v(P") = n + 1. Ordna primtalen som delar P’ i storleksordning enligt 2 < p,11 < ... < p1 s att
P’ =ppy1 ... - p1. Vi har dd genom att anvinda induktionsantagandet att

[T —nw) = Y wdhd) | (1 —h(p)

p|P’ d|pnt1-..p2
= > wdhd - D> pdhpd) = > pdhd+ D p(prd)h(pid)
dlprt1-...-p2 dlprt1-...-p2 d|pri1-...-p2 d|lpnt1-...-p2
= > udhd+ > uldh(d) = p(d)h(d),
dlppt1--.p1 dlppt1---p1 d|p’
(d,p1)=1 (d,p1)=p1

vilket var det som skulle visas. I andra likheten anvinde vi att h var multiplikativ och i den
tredje att Mobiusfunktionen byter tecken om vi lagger till en primtalsfaktor som inte redan finns
i argumentet. Lemmat f6ljer nu ur induktionsprincipen. O

Notera att Lemma A.2 speciellt kan tillimpas p4 P’ = P(z). Man kan ocksé latt bevisa foljande
lemma med samma metod. Faktum ar att Lemma A.2 ar ett specialfall av Lemma A.3, men det
ar instruktivt i beviset ovan att tydligt se vilken roll Mébiusfunktionen har.

Lemma A.3. Ldt h vara en multiplikativ funktion. Dé gdller att

T @+nm) =3 hd),

p|P’ d|p’
dar P' dr en godtycklig kvadratfri produkt av primtal.

Kinesiska restsatsen ar ett anvindbart verktyg i arbete med kongruenser och vi formulerar den
darfor har [R, Sats 4.13].
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Sats A.4 (Kinesiska restsatsen). Ldt n = H1<i<rp?i > 2. Dd har systemet av kongruenser

T = ay; mod p’fl

* = a, mod p*r
en unik losning o modulo n.

En annan anvindbar sats &r Eulers sats som relaterar funktionen ¢ till kongruensrikning. Vi
hémtar formuleringen fran [R, Sats 6.14]

Sats A.5. Om (a,n) =1 gdller

a®™ =1 mod n.

A.2 Uppskattningar

Vi inleder med att relatera funktionen li z till de elementéra funktionerna. Beviset ar ett standard-
bevis och formuleringen kan jimforas med [A, vning 4.19].

T x
= + O .
log (1og2:c>

Lemma A.6. For x > 2 gdller

liz =
Beuvis. Partiell integrering ger

r 1 2 |
li:c:/ dt= —— — +/ .
5 logt logx log?2 o logt

Vi noterar att satsen ar trivial for begrinsade = eftersom vi da helt enkelt kan 6ka virdet av den
implicerade konstanten. Vi antar darfor att = ar sd stort att /z > 2. Vi kan d& uppskatta den
sista integralen enligt

S| Ve o S| -2 26—
/ : dt:/ —th—&—/ Car < VEC2 2@ V)
2 log“t 2 log“t vz log™t log” 2 log” x

varefter vart resultat foljer. O

Vi ger nu en uppskattning som &r anvindbar nér vi betraktar villkoret (22(x)) 1 det linjéra
fallet [HR, ekvation (5.1.1)].

Lemma A.7. Det gdiller att

1
Z ng:log%—l—O(l), 2<w<z.

w<p<z

Ur lemmat ovan f6ljer andra uppskattningar, men for att kunna hérleda de behéver vi ytterligare
verktyg. Vi introducerar darfor partiell summation, som kan anvindas for att berdkna summor vars
termer ar produkter. Det kraver dock att man har god kontroll 6éver partialsummorna hos den ena
faktorn. Vi anmérker att vi ofta kommer ha nytta av partiell summation &ven utanfor detta avsnitt.
Formuleringen och beviset nedan kan jamforas med [A, Sats 4.2].

Lemma A.8. Lit {a,}°; vara en foljd av reella eller kompleza tal och lat x < y vara reella tal.
Definiera A(t) =3, ., an. Lat f, definierad pd [x,y] vara en reellvird, eller komplexvird funktion
som dr kontinuerligt deriverbar pé [x,y]. Da gdller

S anf(n) = AW ) — A @)~ [ A ()

z<n<y
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Bevis. Bevisidén ar att utveckla integralen i hogerledet med hjélp av observationen att A &r kon-
stant mellan heltal. Betrakta partitionen av [z,y] enligt * = k1 < ko < ... < kn_1 < kny = y dar
k; ar pa varandra foljande heltal for atminstone ¢ # 0, N. D& &r integralen ovan

L+1 kit1
3 / = S Ak / Fade= S Alhi) (Fkisn) — (ko).

i<N-—1 i<N-—1 i<N-—1

Summan ovan &r néstan teleskoperande. Vi observerar att A(ki12) — A(kit1) = ak,,, for 1 <i <
N — 1 s& att summan &r

Alkn) f (k) = Alka) f(k1) = Y anf(n) = A(y) f(y) = Atk2) f(@) = D anf(n).

r<n<y r<n<y

Om z inte &ar ett heltal &r A(ky) = A(z) och det finns inget heltal n = x 1 summan si att vi ar
klara. Om z déremot &r ett heltal &r A(ks) = ar, + A(z). Om vi ldgger till den extra termen i

summan far vi
AW W) - A@ @)~ Y anf(),

rz<n<y
som Onskat. O
Ett vanligt trick ar att sdtta a, = 0 for sma virden pa n om de inte ar av intresse. Speciellt

ar A(z) = 0 om a, = 0 f6r n < z. Fran Lemma A.7 och Lemma A.8 foljer lemmat nedan [HR,
ekvation (5.1.2)]. Beviset ar ett standardbevis.

Lemma A.9. Vi har

1 1 1
Z — =log ngJrO , 2<w<z.
P log w log w

wp<z
Bevis. Vi kommer att betrakta summanden pa formen

logn 1
l{n ar ett primtal} *

logn’

dér 1 ar en indikatorfunktion. Vi kallar den forsta faktorn a,,, men definierar den som 0 om n < w.
Lemma A.7 ger da A(t) = log(t/w) + O(1) for ¢t > w. En tillimpning av Lemma A.8 ger

Z 1:1og(z/w)+(9(1)+/zlog(t/w)+(9( )dt_l log 2. —|—O< 1 )

D log ~ tlog®t log w log w

wp<z
O

Vi kan erhalla en uppskattning av en produkt av typen [], <p<= (1 — k/p) genom att forst ta
logaritmen av produkten, Taylorutveckla, och sedan anvidnda Lemma A.9.

Lemma A.10. For alla positiva heltal k finns strikt positiva konstanter Cy och Cy, beroende pa

k, sadana att
<] (1 - k> C:

k<p<z IOg z

log z
for z > 2.

Ur Lemma A.10 med k = 1 foljer direkt en 6vre begrénsning av ¢(d). Vi har némligen foljande
resultat.

Lemma A.11. For d ett positivt heltal har vi ¢(d) >

d
logd -

Bewvis. Fran elementér talteori vet vi att ¢ ar multiplikativ sa att

dH<1—>>dH(1—) %,

pld p<d

dér sista steget &r Lemma A.10. O
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Ibland har vi nytta av en skarpare variant av Lemma A.10 med k = 1. Beviset kridver dock
grundlidggande teori om Riemanns zetafunktion och uteldmnas dérfor. Formuleringen ar [HR, ek-
vation (5.1.3)].

Lemma A.12. Vi har for z > 2

()= i (o )

p<z

Det kommer ofta vara anvindbart att ha en begrénsning av funktionen v. Med en elementér
olikhet far vi genast foéljande lemma.

Lemma A.13. For heltal n > 1 gdller v(n) < logn.

Bevis. Notera forst v(1) = 0 sa att vi kan anta n > 2. Antag v(n) = k. D& har vi
n= sz'
i<k

eftersom produkten &r det minsta heltalet med v(n) = k. Om vi tar logaritmen av bada led erhéller
vi
logn > Zlogpi > (log2)k >k
i<k

sé att v(n) < logn. O

For att lyckas med de mer avancerade uppskattningarna som krévs i beviset av Chens sats
behover vi primtalssatsen med felterm. Primtalssatsen finns i manga ekvivalenta varianter och det
vi kommer ha nytta av ar formen som ger en uppskattning fér en summa 6ver Mangoldtfunktionen
A(n). Vi ger déarfor forst foljande definition.

Definition A.1. Mangoldtfunktionen A(n) definieras enligt

logp om n = p™ for nagra p, m > 1,
A(n) =
0 annars.

Nu formulerar vi en version av primtalssatsen med felterm [D, s. 111].
Lemma A.14 (Primtalssatsen). Det existerar en absolut positiv konstant ¢ sd att
XA = (1+0 (=)
n<z
for x > 2.
Eftersom konstanten c &r positiv géller e—cliog)'/?  —loglogz — 1/logx for x > 2. Darmed
kan vi skriva resttermen ovan péa en svagare, men mer lattanvind, form enligt nedan.
Korollarium A.15. For x > 2 har vi

ZA(n) =z <1+0 (loglgx)> ;

n<z

B Bevis av satser

Vi ger nedan delar av, eller hela, bevis som uteldmnats fran huvudtexten. Lisaren bor ldsa avsnitten
nedan tillsammans med motsvarande avsnitt i huvuddelen av texten.
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B.1 Eratosthenes-Legendres sall
Vi redogor for beviset av Eratosthenes-Legendres sall fran [HR, s. 30-31].

Bevis av Sats 2.1. Beviset ar kort och inleds med en berdkning. Vi utnyttjar i forsta steget likheten
(A.1) s& att den forsta inre summan nedan &r indikatorfunktion for a med (a, P(z)) = 1. Enligt
kraven pa ¢ fran avsnitt 2.1 har vi (¢, P(z)) = 1. Darmed géller

S(Ag B, 2) Z Z Z u(d) Z 1= Z 1(d)[ Agal,

acA, dlﬂ(z) d|P(2) aanIii)Ad od d|P(z)
dér den sista likheten &r per definition. Notera att vi i den andra likheten bytt summationsordning.
Eftersom d | P(z) och (¢, P(z)) =1 har vi (¢,d) =1 sd att d | a, ¢ | a r ekvivalent med att a =0
mod gd enligt kinesiska restsatsen. Fran definition av R,q foljer ur ovan

S = Y wd X S u(@)Ry (B.1)

d1P(2) q diP(2)

Vi anviander nu att bade p och w &r multiplikativa for att berdkna den forsta termen ovan, vilket
illustrerar en viktig princip fér att omvandla en summa till en produkt. Omskrivningen féljer ur
Lemma A.2 samt att w(p) =0 om p ¢ B. Vi har da

w(d w(p w(p

meyHO(»H@”)

d|P(z) p<z p p<z p
PER

Satsens forsta del foljer nu genom att tillimpa triangelolikheten pa den andra summan.

For satsens andra del sétter vi ¢ = 1. Eftersom bade (R) och (o) &r uppfyllda har vi |R,| < Ay

sd att |Ry| < Ag(d). Vi uppskattar nu den andra summan i (B.1) genom att tillimpa triangelolik-
heten och |u(d)| < 1. En avslutande berékning likt ovan ger

STIRa < Y AT = T 1+ 40) < 1+ Ag)™) < (1+ Ag)*.

d|P(2) d|P(2) plP(2)

Likheten &r Lemma A.3 tillimpad pa funktionen h(d) = A¥(9). Den sista olikheten &r den triviala
olikheten for m(z). Satsens andra del foljer. O

B.2 Bevis av Sats 3.2

Vi ska hir studera beviset av Sats 3.2 enligt de linjer som ges i [HR, s. 57-62]. S& nir som pa nigra
fa detaljer dr det var ambition att ge en fullstindig framstdllning. Vi delar upp arbetet i flera
delresultat, och later det vara underforstatt att villkoren (21), (Q2(x)) och (R) alltid &r uppfyllda.
Eventuella andra forutsdttningar anges explicit.

Om 2z ar begransad foljer resultatet av en generaliserad version av Eratosthenes-Legendres sall
[HR, s. 57]. Vi kommer darfor framdver anta att z &r si stort som rékningarna kriver.

Var utgangspunkt dr (3.8), som géller for alla kombinatoriska sall. Vi méaste darfor sikerstélla
att de aktuella funktionerna y, genererar ett sadant.

Lemma B.1. Funktionerna x,,v = 1,2 definierade enligt (3.11) genererar ett kombinatoriskt sall.

Bevis. Att x,(d) € {0,1} &r uppenbart. Vidare ar x,(1) = 1 eftersom v((1, P, »)) = v(1) = 0,
och 2b—v+2n—1>2n—-12>11forn = 1,2,...,r. Antag nu att t|d och x,(d) = 1. Da ar
v((d,P,, 2) < 2b—v+2n—1n = 1,2, ..,r. Eftersom t|d ar v((t,P,, .)) < v((d,P,, ,)) och
darmed &ar y,(t) = 1.

Antag slutligen att x,(t) = 1, u(t) = (—1)", att p < ¢(¢), och att pt|P(z). Vi maste visa att
Xv(pt) = 1, med andra ord att v((pt,P,, ;) <20 —v+2n—1,n=1,2,..,r. Vi observerar att
Zm < p < Zm—1 for nagot m. Déarfor &r v((pt, P,, .)) = v((t, P., 2)) < 2b— v +2n — 1 for alla
n < m, eftersom x,(¢) = 1. Antag nu att

v((pt, Py, »)) <2b—v+2n—1 (B.2)
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for n = m. I sa fall &r (B.2) ocksd uppfylld for alla n > m. Det beror pa att hogerledet vixer da
n vixer medan vénsterledet ddremot forblir konstant. Vi dr dérfor klara om vi kan visa (B.2) for
n=m.

Vivet att v((pt, P, »)) = v(pt) eftersom pt | P(z) och z,, < p. Vidare &r v(t) = v((t, Ps,, »)) <
2b—v+2m—1. Om vi kan visa att olikheten &r strikt ar vi klara, eftersom v(pt) = v(¢)+1. Eftersom
p(t) = (—=1)¥® = (1) giller det att:

e Om v =1 &r v(t) udda och 2b — v + 2m — 1 dr jamnt.
e Om v =2 &r v(t) jamnt och 2b — v + 2m — 1 &r udda.

Alltsa ar v(t) # 2b — v + 2m — 1, vilket avslutar beviset. O
Eftersom x,(d) > 0 for alla d|P(z) och v = 1,2, far (3.8) formen

X3 ul @D Y IR < SAP <X pda@ D+ S (@R

d|P(z d|P(z) d|P(z) d|P(z)
(B.3)

Beviset utfors genom att uppskatta de olika summorna var for sig. Innan dess behdver vi féljande
utrdkning [HR, s. 44].

Lemma B.2. Lat pt beteckna det minsta primtalet stérre in p. Under villkoret (1) och for
v=1,2, gdller det att

> u(d)xv(d)@ :W(z)< )~ IZ p Xolt 1_X”(pt))w(t)>.

Z
d|P(z) p<z )

Bevis. Var utgangspunkt ar
Y (0l Py o) = xol(d, Bp2))) = 1= xu(d),  d| P(2).
pld

For d =1 &ar bada led lika med 0. For d > 1 skriver vi d = p;...p, dir p; < ... < p,, eftersom d ar
kvadratfri. Vi far da

T

Y00 Pt ) = xo((d, Po2)) = D 0co((d By L)) = xu((ds P,.2))

pld i=1
r—1
Z(Xv(pz+1 Dr) = Xo(Pipr)) + X0 (1) = Xo(pr) = 1 = X0 (d).
=1

Vi 16ser ut x,(d) och far

> ntdp( ) - > DS
d|P(z |P(z

d|P(2) d

(7 Z ) Xv((dv Pp,z))) :
) pld

Den forsta summan &r lika med W (z) enligt Lemma A.2. I den andra summan skriver vi allt under
bada summatecken och absorberar ett minustecken genom att ersitta ((d) med u(d/p). Vi erhéller

da
+ 22 ( ) Xo((d, Byt 2)) = Xo((d, Pp.2))) - (B.4)

d|P(z) pld

Vi delar nu upp d = Jpt i tre faktorer, dér p ar ett primtal, § innehéller alla primtalsfaktorer
mindre dn och ¢ alla stérre 4n p (om inga sddana faktorer finns ar § respektive ¢ lika med 1). De
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ar parvis relativt prima och eftersom w och p &r multiplikativa &r dubbelsumman i (B.4) lika med

0) w(p
> Y w0 )
p
opt|P(2) 8|P(p)
p|P(2)
t‘Pp+7z
w(p w(d w(t
- S w0 S w0 w0 - ). 69
P L siPm) HP,.
Vidare har vi att om pt|P(z) och p 4r mindre &n den minsta primtalsfaktorn i ¢ &r
Xo(t) = xo(pt) = (=1)" " 1) x0 () (1 = xo (p1))- (B.6)

For att verifiera det kontrollerar vi tre olika fall. Om x,(pt) = 1 har vi att x,(t) = 1 eftersom
funktionerna x, genererar ett kombinatoriskt sall. I sa fall &r bada led lika med 0. Detsamma géller
om X, (pt) = 0 och x,(t) = 0. Om x,(pt) = 0 och x,(t) = 1 maste u(t) = (—1)"~1, och (B.6) giller
dven da.

Vi anvénder nu (B.6) i (B.5) och erhéaller

(0t Y A2 S S e i - ) =

wre Posipm HP,
- w(p) w(t)
= (-1t Z TW(P) Z T(Xv(f)(l — Xo(pt))) -
PIP(2) HPy .
Villkoret (€2;) tillater oss att bryta ut W(z), vilket avslutar beviset. O

Nésta steg i beviset av Sats 3.2 &r att definiera talen z,,n = 1,2,...,r. Givet A > 0, som
kommer specificeras nedan, viljer vi r som det minsta naturliga talet sa att e =" log z < log 2. Det
betyder att log2 < e~ ("~ log 2 samt att

1
oo ¢ [l8 ®.7)

vilket &r anvdndbart nedan. Vi definierar z,, enligt

{logzn =e ™logz, n=12,..,r—1, (B.8)

Z =2

Under dessa forutsdttningar har vi foljande egenskap hos W(z) [HR, s. 59]. Vi paminner om
att A\ och ¢y introduceras i formuleringen av Sats 3.2.

Lemma B.3. Med z,,n =1,2,...,r dr definierade som i (B.8) gdller det att

w
W((z;)) < 2O forp = 1,2, .7 dirc=

Bevis. Under (©) och (Q2(k)) géller olikheten

W(w) IOgZ A2 A1A2
< 1 1+ A4 2<w< 2.
W(z) = oxp <H Oglongrlogw At log 2 ’ =w=s

C1

log 2

Man kan visa olikheten med hjélp av partiell summation, men vi avstar fran att gora det har utan
hénvisar istéllet till [HR, s. 53-54]. Med definitionen av z,, och ¢; erhéller vi

W(zn) log z Ay Al A
< 1 1+ Ak
Wi(z) — P </{ ©8 log z, * log z,, + + log 2

9 nA 9 nA _ 1
= exp (HAH y 2 ) = e®“exp <n </€A s )) (B.9)

log 2z logz n
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dan =1,2,..,r — 1. Samma olikhet géller for n = r, eftersom log z/log 2 < e™

Med elementédra medel kan vi se att (e” — 1)/ &r véixande for « > 0. Med hjélp av definitionen
for z, far vi darfor
erh —1 eTAA AeP log =

< <
n — r ~ rA log 2log(log 2/ log2)"

Inséttning i (B.9) och utbrytning av kA i den inre parentesen ger

W(zy) 9 2c e 1
— T < e Ak (1 .
Wi(z) — ¢ P (n " ( + klog 2 log(log z/ log 2)

Eftersom z ar tillrdckligt stort kan vi anta att

2c1et 1
<eg,
klog2log(log z/log2) —

dir e = 1/(200e'/%). For A = 2)\/(k(1 +¢)) far vi da att

2cpet 1 2mA
Ar (1 <e"”
P (n " ( + rlog 2 log(log 2/ log2)>) =C

< 82(c+n)\). (BIO)

sa att

O

Lemma B.4 och B.5 nedan &r centrala, vilket vi forstar nér vi jamfor (3.8) med ekvationerna i
Sats 3.2. De aterfinns som [HR, ekvation (2.4.12) och (2.4.21)].

Lemma B.4. Féorv=1,2, gdller det att
w(d) >\2b7v+262>\ Y .
Z M(d)XU(d)T =W(z) <1 + 29m€(2b e/ )
d|P(2)
dir |0) <1 och ¢ = ¢/ logz.

Bevis. Enligt Lemma B.2 &r

ﬁ Z M(d)xv(d)@zl v IZ Wp X'u ]-7Xv(pt))w(t).
7 dip) = P W)

Vi indexerar summan i hogerledet utifran talen z, och erhaller

XT: 5 w(p) W (p) 5 xv(t)(l—xv(pt))w(t)_ (B.11)

n=1z, <p<zn-1 p Wiz tIP,+ . t
Om z, <p éar
w(p’ w(p’
= T (1-22) < 11 (1-2) -
p'<p p'<zn

eftersom W (p) innehaller minst lika manga faktorer som W (z,) och varje faktor enligt (€2;) upp-
fyller
/
Lo (e o
A T )T

En 6vre begrinsning av (B.11) ar darfor

"Wz, () (1 — xo(pt
le((z)) T w(p) 3 Xo x(p))w(t).

Zn <p<zn-1 p HP

29



Den innersta summan innehéller termer som endast &r nollskilda om x,(t) = 1 och x,(pt) = 0.
Enligt definitionen av funktionerna x, maste i sa fall v(¢) = 2b — v + 2n — 1. Vi erhaller dérfor en
Ovre begransning i form av

— W(z) Z Z t

2n <p<zn—1 p

(]
(]

Wiz
_;Wz

el -y
2n<p<zn—1 tP,+ . p t n=1 d| Pz, -

v(t)=2b—v+2n—1 V(d):Qb—v+2n

I sista steget gjorde vi omskrivningen d = pt. Eftersom t|P,+ , géller det att (p,t) = 1 och

w(p)w(t) = w(pt).
Vi betraktar den inre summan, och observerar att

(d) 1 ( ) 2b—v+2n
w w(p
Z d = (2b — v + 2n)! ( Z p) ' (B.13)

d|P-,, 2, <p<z
v(d)=2b—v+2n

Det beror pa att vi i vansterledet summerar vi 6ver alla delare d med exakt 2b — v + 2n distinkta
primtalsfaktorer i intervallet [z, z). Alla dessa termer &terfinns i hogerledet, men pé grund av den
upprepade multiplikationen forekommer de (2b — v + 2n)! ganger. Déarfor dividerar vi med den
faktorn.

Med elementédra medel kan vi se att

1
mglogl dao<azx<l1.
-

Det foljer att

w(p) 1 B 1 B W(zn)
Z Y < Z logm —10g< H m) = log W) (B.14)

z2n <p<z z2n <p<z z2n <p<z

Vi kan anvinda (B.14) for att fortsétta uppskatta (B.13) ovanifran. Vi behéver ocksa att
(20 —v+2n)! = (2b—v +2n)(2b —v+2n — 1) - ... - (2n)! > (2n)2°7(2n)!.

Tillsammans med Lemma B.3, som séger att

W (zn)
<
log W) = 2(nA + ¢),
far vi att
1 ( ) 2b—v+2n 1
L p 2b—v+2n
P R — < . )
(b~ v+ 2n)! ( 2. ) CDICHEZEA (B.15)

Anvindning av Lemma B.3 och (B.15) ger oss en 6vre begrinsning av hogerledet 11 (B.12) enligt

2b—v+2n r —1\2n 2n
2(c+nA) C + 77)\)) < 2c A 2b—v (2’”’6 ) 1 i A 1+2\2n
Z ¢ 2n)!(2n)2b-v  — erAto) nz::l (2n)! ( * n/\) (e,

dér vi &ven anvénde att A +c¢/n < A+ c.

Vi betraktar nu de tva forsta faktorerna i termerna i summan till hoger. Vi vet att foljden
(14 ¢/nA\)?", n = 1,2, ... ir viixande och uppét begrinsad av e2¢/*. Féljden (2ne=1)2"/(2n)!,n =
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1,2, ... ar avtagande, vilket vi kan se om vi dividerar tva termer med index n respektive n + 1 med
varandra. Foljden #r darfor uppat begrinsad av 2e~2, vilket erhalls da n = 1. Vi far ddrmed

r —1\2n on T
e2c<)\ +C)2b—v Z (27“3 ) (1 + i) ()\€1+>\)2n < 2620()\+ C)Qb—veZC//\e—2 Z()\€1+>\)2"
n=1

(2n)! ni —
, N o0 R A2b—v+2,2) N ,
< 2626()\—1— 8)2 —vg2¢/A =2 Z()\el+ )Qn — zwek(l—&-l/ )(1 —|—C/)\)2 —v
n=1
<9 AZbmvt2e2) 26(141/) ,(2b—v)e/A < o e SN
= 7 \2e2t2a =47 \2ezt2x :

Den oéndliga serien konvergerar eftersom 0 < Ae!** < 1. Ur samma olikhet foljer dven att 0 <
A < 1, vilket vi anvénder i det allra sista steget.
Totalt far vi att

1 w(d) )\2b—v+2€2)\ 3
d)xo(d =(1+20 (2b—v+4)c/X
W(z) > uld)xu(d) d ( T T s ©
d|P(2)
déar |6 <1 och v = 1,2, vilket avslutar beviset. O

Anméirkning. Vi anvinder inte villkoret (R) i beviset, eftersom lemmat inte involverar restter-
merna |Ry.

Vi fortsétter nu med nésta viktiga bestandsdel till beviset av Sats 3.2.

Lemma B.5. Forv=1,2, gdller det att

D ()| Ra| = O (RO,
d|P(z)

Bevis. Definitionen (3.11) séger att x,(d) = 1 om och endast om d har som mest 2b — v + 2n — 1
primtalsfaktorer i intervallet [z, z) for alla n = 1,2, ...,r och x,(d) = 0 annars. Eftersom d|P(z)
och ligger alla d:s primtalsfaktorer i 3. Tillsammans med villkoret (R) far vi darfor

2b—v+1 ,._ 2
> Xol@d[Ral < D xo(dw(d) < (1+Zw(p)> II <1+ > w(p)) . (B.16)

d|P(z) d|P(z) p<z n=1 p<zn

Nagra forklaringar dr lampliga. Den forsta olikheten foljer direkt ur (R). For att visa den andra
behover vi motivera varfor alla termer i det mittersta ledet forekommer i produkten i hogerledet.
For att se det borjar vi med att observera en undre begransning av hogerledet ges om vi multi-
plicerar ihop faktorerna och bortser fran de termer som inte &r kvadratfria. Kvar blir d& termer
pa formen w(d) dir d ar kvadratfri, eftersom w dr multiplikativ. Vi ska visa att alla termer i det
mittersta ledet forekommer bland dessa.

Vi bérjar med att observera att summan av exponenterna i hogerledet dr 2b —v+14+2(r—1) =
2b — v+ 2r — 1. Alla termer w(d) i hogerledet uppfyller darfor att d som mest har 2b — v + 2r — 1
primtalsfaktorer, vilket uppfyller kravet i Definition 3.11 foér n = r. Vidare kan endast 2b —v+ 1+
2(r—1)—2=2b—wv+2(r — 1) — 1 av primtalsfaktorerna ligga i intervallet [z._1, 2), eftersom alla

faktorer i hogerledet utom
2
<1 + Z w(p))

p<zr_1

inkluderar sddana primtal. Mer generellt kan som mest 20 —v+142(r—1—k) = 2b—v+2(r—k)—1
primtalsfaktorer ligga i intervallet [z, z) for k = 1,2, ..., — 1 eftersom alla faktorer utom

ﬁ <1+ > w(p)>2

n=~k p<zn
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innehéaller sddana primtalsfaktorer. Det visar att termerna w(d) i hogerledet uppfyller kravet i
Definition 3.11 for » — k dar &k = 1,2,...,r — 1, det vill sdga for n = 1,2,...,r — 1. Déarmed
forekommer alla termer i det mittersta ledet dven i hogerledet, och den andra olikheten i (B.16)
géller.

Vi anvénder nu olikheten i [HR, Lemma 2.4] och far

<1 + ZMP)) o ]:[1 <1 + > w(p)> 2

p<z n=1 p<zn
r—1
<1+ A@z+3)* T ]+ AQliz, +3))%, A =max(Ay, k).
n=1
Vi kan med elementéra medel se att
o >1, 2>2
log 2z

Vidare har vi enligt Lemma A.6 att finns det ndgon konstant C; sa att

liz < Gz , z>2
log =z
Det foljer att
. . Cz
1+ AQ2liz, +3)=1+34A+2Aliz < oa s’ C=1+34A4+2AC,, =z>2.
og z
Tillsammans med definitionen av z,, erhéller vi da
r—1
(1+ A2z +3)* ]+ AQliz, +3))
n=1
Cx 2b—v+1 r—1 Cx 2 Cz 2b—v+1 r—1 Oz e”A 2
< n — n
- (logz> };[1 (logzn) (logz> H( log = )
2b—v+1 rA/2 2(r=1) r—1
_ Cz Ce H 2
log 2z log 2z ot "

Med egenskapen (B.7) far vi att
CerA/Q CeA/Qe(r—l)A/Q CeA/Q logz
- S < 17
log z log = logz \/ log2
eftersom z ir tillrickligt stort. Produkten av 22, n = 1,2, ...,r — 1, uppskattar vi enligt
r—1 r—1 r—1 [e'S) R
H 22 = exp (Z log zi) = exp (2 log 2 Z e"A> < exp (2 log z Z e"A> = /(-1
n=1 n=1 n=1 n=1

Fran ovan foljer att

2b—v+1 IS r—1r—1
Cz Cerh/2 H 52 < 26—+l 2b—vtl L 2/(eh-1) _ (22b71)+1+2/(eA71))
log 2 log 2 oot "= ’

vilket slutfor beviset. O
Vi &ar nu redo for detta avsnitts huvudresultat.
Bevis av Sats 3.2. For begrinsade z &r beviset klart enligt anméarkningarna i avsnittets inledning.

For tillrickligt stora z anvinder vi Lemma B.4 och B.5 pa (B.3), varpa resultatet foljer. O
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B.3 Detaljer till Selbergs sall

Vi ger nedan de detaljer som krivs for en fullstindig framstéllning av teorin i avsnitt 4.2. Vi
uppskattar dven G(z) nedifran i ett specialfall med koppling till primtalstvillingar.

B.3.1 Verifiering av detaljer fran avsnitt 4.2

Vi inleder med att verifiera att A; = 1 &r ekvivalent med (4.9). Harledningen sker med hjalp av en
variant av s& kallad Mdbiusinversion, som némns i [HR S. 121]. Vi har per definition av y, att

S uOye= Y w0 Y M= D0 Zu(ﬁ)zm

(<¢ 1233 d|P(z) d|P(z) £)d
L|P(z) 4| P(z) Lld<¢ d<g¢
dér den sista likheten foljer ur Lemma A.1. Detta visar (4.9).
Nu hérleder vi virden pa A4 fran vara val av y, fran avsnitt 4.2. Vi antog vid optimeringen med
avseende pa yy att y, kunde viljas fritt, om de uppfyllde bivillkoret ovan. Vi motiverar nu detta.
Antag att vi fritt har valt nagra tal y,. Forst vill vi att

Z PPl Z pPdsl (B.17)

d|P(z d|P(z
m|d<§ m\d<§
ska gélla for alla m eftersom det var sa vi ursprungligen definierade y,.
Vi fixerar ett k& och multiplicerar (B.17) med p(¢) och summerar likheten Gver alla ¢ si att
m =kl | P(z), kl < . Vi ser att for att (B.17) ska géilla dr det da nédvandigt att

Z Oyre = Z Z Z )\ Z (E):)\k%.

ke P(z) ke|P(z) d|P(z) d\P z) l)d/k
ke<& ke<g ke|d<€

Dér vi aterigen anvint Lemma A.1 i sista likheten. Detta ger oss en unik kandidat till definitioner
av A\g for d sddana att w(d) # 0, vilka &r de enda Ag som péaverkar teorin. Vi definierar darfor

d
Ad = m E 1(m)Yam (B.18)
dm|P(z)
dm<§

for sddana d. Vi visar nu att definitionen medfor att (B.17) &r uppfylld. For ett fixt ¢ | P(z) har
vi, givet (B.18), att

IRVESED DD DTS DD SR

d|P(2) d|P(z) dm[P(2) d|P(z) k| P(2)
(la<e fla<é dm<¢ (ld<€ dlk<é
= > wy_plk/d)= Dy > uld) =y,
k|P(z)  dk k|P(z)  d|k/¢
k<¢  dd k<t

aterigen enligt Lemma A.1. Detta var precis det vi ville visa. Alltsa ger varje val av y, upphov till
villdefinierade Ay som uppfyller (B.17).

Nu verifierar vi (4.11) f6r kvadratfria d sddana att w(d) # 0. Vi anvénder (B.18) och valet av
ye frén avsnitt 4.2 for att erhélla

A= S = 3 neutan g = S a0,
dl|P(z) dl|P(z) ’ ’ de|P(z)
de<e de<g £<g/d

dér vi anvént att g dr multiplikativ och att (d, £) = 1 eftersom P(z) &r kvadratfri. Den sista summan
ar precis G4(€/d, z) fran (4.10) eftersom P(z) &r kvadratfri. Tillsammans med definitionen (4.5)

av g visar detta
p(d) Ga(&/d, =)

ML a0 —w@)/p) GEr)
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vilket ar (4.11).
Det aterstar att visa |Ag| < 1. Vi foljer strategin i [HR, avsnitt 6.1] och visar olikheten

Ga(&/d, z)
SRS | Ay

som tillsammans med |p(d)] < 1 implicerar att |Ag] < 1. Vi inleder med att observera att for
d | P(z) har vi, genom att summera &ver alla delare till d,

D=3 wmygm) =3 S w2h0)ghe) = 3 12(0g(OCalE/L, )

od  m<¢ 0d h<e/e old
m|P(z) h|P(z)
(mad)=t (h.d)=1
> pP(0)g(0)Galé/d, z) = Ga(¢/d, 2) [ (1 + g(p)),
£|d pld

dér olikheten foljer av att G4 ar vixande i sitt forsta argument och sista likheten dr Lemma A.3.
Det foljer direkt fran definitionen (4.4) att den sista produkten &r

1
11 (1-w(p)/p)’

pld

precis som Onskat. Nu foljer [A\g| < 1.

B.3.2 Uppskattning av 1/G(z)

Vi ska hér redovisa nagra av rdkningarna som leder fram till (4.18). De foljer [HR, s. 113-115].
For vart val av w har vi (4.17), vilket ger att

B w(p) B 1 1 1
(Y (Y R Ty CRT R (1+553)

sa liange p 1 h, och g(p) = 0 om p|h. Eftersom ¢ dr multiplikativ, g(p) = 1/(p —2) och p—1 = ¢(p)
far vi med Lemma A.3 att
) =Tl 5 (14 00)) = 755 3000

pld ) 0

Detta géller s lange (d, h) = 1.
Med definitionen av G(z) och vart val av w far vi

G = 3 g = Y ¢(Z
d<z d<z l|d
(d,h)=1 (d,h)=

Genom att skriva d = mf och byta summationsordnlng har vi dven

ZM M

1<z m<z /é
(£,h)=1 (m,h)=
(m,@):l

Man kan visa [HR, Lemma 3.1] att den inre summan kan uppskattas nedifran av
1

H (1 — ) log%

p|ht b

Logaritmen skriver vi om som log z — log ¢ och far tva summor att hantera separat. Efter en del
manipulationer, dér vi bland annat utnyttjar att g(p) = 1/(p —2) da pt h, far vi att

2) ZH(l_;}>H<1+p(pl—2)> <1ogz—zp:(pkigf)2>. (B.19)

plh pth

Observera att den sista summan &r konvergent. Om vi inverterar (B.19) foljer (4.18) efter nagra
elementira omskrivningar.

34



B.4 Detaljer till Chens sats

Vi ger hir de detaljer som uteldmnats fran kapitel 6. Vi inleder med att motivera omskrivningen av
summor fran avsnitt 6.2. Dérefter uppskattar vi produkten W(N'/ 10) fran avsnitt 6.3. Vi presen-
terar sedan grundldggande teori om Dirichletkaraktérer som vi har nytta av. Till slut formulerar
vi ett lemma och begrénsar tva summor fran avsnitt 6.4.

B.4.1 Omskrivning av summor

Vi undersoker detaljerna i hur omskrivningen av summorna i (6.2) leder fram till de i (6.4). Vi av-
lagsnar villkoren implicerade av E/, byter summationsgréns till p < N, och understker summorna
termvis. Den forsta &r lika med

> 1= ) 1=S8(L%Pn NV

p<N acl
(p+h,P(N'/10))=1 (a,P(N*/10))=1

enligt definitionen av S(A;, z). Den andra &r lika med

> 2 =) >, !

p§]1V1 N/10<y < N1/3 N/1W0<p o N1/3 p§11V1
(p+h,P(N'/10))=1 pi|pLh,p1€Rp P1EPn (p+h,P(N/10))=1
p1lp+h
. 1/10
= Z Z 1= Z S(‘CplvmhaN/ )
N/10<p «N1/3 a€Ly, N/10<y, o N1/3
P1E€Bn (a,P(NY/10))=1 P1EBn

Slutligen har vi

2 2 2. !

PEN o NYOSpi<N/E NS <pp<(N/pr)/?
(p+h,P(N"/""))=1 pi|p+h,p1€Bn p2|p+h,p2€Pn
p+h=p1p2p3
= ) > > 1
N1/10§p1<N1/3 N1/3§p2<(N/;D1)1/2 pS]l\/'/lo
P1EPL pP2E€PL (p+h,P(N ))=1

p+h=p1p2p3

och om vi utelimnar villkoret (p+h, P(N*/19)) = 1 far vi en 6vre begriinsning av den inre summan
enligt

N
Z 1’{P31P3§7P1P2P3hPH+Oh(1)~
p1p2

p<N
pt+h=p1p2p3

Vi har bytt till en summation Gver ps istéllet for p. Den Ovre begrdnsningen ges egentligen av
(N +h)/(p1p2) eftersom pipaps —h = p < N, men primtalen mellan N/pips och (N + h)/p1ps har
vi samlat 1 Op,(1)-termen.

B.4.2 Uppskattning av en produkt

Vi hiirleder hér den undre begransningen for W (N'/10) fran avsnitt 6.3. Vi kommer nedan skriva
w fér N'/10. Uppskattningen inleds med observationen

() TC)

e e ) (B.20)
:gc o 1>)gpp1p?# (-1) Il (%)Q(I—;)
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De tre sista produkterna kan skrivas som

pgu<1_zl9>££<l+p(pl—2))g<l_;>' (B.21)

Vi ser omedelbart att den mittersta produkten &r storre &n 1. Den sista produkten kan uppskattas

(o (1).

genom att ta logaritmen och Taylorutveckla och sen anvinda

plh
pZw

Notera att den implicerade konstanten beror pa h. For att uppskatta den férsta produkten i (B.21)
anvénder vi Lemma A.12. Totalt kan vi begrénsa (B.20) underifran med

1-1/(p—1) p 10~ 1
1/10)
W >H< 1-1/p ) p—1logN <1+O<10gN>>'

plh
1
logN ) /)’

En omskrivning leder till produkten

_ p—1 1
20e™7 1—7 — 1+0
I ( )2>2< lhp—ﬂogN( i
p

p>2

vilket var det vi ville hitta.

B.4.3 Dirichletkaraktirer

Vi redogor har for nagra egenskaper hos Dirichletkaraktérer y modulo ¢. Lat n vara sadant att
(n,£) = 1. Vi vet enligt Sats A.5 att n®® = 1 mod ¢. Diarmed har vi pa grund av periodiciteten
och multiplikativiteten att (y(n))?® = x(n®®) = x(1) = 1 sa att x(n) &r en enhetsrot.

En annan viktig egenskap hos Dirichletkaraktiarer modulo ¢ &r att det finns precis ¢(¢) stycken.
Beviset &r relativt tekniskt och utelamnas, men aterfinns i till exempel [D, s. 27-28]. Det vi kommer
ha storst anvindning av &r foljande resultat fran [D, s. 30].

Lemma B.6. Vi har
ZX(”) = d)(g)]-{nzl mod £}
X

ddr 1 dr indikatorfunktionen och summationen sker dver alla Dirichletkaraktirer modulo £.

Lemmats anvdndningsomrade kommer vara att skriva om en indikatorfunktion som en summa
av karaktarer. Det kan tyckas vara ett svarare uttryck att hantera, men det visar sig vara mojligt
att uppskatta val.
B.4.4 Begrinsning av en summa
Vi presenterar hir resultatet [HR, Lemma 11.1] som anvénds i uppskattningen av Sy i ndsta avsnitt.
Lemma B.7. Fér tillriackligt stora N gdller det att

3 1 _ 0,493
prpaePy P1P2 log (N/pip2) ~ log N
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Beuvis. Vi skriver om summan enligt
1 1 1
) D D rreys o (B.22)
N0 < ant/s P N1s < c(vpyire P2 log (N/p1p2)

och betraktar forst den inre summan. Vi ska anvinda partiell summation i form av Lemma A.8
och later darfor a,, = 1/n da n &r ett primtal storre &n eller lika med N'/3 och 0 annars. D& blir

1 logt 1
At) = - =1 —_ B.2
=2 p % <logN1/3) +O(10gN>’ (B.23)

N1/3<p<t

enligt Lemma A.9. Vi later ocksd f(t) = 1/log (N/pit) varpa den inre summan i (B.22) &r lika

med ! ‘ (N/p1)1/2
A(N/p)V) F(N/p1) ) = A(NY2) F(NY?) */ A(t) f'()dt. (B.24)

N1/3
Vi noterar direkt att A(N'/3)f(N'/3) = 0. Vi har ocksa att

o 1/2
A o)) 55 ) %) =10 (BSR40 (1 )

dar den sista resttermen far sin form av att

1 1
N/p)/=— — 00— .
O = igim ) ~ 7 \ogn
Enligt (B.23) kan vi skriva om integralen i (B.24) enligt
(N/p1)*/? lo (N/p1)'/?
gt / 1 / '

1 — tydt+ O | —— t)dt

/1\/1/3 ©8 <IOgN1/3)f( ) + <IOgN> N1/3 f( )

1/2
B log (N/p1)'/? 1/2 /(N/pl) f(t) 1
—tog (BB rvmy - [ Mo =)

dér vi dven anvint partiell integration. I den sista resttermen anviinde vi att f((N/p1)*/?) och
F(NY3) dr av storlek O(1/(log N)) eftersom N'/10 < p; < N3, Vi far darfor att uttrycket i

(B.24) ar lika med
(/0™ g () 1
“—dt+ O 5
N1/3 tlogt log® N

eftersom huvudtermen i A((N/py)"/?)f((N/p1)*/?) forekommer bade dér och med motsatt tecken
i integralomskrivningen, och darfér forsvinner.
Sammanfattningsvis har vi att summan i (B.22) &r lika med

1 (N/p1)'/? 1
3 / 1) dt—i—(’)( ! )
N1/3 tlogt log® N

p1
1 OO gy 1 1
= — “—~dt+ O —. (B.25
Z D1 /]VI/S tlogt <10g2N> Z 41 ( )

N1/10§p1<N1/3
N1/10<p; <N1/3 N1/10<p, <N1/3

Den sista summan i (B.25) uppskattar vi med Lemma A.9 enligt

log N1/3 1
1 —_— o =0(1
©8 (logN1/10 * log N (1),
s att den sista resttermen dr pa formen O(1/log® N).

Det aterstar att behandla den yttre summan i (B.25). For det anvénder vi aterigen Lemma
A.8. Den hir gangen later vi a,, = 1/n d& n dr ett primtal storre &n eller lika med N1/10 6ch 0
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annars. Da far A(t) samma form som tidigare, med N'/1° som undre summationsgrins istéllet for

N1/3. Vi sitter
(N/t)1/2 1
t) = d
9t /N1/3 ulogulog (N/tu) "

varpd summan i hogerledet i (B.25) dr lika med

1/3
AN Y)g(N19) — AN 0)g(N110) [ " A (B.26)
N1/10

Det foljer direkt ur definitionen att g(N'/3) = 0, och som tidigare &r A(N/10) = 0. Saledes
forsvinner de tva forsta termerna. Med partiell integration far vi att integralen i (B.26) ar lika med

N1/3 N1/3
logt 1
log | —=— |4/ (t)dt + O "(t)dt
/N1/10 8 (IOgNl/lo)g( ) + (IOgN) /Nl/log< )
N1/3
g(t) 1 1/10
= - dt+ 0| —— N

/Nl/lo tlogt * (10gN g( )

N9/20

1 1 1
N1/10 :/ du=0—=
9 ) N5 ulogulog (N9/10 /y) “ logN )’

eftersom N'/3 < < N9/20, Vi far dirfor att summan i (B.22) #r lika med

N3 (N/t)
1 1 1 1
dudt + O | —— | .
/Nl/lo tlogt/Nl/s ulogu log (N/tu) uat+ <log2N>

Med variabelbytet t = N*, v = NY far vi

1/3 1 (1 CL‘)/Q 1 1
dyd +0 .
/1/1033/ 1—x—y) Y xlOgN (log2N>

Numerisk integration av dubbelintegralen ger den 6vre begrdnsningen 0,493, vilket slutfér beviset.
O

och

B.4.5 Avslutande uppskattningar

Vi genomfor hir uppskattningarna av de tva forsta summorna i (6.22). Uppskattningen formuleras
i termer av lemman i [HR, avsnitt 11.3] och hela denna del foljer bevisen dir, men med ytterligare
detaljer tillagda. Av vara kommentarer i anslutning till introduktionen av ekvation (6.22) vet vi

att den forsta summan ar 1
— A . B.2
G0 Z o(m) (B.27)
m<N

Per definition dr summan innehallande Ag(m) lika med

Z Z 10gN/P1p2))

m<N P1p2n=m
P1P2€PN

dér det kommer vara fordelaktigt att betrakta den inre summationen som en summation éver pjpso
och dér vi tolkar n som m/(p1p2) s& att vi efter byte av summationsordning kan betrakta summan
Over m som en summa &ver n. Bytet ger tillsammans med Korollarium A.15 och Lemma B.7 att

1
2 g 2= A

p1p2€PN n<N/(p1p2)

1 1 0,493N
=N|14+0|—— <=
( <logN>> Z p1p2 log(N/(p1p2)) — log N

p1p2€PN

(B.28)
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for tillrickligt stora N. Vi anvéinder hér i feltermen att N'/3 < N /(p1p2) < N. Vi anvinder nu
uppskattningen av G(z) fran (4.18) och paminner oss om att z ungefir fr lika med N1/4. Med
£ < 1075 kan uttrycket i (B.27) da begrinsas strikt av

395]'[(1—) 11 p—21ogN<1+O<1o;N)>' (B.29)

p>2 2<plh

Efter att ha férenklat den forsta summan fokuserar vi nu pa den andra summan S;. Vi paminner

om att
=y v 5()1) Y Ao(m (B.30)

D<2z? m<N

D|P(z) (D,m)>1
Faktorn u?(D) #r egentligen redundant eftersom D | P(z), men det kommer vara anvindbart att
behéalla den. Vi underscker nu den inre summan. Notera att m = p;pon som ovan. Vi har villkoret
(m, D) > 1, vilket vi kan skriva som (p;pan, D) > 1. Vi vet fran definitionen att p; > N'/3 > 2z, sa
de mojliga fallen ar (p1, D) > 1 och (n, D) > 1. Vi byter summationsordning som i (B.28) och far

1
2 MM Y Ny 2. AW

m<N pP1p2€PN nSN/(PIPZ)
(m,D)>1 (n,D)>1 (B 31)
CY e Y
p1p2|€D73N p1p2 n<N/(p1p2)
P1

For den forsta summan kan vi notera att vi enligt definitionen av A har

S Am =% Uiﬁj logp < (log 2)u(D).

n<x p|D
(n,D)>1

Om vi sitter x = N/p1ps ser vi att hela forsta summan kan begrénsas av
v(D)|[Py| < v(D)N%3.

Vi byter nu summationsordning i andra summan i (B.31) och tar bort nagra av villkoren pé p1, po
for att fa en begrdnsning av andra summan till

1
DA S Y N

n<N NY19<p, < N/n p2<N/(p1n)
p1|D, pr <NY/3 pa<(N/p1)'/?

Den innersta summanden &r begrinsad av 1/log N 13«1 /log N s& att hela innersta summan &r
< N/(pinlog N). Diarmed &r summan

Z 3 1 _ Ny 3 Ain) < NV,

- log N
n<N N0y, P & n<N

p1|D

log N

dér vi i sista steget anviant Korollarium A.15 tillsammans med partiell summation i form av Lemma
A.8. Totalt #r alltsi summan i viinsterledet av (B.31) < v(D)N?/10.
Inséttning i (B.30) ger tillsammans med Lemma A.11 och Lemma A.13

2(D)3*Py(D) 12 (D)3"(P) log? D
Sy < N9/10 M(— < N9/10 .
D§2 o(D) D;Z p
D|P(2)
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Eftersom log 2% < log N kan vi begrinsa uttrycket ovan med

2(D)3v(P)
N9/101 2 o ( .
og” N E — 75

D<z?

Den sista uppskattningen sker nu med samma metod som i beviset av [HR, Lemma 3.4]. Antalet
sitt att skriva det kvadratfria talet D som en produkt av tre heltal &r precis 3*(”) enligt elementér
kombinatorik. Darmed har vi

2(D)3v(P) 2(dydads) 1\’
E ) E H\@1d2d3) E -
) D didods - n ’
D<=z dydadz<z? n<z?

eftersom den sista summan innehaller alla produkter av tal mindre #in 22. En integraljimforelse
visar att den sista summan &r < log® 22 < log® N. Totalt har vi alltsa

Sy < N9010g” N. (B.32)
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