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Forord

Detta kandidatarbete dr utarbetat vid institutionen fér Matematiska vetenskaper pa Chalmers
tekniska hogskola och Goteborgs universitet. Vi vill tacka var handledare Philip Gerlee for hand-
ledningen som han givit genom projektets gang.

Projektet har genomforts framst genom veckovisa moéten med bade gruppen och handledaren dar
projektets utformning diskuterades. Nedan féljer en bidragsrapport som ger en mer detaljerad
beskrivning av huvudforfattarna for varje avsnitt.
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Ovriga bidrag

Utover skrivandet av rapporten férekommer dven arbete som inte innefattas av bidragsrapporten.
Dessa 6vriga bidrag till projektet beskrivs nedan.

Planering

Planering av arbetet gjordes tidigt i processen i samband med skrivandet av planeringsrapporten.
Dértill har gruppen haft regelbundna veckométen bade med och utan handledare. Under grupp-
motena diskuterades arbetet som utforts den foregaende veckan samt arbetet som skulle goras
veckan efter och vem som forvintades gora vad. For att enklare kunna reflektera under arbetets
gang fordes dven motesanteckningar av personen som var veckans dagboksansvarig, vilket roterades
mellan gruppens medlemmar. Dagboken bestar av utdrag kring vad gruppmedlemmarna gjorde ba-
de gemensamt och individuellt fér varje vecka. Darutover fordes dven individuella tidsloggar, vilka
bestar av beskrivningar av arbetsuppgifter samt de tider som det tog for att genomféra uppgifterna.
Tillsammans utgér dagboken och tidsloggen projektets loggbok.

Genomforande

Arbetet borjade med att gruppen laste boken Fwvolutionary Dynamics av M.A. Nowak [I] samt
foreldsningsanteckningarna Lecture Notes on Stochastic Processes with Applications in Biology av
D.F Anderson [2] for att skapa en grundldggande forstaelse kring omradet. Sedan lades fokus pa
att implementera Gillespies algoritm f6r den obegrinsade modellen fér en genotyp, vilket Albin
gjorde. Dérefter hjélptes alla i gruppen at att skapa Gillespies algoritm for tva genotyper. Sam-
tidigt héarledde Nils och Terese uttrycken for den stokastiska obegrinsade modellens medelvarde
[2.5] och varians [B.5] Sedermera diskuterades hur vissa delar av resultatet av den obegrinsade mo-
dellen skulle presenteras. D& kom gruppen tillsammans med handledaren fram till att presentera
resultatet som i avsnitt Nils utvecklade sedan koden sa att den blev mer objektorienterad
och fick en snabbare exekveringstid. I rapporten skapade Linda figur [1] for att visualisera Moran-
processen. Darefter skrev Albin och Nils koden for Moranprocessen och den kombinerade modellen
samt skapade figurerna till modellerna. I och med detta reviderades planeringsrapporten da den
kombinerade modellen lades till som modell. Gruppen valde sedan efter inlamning av den revi-
derade planeringsrapporten att inte undersoka resultatet som modellerna ger da genotyperna har
identiskt delningstakt pa grund av platsbrist. Det vill sdga det ansags mer intressant och givande
att undersdka den kombinerade modellen dn att undersoka identisk delningstakt hos alla tillvaxt-
modeller. Rapporten har ocksad genomgatt ett antal revideringar som alla i gruppen har bidragit
till. Rapporten har framst revideras efter facksprakshandledning 1 och 2 samt efter de tva utkast
som skickades till handledaren.

Utéver de killor som handledaren gav si har dven Albin och Terese hittat killor som forstarker
projektet i avsnitt [T} 2] 3] och 5}

Diskussionsbidrag

Vid skrivandet av diskussionen sa hade gruppen ett specifikt moéte dir det gemensamt diskuterades
och reflekterades 6ver de resultat som hade uppnéatts. P4 motet diskuterades d&ven hur resultaten
kunde kopplas till teori, killor, avgréansningar med mera for att skapa en sa allsidig diskussion som
mojligt.



Popularvetenskaplig presentation

Det vilkdnda uttrycket “survival of the fittest” kan sammanfatta evolutionsteorins fader Charles
Darwins teorier som ror arters utveckling. Gregor Mendel &r ett annat stort namn inom omradet
som under samma tidsperiod forskade pé exakt hur individer &rver egenskaper fran sina foraldrar.
Mendel och Darwin lade grunden till det vi idag kallar for evolution vilket var startskottet till
Fishers, Haldanes och Wrights utveckling av populationsgenetiken, som mdojliggjordes pa grund av
upptéckten av DNA-molekylen under 1900-talet.

Evolutionsteorin sidger att den individ som &ar bast anpassad till sin omgivning har stérst chans
att fordka sig och ddrmed fora vidare sina fordelaktiga egenskaper. En matematisk modell som vill
beskriva hur en population fordndras 6ver tid kan da utformas pa tva sétt. Antingen kan man gora
en modell dar battre anpassade arter alltid utkonkurrerar de simre anpassade individerna, detta
kallas for en deterministisk modell. Eller sa kan man ta hénsyn till slumpen: &ven om en individ
har béttre egenskaper dn andra individer sa kan den fortfarande till exempel d6 av en spontan
olycka som gor att egenskaperna inte fors vidare till ndsta generation. Sddana modeller kallas
for stokastiska. Eftersom stokastiska modeller ger manga fler mojliga sétt for en population att
féréndras, medan deterministiska modeller endast ger en mojlighet, sa brukar stokastiska modeller
vara svarare att analysera.

Biologiska system finns i manga varianter och dr mycket komplexa, s& for att kunna skapa begripliga
modeller maste vi forenkla dem pa flera satt. Till att borja med finns det manga olika sétt for djur
och véxter att fortplanta sig. Majoriteten av alla djur inklusive ménniskor har dubbla uppséttningar
av sina gener och behover finna en partner for att en avkomma ska bli till. De flesta bakterier
déaremot har bara en kopia av sin arvsmassa och kan fortplanta sig sjdlva genom delning. I denna
rapport har den sistndmnda varianten analyserats. Aven organismers beteenden #r mycket varierade
och komplexa. For att forenkla modellerna kommer vi att samla alla beteenden och egenskaper
hos en individ i ett enda tal, tillvixthastigheten, eller delningstakten, A. Detta &r ett matt pa hur
snabbt en individ kan fortplanta sig i jimforelse med andra individer. En tredje aspekt som ocksa
paverkar resultatet &r mutationer: férdandring i cellernas genetiska material. Vi kommer i de flesta
fall anta att vi har en population som bestar till storre delen av “vanliga” individer och sedan
en individ med muterad arvsmassa, som ges antingen en storre eller mindre tillvixthastighet. Vi
kommer sedan studera hur stor sannolikheten &r att den individen lyckas foroka sig sa mycket att
alla framtida individer hérstammar ur den ursprungliga muterade individen.

Vi kommer studera tre olika populationsmodeller. Den forsta kan ses modellera ohdmmad bak-
terietillvixt. Det kommer inte finnas négot tak pa antalet individer och alla individer tillats att
fortplanta sig fritt utan att d6. De andra tva modellerna ar utformade efter ekosystem som redan
ar fyllda av en population och inte klarar av att béra fler individer. I den ena kommer populations-
storleken vara helt konstant 6ver tid, s& att nédr en individ féds s&4 dér en annan automatiskt. Den
andra modellen kommer tillata viss variation i populationsstorleken genom att gora fodsel och déd
oberoende av varandra och istéllet introducera ett tak pa hur stor population systemet klarar, en
sa kallad barkapacitet pa systemet.

Den forsta modellen som underséktes begrénsades inte av maximal populationsstorlek som tidigare
namnt. Detta resulterade i en obegréansad tillvixt. I simuleringarna som utférdes varierades po-
pulationens tillviaxthastigheter, sluttider samt startpopulationer dir startpopulationen for de tva
olika populationerna var av olika storlekar. Oavsett storleken pa de initiala populationsstorlekarna
uppvisade de en deterministisk 16sning, det vill sdga att den foljer “survival of the fittest”. Vida-
re undersokning av de stokastiska och analytiska l6sningarna visade &ven att avvikelserna ckade
exponentiellt med lagre sluttider, hogre tillvixthastigheter och startpopulationer.

For den andra modellen antas det att populationen foréndras i stegvisa tidpunkter. Dar véljs i var-
je steg en individ slumpméssigt som far en avkomma och dess avkomma ersdtter sedan en annan



individ i populationen, alltsa &r populationsstorleken vid varje tidssteg konstant. Simuleringarna
visade till skillnad fran den obegrinsade modellen att vardera realisering inte ligger néra det me-
delvirdet som fas av simuleringarna. Realiseringarna uppvisar istillet Moranprocessens dynamik,
antigen sa tar den ena genotypen Gver eller sa dor den ut och ur detta fas ett medelvirde kring
andel 6vertagande som narmar sig den analytiskt framtagna sannolikheten.

Den tredje och sista modellen har vi bendmnts som den kombinerade modellen. Detta eftersom
det &dr en kombination av den forsta och andra modellen. Denna modell visade en langsammare
Overtagnings hastighet i jamforelse med den andra modellen. Simuleringarna av den kombinerade
modellen visar att fixeringssannolikheten 6kar langsammare &n for Moranprocessen, detta pa grund
av béarkapaciteten.

Slutsatsen av denna undersokning visar pa att den férstndmnda, obegrénsade modellen ger en rimlig
stokastisk och deterministisk 16sning. Eftersom den deterministiska modellen &r enklare att anvéinda
sig av kan den foredras over den stokastiska for den obegrédnsade modellen. For den modellen
som namndes dérefter, med diskreta steg géller det att den deterministiska modellen skiljer sig
betydande fran de individuella stokastiska korningarna. Men den deterministiska modellen bidrar
dock med att sdga hur sannolikt det ar att en genotyp tar 6ver en population, vilket &nda beskriver
en viktig del av modellens dynamik. Fér den sista modellen, den kombinerade modellen, giller
liknande resonemang som fér den andra modellen. Dock sa &r den kombinerade modellen mer
realistisk eftersom genotyperna tillats bade konkurrera mot varandra och miljons begrénsningar.
Totalpopulationen tillats &ven fluktuera, vilket skapar en mer realistisk dynamik. Den kombinerade
modellen dr betydligt mer komplex och visar i vart fall en dynamik som liknar den andra modellen,
darfor dr den enklare modellen att foredra.

Forskningen om hur populationer beter sig dr extra aktuellt i dagens samhélle d& vi precis tagit oss
ur Covid-19-pandemin, dér forskare och experter 6ver hela virlden studerade smittspridningen av
viruset. Genom att exempelvis studera smittspridarens beteende som rérelsemonster, sociala inter-
aktioner och anvindning av skyddsatgérder, har modeller kunnat utvecklas med mal att forutsidga
och forhindra spridningen av viruset. Férutom inom virusspridning kan populationsforskningen
appliceras pa att studera utrotningshotade arter och inom bevarandebiologin. Genom att analy-
sera utrotningshotade arter kan forstaelse uppnés for deras behov och levnadsétt. I analysen av
dess populationstrender, fortplantningsmonster och preferenser av habitat kan strategier arbetas
fram for att kunna bevara de utrotningshotade arterna. Forskningen &r ocksa vital inom hallbar
utveckling och samhillsplanering genom att analysera minniskan sjilv. Hur ménniskan interagerar
med sin miljo, exempelvis energianvindning, avfallshantering och konsumentménster for att skapa
en bild av hur den negativa effekten pé planeten kan forminskas. Detta ar bara nagra fa exempel pa
varfor populationers beteende behover studeras i fortsdttningen for att kunna forutse samt jobba
for att forsta och forbéttra dagens samhaélle.



Sammandrag

Under 1800-talet i samband med Darwins studier myntades begreppet evolution genom na-
turligt urval. Studierna understkte arters formaga att anpassa sig till omgivningen och hur
viktig artens drftlighet var. Dessa idéer forenades sedan under 1900-talet med Mendels studier
av arftlighet och resulterade i Fishers, Haldanes och Wrights utveckling av populationsgene-
tiken. Syftet med detta projekt ar att studera evolution genom olika modeller. De modeller
som kommer undersokas dr stokastiska eller deterministiska, har begrénsade eller obegrén-
sade populationsstorlekar samt varierande parametrar som exempelvis startpopulation och
delningstakt.

Den forsta modellen som undersoktes var obegransad tillvixt, simuleringar visade pa en ti-
dig populationsvariation som nidrmar sig den deterministiska l6sningen fér bada genotypernas
populationer. Det gick &ven att se att felen i simuleringar 6kade med en Skande sluttid, till-
viaxthastighet och startpopulation. Den andra modellen som understktes var Moranprocessen
och resultatet visade att till skillnad frdn den obegridnsade modellen s& ligger inte vardera
realisering néra det medelvéirdet som fas av simuleringarna. Den tredje och sista modellen som
simulerades, den kombinerade modellen, visade pa att den ena genotypen tog 6ver mindre i
jamforelse med Moranprocessen, detta pa grund av barkapaciteten.

Slutsatsen som kan dras for den obegransade modellen ar att dess deterministiska och stokas-
tiska modell ger liknande resultat och déarfor dr den deterministiska modellen att féredra dé
den &r enklare. Fér Moranmodellen skiljer sig individuella stokastiska realiseringar fran den
deterministiska modellen och dérfor dr de stokastiska realiseringarna att foredra. Den kombi-
nerade modellens resultat liknar till stor del Moranmodellen men den kombinerade modellen
ar mer realistisk jamfért med de andra tva modellerna d& den tilldter konkurrens och bérka-
pacitet dock pa bekostnad av en hogre komplexitet. Darfér &r Moranmodellen att féredra mot
den kombinerade modellen.

Abstract

During the 19th century, the studies of Darwin defined evolution. The main purpose of the
studies was to observe different species’ ability to adapt to their environment and the role
of heredity. In the 20th century, Darwin’s and Mendel’s ideas resulted in the development
of population genetics by Fisher, Haldane, and Wright. The purpose of this report is to
study evolution and population growth through different models, including stochastic and
deterministic models, with limited or unlimited population and varying parameters such as
starting population and fitness.

The first model investigated was the impact of two genotypes on each other under unlim-
ited growth. The simulations show an early population variation that eventually converges
toward the deterministic solution for both genotype populations. It is also observed that the
error in the simulation grows exponentially with increasing end time, growth rate, and initial
population. The second model studied was the Moran model. Unlike the unlimited growth
model, the simulations do not converge towards the deterministic average of the simulations.
The simulations showed that either one genotype took over or it died out, and from this an
average value around the share of takeover was obtained that approached the analytically
produced probability. The third and final model simulated, the combined model, showed a
slower takeover rate compared to the Moran model, due to the carrying capacity.

The conclusion drawn for the unlimited growth model is that the deterministic model is simpler
but provides similar results to the stochastic simulations. For the Moran model, individual
stochastic runs differ from the deterministic model. Thus stochastic simulations are preferred.
The Moran model and the combined model are mostly alike but the combined model is more
realistic compared to the other two models as it allows for competition and a carrying capacity.
But it also entails a higher complexity, thus the Moran model is preferred between the Moran
model and the combined model.
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1 Inledning

Evolution &r ett begrepp som myntades i och med att evolutionsteorin uppstod under 1800-talet
mycket tack vare Charles Darwin [I]. Darwin samlade stora méngder data 6ver hur olika arter hade
anpassat sig till sin milj6 [I]. Senare under 1900-talet sammanférdes dessa insikter med Mendels
studier kring #rftlighet till en gemensam modern teori [I]. Ur denna teori utvecklade bland andra
Fisher, Haldane och Wright populationsgenetiken [I]. De lyckades pa 1920- och 30-talet mate-
matiskt beskriva termer som evolution, selektion och mutation [I]. Med verktygen de utvecklade
kunde det senare forklaras icke intuitiva fenomen sasom genetisk drift [I]. Vidare har &ven forsk-
ning gjorts som kopplar samman ekologi och evolution sa kallad, “eco-evolutionary feedbacks” [3].
Dér ar tanken att ekologiska effekter driver pa evolutionéra processer som i sin tur driver pa eko-
logiska effekter och s& vidare [3]. Ett av de forsta exempel som modellerade denna “feedback” var
selektion som beror pé en populations densitet [4]. Det vill séiga beroende pa en populations densi-
tet sa blir selektionstrycket olika starkt [4]. Ett annat exempel péa “eco-evolutionary feedbacks” ar
Lotka—Volterras ekvation som beskriver relationen mellan rovdjur och bytesdjur [3]. Dér 4r preda-
tion ett ekologisk fenomen som driver pé att bytesdjur genomgar evolutionéra férandringar for att
overleva, vilket i sin tur driver pa responsen hos rovdjurssidan [5]. P4 senare tid har &ven modeller
utvecklas som tar hdnsyn till att evolution, som vanligtvis &r en langsam process, och ekologis-
ka processer, som dr snabbare processer, kan ske under liknande tidsrymd [3]. Aven vird-parasit
forhallanden har modelleras historiskt [6], diar det har visat sig att hur smittsamma sjukdomar &r
beror pa densiteten hos viardpopulationen [6]. Syftet med denna rapport &r att studera hur stor
péaverkan slumpen har i form av genetisk drift pa evolution i olika tillvixtmodeller. Fér att kunna
studera detta behdvs viss terminologi inom evolution forst introduceras.

Om en individ har en kopia av en gen kallas individen fér haploid medan om den har tva kopior av en
gen si kallas den for diploid. Exempelvis &r ménniskor och de flesta daggdjur diploida organismer
samtidigt som de flesta bakterier dr haploida organismer [7]. I populationsdynamik &r det ofta
vanligt att en gen med olika genotyper analyseras for en viss population. Det man d& undersoker ar
hur férdelningen av genotyperna, det vill sdga de olika genvarianterna av en viss gen, férandras 6ver
tid. Dértill kan selektion liknas vid begreppet naturligt urval, eller den mer allmént kéinda termen
“fitness”, som beskriver hur framgangsrik en organism &r pé att 6verleva i relation till organismer av
samma art [I]. I matematiska modeller for evolution beskrivs selektion med hjilp av en delningstakt
som betecknas med \. Det vill séga om en genotyp har storre A\-véirde sa har genotypen storre fitness.
Detta leder sedan till begreppet fixeringssannolikhet, vilket betecknar sannolikheten att en genotyp
som startar med en individ tar 6ver en population det vill sdga sannolikheten att genotypen blir
den dominerade genotypen i en population. Sedan &r genetisk drift slumpbaserat och begreppet kan
forklaras som summan av alla slumpmissiga effekter pa evolution. Genetisk drift blir ofta tydlig
i smé populationer, vilket &r en anledning till att slumpbaserade eller stokastiska modeller oftast
anvénds vid modellering av sadana populationer [§]. Till skillnad fran stokastiska modeller finns
deterministiska modeller som skapas antingen via enkla ordinéra differentialekvationer eller som
medelvardet av flera stokastiska realiseringar. I mer realistiska modeller s& kan varken populationer
vixa obegransat da miljon begransar tillvixten eller for den delen héallas konstanta da resurserna
och miljon konstant foréandras. Darfor finns det tillvixtmodeller som utnyttjar en barkapacitet som
ar ett tal K som modellerar miljéns begrdnsningar. Det vill siga om en genotyp véxer sig storre i en
modell med bérkapacitet kommer reproduktionstakten minska pa grund av béarkapaciteten.

Inom evolutionsteori brukar evolution definieras som fordandringen av frekvenserna av olika geno-
typer i en population 6ver tid. Evolution kan modelleras pa flera séitt men i detta arbete undersoks
hur férdelningen av genotyperna fordndras 6ver tid da tillvixten tillatas vara obegridnsad, popu-
lationsstorleken sédtts till att vara konstant samt tillvixten sker med en barkapacitet. Obegrénsad
tillvixt kan till exempel uppsté hos bakterier pa en petriskdl (en cylindrisk glasskal dar bakteri-
ekulturer odlas) tills bakterierna nér kanten [9]. I kontrast sker tillvixt i en konstant population
eller i en population med béarkapacitet i ett naturligt stabilt ekosystem [10], [11].



1.1 Syfte

I denna uppsats ar syftet att undersoka vikten av genetisk drift i olika enkla modeller av evolution.
Detta understks genom att jamfora stokastiska och deterministiska modeller for tre evolutionsmo-
deller; obegrénsad tillviaxt, evolution fér en konstant population och evolution med béarkapacitet.
Studien fokuserar dven ocksa pa att underscka modellernas langsiktiga beteende.

1.2 Problemformulering

I uppsatsen undersoks olika tillvixtmodellers egenskaper. For det forsta kommer fragan stéllas hur
modellerna skiljer sig a4t mellan de deterministiska och stokastiska fallen. For det andra kommer
det understkas hur delningstakten, fordelningen pa startpopulationen, antal realiseringar samt
sluttiden paverkar den evolutionédra dynamiken. Till sist kommer rapporten att understka de olika
tillvixtmodellernas langsiktiga beteende antingen genom fixeringssannolikhet fér modellen med
konstant population och modellen med barkapacitet eller sa studeras frekvensen av en viss genotyp
da tiden gar mot odndligheten for den obegrinsade modellen.

1.3 Avgransningar

I detta projekt kommer enkla modeller fér evolution att studeras som kan tilldimpas pa mer generella
exempel, vilket begrénsar de slutsatser som kan dras. De férenklingar som gors &r att en population
av haploida individer med tva olika genotyper studeras i en konstant miljo. Dessutom antas det
att de tva genotyperna har olika stor delningstakt. Till sist kan systemet antingen tillatas ha en
population som véxer obegransat, konstant population eller en population med en viss barkapacitet.
Fixeringssannolikheten for den kombinerade modellen kommer ej tas fram utan vid vid jamforelse
anviands moranmodellens fixeringssannolikhet ty projektet skall vara av rimlig komplexitet for vad
som kan forvintas av ett kandidatarbete inom matematik.

1.4 Samhalleliga och etiska aspekter

I allménhet ar evolutionsprocessen en stor del av livet pa jorden och berér savial ménniskor som
djur och natur. Det bor beaktas att kunskap om hur sjukdomar sprids kan undersdkas med hjalp
av evolutionsteori och detta kan leda till positiva bidrag till samhéllet, ifall man hittar ett sétt att
bota eller utrota sjukdomar.

Aven kunskapen om cancertillviixt och hur den kan forhindras r viktig da cancer &r vanligt férekom-
mande och ibland en dédlig sjukdom. Cancertumorer utvecklas och kan spridas genom mutationer
av celler i vivnad samt genom selektion av cancerceller som ar béast lampade for miljon, det vill
sdga cancertillvixt kan modelleras som ett evolutionért system [12]. Kunskapen kan leda till mer
effektiva och sidkrare behandlingsséitt samt minska risken for aterfall eller bildandet av resistenta
cancerceller.

En annan aspekt dr att klimatforandringar kan paverka individers levnadsforhallanden som i sin
tur paverkar evolutionsprocessen. D4 klimatforandringarna paverkar ménniskors och djurs tillgang
till mat och levnadsutrymme bidrar detta till fordndrade féorhallande for selektion, vilket paverkar
jordens ekosystem.

Genom hela projektet utfors stora forenklingar i modelleringen. Dessa forenklingar begransar vilka
slutsatser som kan dras da verkliga system tenderar vara mer komplexa. Det ar darfor viktigt att
rimliga anpassningar gors i arbetet med matematiska modeller av biologiska system for det system
som studeras. Ett exempel pa detta ar hur reproduktionen gar till i en art. Exempelvis kan vissa
arter uppvisa i princip slumpméssig sexuell parning sdsom fiskar i en sj6 dar hanarna slidpper ut
sina spermier 6ver stora omraden dir honor har lagt sina dgg [13]. Jamfoér detta med en organism
dar individerna ar separerade fran varandra i mindre grupper, sdsom djur som bor i en grupp av
Oar och darfor endast kan para sig med sina ndrmsta grannar. Dessa tva system kan inte modelleras
pa samma satt. En liknande slutsats kan dras kring att i projektet modelleras haploida organismer
och inte diploida organismer som har annorlunda egenskaper [14].



2 Teori

I detta avsnitt kommer definitioner och teori som ar relevant for projektet att introduceras. Nota-
tionslista bifogas i bilaga A. I bilaga B bifogas hérledningar som anvénds i teorin.

Lat X (¢) vara populationsstorleken vid tiden ¢ € R, t > 0 och 1at ¢ € S dar S &r utfallsrummet
som beskriver processens tillstand, det vill séga ¢ dr antalet individer i populationen. Tillstanden
ar per definition diskreta. Vi antar ytterligare att delningstakten for varje individ &r konstant och
oberoende av populationsstorleken. Detta kommer gélla genomgéende i projektet om inget annat
anges.

2.1 Markovkedjor

En Markovkedja dr en stokastisk process med egenskapen att den betingade sannolikheten for
framtida tillstand bara beror pa det befintliga tillstdndet och inte pa tidigare tillstand. I projektet
kommer Markovkedjor i kontinuerlig tid att studeras.

Definition 2.1 En kontinuerlig stokastisk process X(t) € S for t > 0 kallas en Markovkedja i
kontinuerlig tid om det for varje i € S och s <t gdller att

P(X(t) =i X(r),0 <r <s)=P(X(t) =1iX(s)). (2.1)
Om det dessutom gdller att
P(X(t) =i|X(s) =k) =P(X(t —s) =1iX(0) =k) (2.2)

for nagot s € [0,t] och nagra tillstand i,k € S, kallas kedjan tidshomogen.

Alltsa ifall det framtida tillstandet X (¢ > s) bara beror pa det befintliga tillstandet X (s) dr X
en Markovkedja. Detta motsvarar att endast den nuvarande populationsstorleken péaverkar hur
populationen vixer i varje kontinuerligt tidsintervall, och inte hur populationen sag ut tidigare.
Fortsattningsvis i denna rapport kommer Markovkedja i kontinuerlig tid forkortas som CTMC
(Continuous Time Markov Chain) [15].

Intensiteten for 6vergangarna mellan tillstinden i en CTMC kan definieras som

P(X(t+h) =j|X(t) = i) = qi;h+o(h) i#j (2.3a)
P(X(t+h) =i|X(t) = i) =1 — g;.h+ o(h) (2.3b)

dér ¢;; ar dvergangsintensiteten mellan tillstdnden ¢ och j och ¢;; dr Svergangsintensiteten for
att stanna kvar i tillstand . o(h) star for lilla ordo, vilket betecknar en funktion av h som avtar
mycket snabbare én h sjélvt [16].

En egenskap hos alla CTMCs ar att tiden som kedjan befinner sig i ett visst tillstand &r exponentiellt
fordelad. Lat 6vergangsintensiteten mellan tillstanden 4, j € S vara ¢; ;. Ett storre ¢; ; motsvarar i
genomsnitt en kortare tid for processen att gé fran tillstand ¢ till j. Alla 6vergangsintensiteter kan
samlas i en matris enligt foljande definition.

Definition 2.2 Fér en CTMC X (t) med dvergangsintensiteter g; ; kallas matrisen

—¢1 Q12 413
921 —q2 23
Q= 431 432 —43 - . - (2.4)

med q; = Zj# qi,; for X :s évergingsmatris.



2.2 Kolmogorovs framatekvationer

Ett verktyg for att studera Markovkedjor &r Kolmogorovs framatekvationer. Dessa &r ett system
av differentialekvationer (ODE:er) som beskriver fordndringarna i sannolikheterna for kedjan att
befinna sig ett visst tillstand 6ver tid. Kolmogorovs framatekvationer kan 16sas bade analytiskt och
numeriskt.

Definition 2.3 Ldt P;(t) vara sannolikheten att en Markovkedja befinner sig i tillstand i vid tiden
t, det vill saga
Pi(t) =P(X(t) =1). (2.5)
Derivatan av P;(t) ges dd av
dP;
R (t) = —qui(t) + Z Pj (t)q]‘)i (26)

J#i

dir gi,; dr dvergangsintensiteter och q;=);; a;,i [2]-

Lemma 2.4 Ekvation (@ kallas for Kolmogorovs framatekvationer. Detta kan representeras som
ett system av differentialekvationer pd matrisform. Om vi skriver P(t) = (Py(t), Pi(t), Pa(t),...)

sa galler det att
d

SP(t) = QP(1) (27)

Ekvation kan da harledas som
d
—P,(t) = = Pi(t) + Y Py()gyi = Pi(t)Qis + Y Py(1)Qy.s

dt
yF#i yF#i

fZP ()Qy. = (P(H)Q);

Losningen till ovanstdende ODE &r [17]:
P(t) = Pye@t. (2.8)

Kolmogorovs framatekvationer ger alltsa sannolikheten att systemet befinner sig i ett visst tillstand,
vilket kan anvéindas for att bestdmma véntevirdet av populationsstorleken i varje tidpunkt. Detta
kan sedan anvédndas for att jamféra den stokastiska modellen med den deterministiska.

Med den generella teorin som stod sa kan nu de specifika modellerna beskrivas som ligger till grund
fér simuleringarna.

2.3 Modell for obegriansad population

Idén bakom denna modell ar att X beskriver antalet individer av en haploid art, dar varje individ
forokar sig med takt A och aldrig dor. Eftersom varje individ har samma tillvixthastighet kommer
tiden tills en ny individ f6ds ur en population med n individer vara exponentialférdelad med
parameter nA\.

Da fas 6vergangsintensiteten med ¢; ; = A for j = i 4 1. Kolmogorovs framéatekvationer séger for
detta system att

—Pi(t) = A(i — 1) Pia(t) — Niby(t), i>2
at (2.9)
L py(#) = AP, (b).

Lésningen till detta system ar ‘
Pit)=e M (1—e ) (2.10)



med
P, (0)=0, i>2

PO =1 (2.11)

Nér vi nu vet sannolikheten att befinna sig i varje tillstand vid tiden ¢ s& kan vi ta fram vintevardet
P& processen.

Héarledning 2.5

oo

E[X(1)] = Zi13i<t) =/ Kolmogorov | = ZZ‘G*M (1- 6,,\,5)1‘71

i=1 =1
(o) o0 d
— [m =1— e*)\tjl — e*)\t E i$7471 — e*)\t E 7331
; — dz
=1 1=0

d =
=/ likformig konvergens / = e_’\t% g 2 =/le| <1, ty Xt >0/
=0

d 1 1 1
-t 4 _ At _ At
¢ W (1—x) C a2 ¢ -1 —e))e
_ e—/\t Y
T oen ¢

2.3.1 Selektion vid obegrinsad tillvixt

Selektion, oftast kallat naturligt urval, uppstar nar populationer forokar sig med olika hastigheter
[1]. Det vill siga, populationerna har olika delningstakter. I detta projekt anvinds som tidigare
namnt tva genotyper och det som skall understkas &r fallet da tva genotyper har olika delningstak-
ter. Lat genotyperna kallas A och B som har delningstakt a respektive b och 1at x(t) vara antalet
A individer och y(t) vara antalet B individer vid tiden ¢. Vid obegrinsad population 6kar popula-
tionerna for genotyp A respektive B exponentiellt eftersom de inte paverkar varandra. Alltsa kan
populationerna modelleras for vardera genotyp pa samma sétt som beskrivs i avsnitt Den de-
terministiska modellen fér &ndringen i populationsstorlek vid tiden ¢ blir da modellerat med hjélp
av ett system av ODE:er

2/ (t) = ax(t)

(1) = by() (2.12)

med 16sning

z(t) = zoe

y(t) = yoe".

Héar géller det att A fordkar sig fortare om a > b och B forckar sig fortare om b > a och zg
respektive gy ar startpopulationer fér genotyp A respektive B. For en obegridnsad population med
tva genotyper innebar detta alltsa att bada sorters genotyper kommer 6ka men i olika takt.

Vi kan adven vilja att studera hur proportionen av populationerna utvecklas éver tid. Som tidigare
s& beaktas tva genotyper A och B vars storlek &r x(t) respektive y(¢). D& definieras andelen av A
vid tiden t som (0
x
p(t) =

Coa(t) +y(t)
och andelen av B vid tiden t blir saledes 1 — p. Ifall man inte har en analytisk 16sning av x,y sa
finner man ett uttryck for p genom att derivera uttrycket och 16sa

;2@ ty)—z@ +y) 2y—-yr  avy—bry

i (%Zy)2 C(ety)? (zty)? (2.13)
e =p (- p) (- b,



Déar man satter in 2/, ¢y’ frén ekvation [2.12

I fallet med obegréansad tillvéixt sa existerar redan analytiska 16sningar fér =,y och d& kan propor-
tionen direkt tas fram som en funktion av

a:(t) $0€at 1
= = = : 2.14
(0 o(t) +y(t)  zoedt + yoett 1+ yo/meb—a)t (2.14)

Grénsvirdet av p da t — oo ger foljande tre fall:

l.a>b: p(t) =1
2.a<b: p(t)—=0

3.a=b: p(t) = ;5

2.4 Moranprocessen

Moranprocesser anvands for att beskriva frekvensfordndringen i en konstant population med den
totala storleken N. Det vill sdga vi kommer undersdka hur tvéa genotypers frekvenser i relation till
varandra fordndras med Okande tid. Populationen bestar av tva olika genotyper med olika stora
delningstakter [I], [18]. For att beskriva en Moranprocess anvinds tidskontinuerliga Markovkedjor
som beskrivs i Definition 11

,o k-1,k-2 kk 1 k+1,k gk+2,k+1
qk‘\ i"\ V g
qkzk 1 qk 1,k qk k+1 qk+1 k+2 qN LN
Figur 1: Moranprocessens uppbyggnad samt en visualisering av overgangsintensiteterna ¢; ; da ¢

ar starttillstandet och j &r nésta tillstand. De grona cirklarna illustrerar ena genotypens antal,
0 <1,j < N dir andra genotypens antal fas med N — k.

Moranprocessen ér en av de enklaste stokastiska modellerna som anvéands vid studier av selektion.
Detta eftersom ingen mutation paverkar reproduktionen, en genotyps avkomma &r av samma geno-
typ. Pa samma vis sker ingen migration fran andra nérliggande ekosystem. Moranprocessen utgar
fran att den totala populationen, N mellan tva genotypers populationer forblir konstant. Detta
géller da vid varje generation viljs slumpmaéssigt en individ att reproducera en avkomma samtidigt
valjs slumpmaéssigt en individ att do ut. Pa s& vis forblir nettookningen for varje generation noll, i
enlighet med det som illustrerats i figur [I] ndmligen att fér varje steg i processen finns det enbart
4 olika héndelser som presenteras i tabell [1} [T].

Tabell 1: Moranprocessens fyra héndelser. i ar storleken p& den aktuella populationen for A i
samtliga fall, men populationen féréndras sedan beroende pa fall. Eftersom Fall 3 och Fall 4
resulterar i samma populationsstorlek A ar de tva olika hédndelserna lika sannolika.

Héndelse Ny population av A Overgangsintensitet
Fall 1 | Individ ur A dor och individ ur B féds i—1 Qi i—1
Fall 2 | Individ ur B dor och individ ur A fods i+1 Qi it1
Fall 3 | Individ ur A dor och individ ur A fods ) qii
Fall 4 | Individ ur B dor och individ ur B fods ) Gii

De fyra hiéndelserna genererar tre olika utfall for genotypen A vilket beskrivs med tabell [T} A:s
population kan 6ka eller minska med ett eller forbli den samma. Overgangsintensiteterna i tabell
I betecknas ¢; j, dér ¢ &r den aktuella populationen och j &r den nya populationen. Overgangs-
matrisen Q) = [Q; ;] beskriver sannolikheten for att de olika fallen presenterade ovan kan intriffa,



det vill séiga sannolikheten att rora sig fran ¢ till j. Matrisen @ #r av storleken (N + 1)x(N + 1).
-

Sannolikheten for att en individ av typen A dor &r i/N vilket ger att sannolikheten att en individ
av typen B dor dr (N —1)/N. Sannolikheten for reproduktion beror pa delningstakterna for A och
B. Vi later B ha en delningstakt pa 1 samt A later vi ha en delningstakt som &r A. Dérmed blir
Ai/[Mi + (N — 4)] sannolikheten for reproduktion av A och (N — i)/[Ai + (N — 7)] sannolikheten
for reproduktion av B [I]. Overgangsmatrisen Q for Moranprocessens fall kan dirmed skrivas
som

A¢+E\Jf1_i)N1\7ia j=i+1, 0<i<N
N—i i L )
Qij={ M-I Jioh el (2.15)
1—qiiv1 — Gii-1, j =1, 0<i<N.
0 annars

Processen har &ven tva absorberande tillstand da X = 0 samt X = 1. De absorberande tillstanden
far sitt namn fran att ingen forandring kan ske i dessa tillstand da ena genotypen ar helt utdod
och inte kan generera nagon avkomma [IJ.

2.4.1 Selektions paverkan piA Moranprocessen

Moranprocessen som beskrevs i avsnitt kan ocksé beskriva neutral evolution. Detta betyder att
de tva genotyperna A och B har identisk reproduktionstakt, A\ = 1. Eftersom deras delningsstakter
ar lika stora har ingen genotyp en fordel 6ver den andra i form av selektion. Daremot giller
det att for en begrdnsad population kommer en genotyp ta 6ver och den andra kommer do ut
med en viss sannolikhet, det finns inte mojlighet f6r samexistens [I]. Emellertid kan en av de
tva genotypernas delningstakt vara storre och ge en fordel till en av genotyperna. Da A > 1 har
individer av genotyp A ett 6vertag 6ver population B ur ett selektionsperspektiv. Vid stora viarden
pa A kommer reproduktionstakten pa A vara stor.

I populationer dér alla individer férutom en tillhér samma genotyp ar det intressant att undersoka
nir en av genotyperna tar 6ver populationen och den andra dor ut. Detta beskrivs av fizerings-
sannolikheten for genotypen av den enskilda individen. Fixeringssannolikheten &r sannolikheten
att en ensam individ skapar avkommor som tar 6ver hela populationen och den andra genotypen
dor ut [I], alltsé sannolikheten for att kedjan som beskriver Moranprocessen att fastna i tillstand
X(t)=N.

Lat v; = ¢;.i—1/¢ii+1, populationsstorleken vara N, antalet individer av genotyp A vara 1 och
antalet individer av genotyp B vara N —1 vid start. D& berdknas fixeringssannolikheten fér genotyp

A f6r denna modell som [I]
1

= N—117j
1+ Zj:l Hg:1 Vi
vilket leder till o = 1 — 4. Uttrycket for fixeringssannolikheten for en population med en B

individ och N — 1 A individer vid start aterfinns i appendix [Bl Om ¢p/p4 > 1 innebér det att
det mest sannolika scenariot ar att genotyp B tar 6ver hela populationen.

(2.16)

PA

Vid A # 1 blir v; = 1/ vilket leder till att fixeringssannolikheten {6r genotyp A ges av:

1—-1/A
= —— 2.1
PA 1—1/AN (2.17)

For stora populationer dir ¢4 > ¢p kan approximationen ¢4 = 1 — 1/\ anvandas [I].

Da A = 1, det vill sédga att bada genotyperna har samma delningstakt, har alla genotyperna lika
stor chans att véljas till att fodas eller d6. Detta medfor att fixeringssannolikheten for vardera
individ blir den samma och fixeringssannolikheten blir da p4 = 1/N.



2.4.2 Analytisk 16sning féor Moranprocessen

Med Kolmogorovs framatekvationer kan vintevirdet for Moranprocessen tas fram. Den generella
16sningen dr som beskrivet i ekvation
d

P =QP=P(t) = Pyet. (2.18)

Eftersom Moranprocessen beskrivs av en &ndlig 6vergangsmatris () sa kan vi enkelt ta fram en nu-
merisk 16sning till Kolmogorovs framatekvationer, och dédrmed fa fram sannolikheten att processen
befinner sig i ett givet tillstand vid en given tid.

Som exempel kan vi skapa en modell med total population N =5 och A = 1. Vi borjar processen
med en individ s& Py = [0,1,0,0,0,0]. Vi berdknar numeriskt fram sannolikheten att processen
befinner sig i olika tillstdnd vid olika tider nedan:

t=0 P{#)=10, 1,0, 0,0, 0]
t=1 P(t)=[0.44, 0.29, 0.16, 0.08, 0.03, 0.01]
t=2 P(t)=[0.59, 0.13, 0.10, 0.075, 0.05, 0.05] (219)
t=5 P(t)=1[0.75, 0.03, 0.03, 0.03, 0.03, 0.15]
t=10 P(t) = [0.79, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.19]
t=100 P(t)=[0.8, 0, 0, 0, 0, 0.2].

Som forvintat si ser vi att sista elementet i P(t), alltsi fixeringssannolikheten, gér mot p4 =
1/N = 1/5 medan resten av sannolikheten ligger i forsta elementet, alltsd sannolikheten att indi-
viden dor ut.

Vi studerar nu kort vad som hénder med Moranprocessen nér populationsstorleken gar mot odnd-
ligheten. Lat « € [0, 1] vara andelen av populationen med fordndrat genom och N vara den totala
populationsstorleken. Ifall vi later N g& mot odndligheten sd kommer fixeringssannolikheten for
genomet med béttre tillvixthastighet g& mot 1 [19]. Vi kan forstad det som att de stokastiska ef-
fekterna av processen blir mindre ju storre den totala populationen dr. Sammantaget borde darfor
alla realiseringar av Moranprocessen konvergera mot 16sningen till den logistiska ekvationen med
mindre och mindre stokastiskt beteende da N — oc.

2.5 Den kombinerade modellen

En mer realistisk modell &n de som &r beskrivna i avsnitt och ar att den totala popula-
tionsstorleken kan variera Gver tid och &r beroende av begrénsningar som ett verkligt system kan
uppleva. Det &r en slags kombinerad modell mellan de stokastiska modellerna fér konstant och
obegriansad population. Vi kommer motivera den kombinerade modellen genom att betrakta en
etablerad modell fran populationsdynamik.

Lat x(t) vara populationsstorleken for genotyp A, y(t) vara populationsstorleken for genotyp B och
K vara den begransande kapaciteten, eller birkapaciteten for systemet. Lat A\, vara genotyp A:s
delningstakt och A, vara genotyp B:s delningstakt som &r 1. Lat &ven xg och yo vara startpopula-
tionen for genotyp A respektive B. Till sist lat p, och p, vara genotyp A:s respektive genotyp B:s
dodstakt. D& ar den deterministiska modellen for en population av tva genotyper den logistiska
ekvationen

2 (t) = A\ (1 — ml—;y) — UgT

+y
y'(t) = Ayy <1 - K> — HyY-

Den stokastiska versionen av den kombinerade modellen kommer vara en tvadimensionell Markov-
kedja. De mojliga 6vergangarna for kedjan ar att antalet A eller B individer 6kar med 1 eller antalet

(2.20)



A eller B individer minskar med 1. Om vi later antalet A individer vara ¢ och antalet B individer
vara j, det vill séiga x(t) = ¢ och y(t) = j, si beskriver tabell [2[ kedjans mdjliga dvergangar samt
dess intensitet.

Tabell 2: Mojliga 6vergangar mellan tillstand for den kombinerade modellen och dess intensitet

Overgangar (i,7) — (i/,5') | Intensitet ¢
(i) > (+1,5) [ Ai(l- )
(i) = (i,j +1) Auj (1= )
(27])%(2_1717) ;U/zi
(Z’.]) - (Zvj — 1) .ij

Fran tabell 2] kan vi ocksa utldsa att intensiteten for delning av individer dr avtagande da popula-
tionen véxer mot béarkapaciteten, och pa samma sétt &r intensiteten for individ déd linjart ckande.
Notera dock att dodstakten ar oberoende av den totala populationsstorleken medan det finns ett
beroende mellan populationsstorlek och delningstakten, ndmligen N =i+ j [20],[21].

D& den kombinerade modellen liknar Moranprocessen i att det finns en 6vre begrinsning fér po-
pulationsstorleken péaverkas systemet av selektion likande beskrivningen i avsnitt Skillnaden
pa hur selektionen paverkar de tva modellerna ligger i hur fixeringssannolikheten uttrycks. Att
matematiskt formulera dessa ligger utanfor projektets tidsram. I detta projekt gors istéllet en liten
analys och jamforelse mellan de simulerade fixeringssannolikheterna fér Moranprocessen och den
kombinerade modellen.



3 Metod

I detta avsnitt beskrivs det hur teorin fran avsnitt [2] implementeras pa de modeller som beskrivs
i avsnitt [[.2] Alla modeller utnyttjar Gillespies algoritm for simulering av tillviixt. Koden for
Gillespies algoritm for varje modell aterfinns som kodfilerna [3i appendix

3.1 Gillespies algoritm

Algoritmen vi anvinder for att simulera en CTMC har manga namn men vi har valt att anvinda
namnet Gillespie algoritmen efter den amerikanska fysikern Daniel Thomas Gillespie [2]. Algorit-
men anvander en Overgangsmatris och en startdistributionen for att simulera en CTMC.

Definition 3.1 Vi ldter X vara en CTMC fér n > 0 med dvergangsmatris QQ och startdistribution
a sd att P(X(0) = k) = ag. Vi ldter ocksd E,, for n > 0 vara en sekvens av oberoende slumpuvari-
abler fran en exponentialférdelning med parameter 1 (notera att % ar exponentiellt fordelad med

parameter A). Dd konstrueras en realisering av CTMCn pé foljande vis:

1. Valy X(0) i enlighet med den initiala distributionen «.

2. Satt To = 0 och ldt Wy = )\fi’o) vara tiden som kedjan befinner sig i tillstandet X (0). Wy dr

alltsa exponentiellt fordelad med parameter Ax o). For tiden t € [Ty, To + Wo) sdtter vi da
X(t) = X(0).

3. Forn > 1, lat T, = Tp—1 + Wp_1 och vdlj ndasta tillstand X (T),) likformigt proportionellt
AX(Tn), X (Tp_1)
AX (T, _1)

t € [Tn, T, + Wy) sdtter vi X(t) = X(T,).

. Sdtt nu Wy, = )\Xb:; : och for tiden mellan dvergangarna,

med sannolikhet

4. Upprepa stegen ovan i processen tills en sluttid T uppnds.

Det behovs alltsa tva slumpvariabler for varje steg i algoritmen, en som bestdmmer hur ldnge
processen befinner sig i ett visst tillstand och en som bestdmmer nésta tillstand i processen [2],
[22].

For en enklare beskrivning av algoritmen kan man istédllet forklara det pa foljande vis: vi véljer
forst ett tillstand att borja i, sedan tar vi fram tiden tills processen gar vidare till nésta tillstand,
sedan véljer vi slumpmassigt nésta tillstand och till sist tar vi fram tiden till nésta tillstand, och sa
vidare. Skillnaden mellan olika modeller kommer ligga i vilka tillstand som processen kan vara i, hur
tiderna ar fordelade for varje tillstand och sannolikheten att rora sig mellan olika tillstand.

3.2 Implementation av modellerna

D& modellerna som ska analyseras alla bygger pa CTMCs ar Gillespies algoritm grunden till im-
plementationen av alla modellerna i projektet. Vi borjade med att simulera exponentiell tillvaxt
genom att bygga CTMCn dér vart X (¢) ar populationsstorleken vid tiden ¢. D4 vi i detta fall har
obegriansad population finns det bara en mdjlighet for nésta tillstand eftersom vi inte har nagon
dodstakt att ta hdnsyn till. Tiden som denna process befinner sig i varje tillstand slumpas fram med
en exponentiell fordelning vars parameter ar produkten av tillstandets aktuella populationsstorlek
och delningstakten.

For Moranprocessen giller det, som beskrivet i tabell [I} att for varje tillstand finns det fyra
mojligheter for nésta tillstand. Tiden som processen befinner sig i ett tillstand slumpas darfér fram
med en exponentiell férdelning vars parameter &r summan av Gvergangssannolikheterna beskrivna
i avsnitt 241

Den kombinerade modellen &r i grunden som den obegrinsade modellen men hér har vi dven
en dodstakt och birkapacitet att ta hénsyn till. Detta leder till att det for varje tillstind nu
istdllet finns fler mojligheter for néasta tillstand. Processens tidssteg slumpas dérfér fram med
en exponentiell fordelning vars parameter dr produkten av populationsstorleken och summan av
delnings- och dédstakten.
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3.3 Felberidkning

For att empiriskt avgora ifall simuleringarna f6ljer teorin anvénder vi tva olika metoder. Fér den
obegrinsade modellen &r det intressant att se hur néra medelvirdet av de olika realiseringarna
ar den analytiska l6sningen och hur detta virde férdndras med olika virden pa parametrarna i
modellen. Fér den begrinsade och kombinerade modellen ar det istéllet intressant att se i hur
méanga av simuleringarna genotypen som startar med en individ tar 6ver populationen jamfort
med den analytiska fixeringssannolikheten med olika parameterval.

Som visades i hérledning sa dr vinteviardet av den obegrénsade stokastiska processen lika
med den analytiska 16sningen till den deterministiska modellen. Vi kommer darfor att analysera
hur de olika parametrarna i den obegridnsade modellen paverkar skillnaden mellan medelvardet
av ett antal simuleringar och den analytiska l6sningen. Speciellt sa studeras hur en populations
tillvaxthastighet, simuleringarnas sluttid och antalet simuleringar paverkar felet. Storleken pa felet
kommer berdknas pa tva olika sitt. Lat {X,}, n = 1,2,...,.S vara en serie av realiseringar av
Markovkedjan, och medelvirdet av realiseringarna vid tiden ¢ vara N(t) = %Zizl Xn(t), och
x den analytiska 16sningen z(t) = xoe*. Da kan virdet pa simuleringsfelet beriiknas pa foljande

T
_ — 2
E= /O (N(t) — 2(t))2dt

;o (N(t) — x(t))?
E = T/o Wdu

dar T ar sluttiden for alla simuleringar. Vi ser att skillnaden mellan E och E’ ar att vi normaliserar
med populationsstorleken. Ifall vi ckar antalet simuleringar S sa kommer enligt stora talens lag
N(t) bli en béttre och béttre approximation av X(t) s& felen borde minska. Dock om vi okar
tillvixthastigheten eller sluttiden s& kommer variansen av X att oka enligt sa F borde vixa
exponentiellt medan E’ borde forbli konstant.

1
T
X (3.1)
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4 Resultat

I bilaga[D]finns den killkod som anvéndes for att simulera resultatens realiseringar av de stokastiska
modellerna och de deterministiska modellerna. Nedan foljer det resultatet fran dessa simuleringar
vilket beddms som mest relevant for arbetets syfte. Fler finns i bilaga[C] For alla realiseringar som
jamfor tva olika genotyper sattes initialpopulationerna till Ny = 39, Ny = 1 och tillvixthastighe-
terna till Ay = 1, Ay = 1.5. Sluttiden varierade mellan de olika modellerna eftersom de har olika
tidsskalor, men alla simuleringar kordes tills nagon av genotyperna fixerades i populationen. An-
talet simuleringar varierade ocksa beroende pa hur mycket detaljrikedom som ansags nodvéindigt
i varje individuell graf.

4.1 Obegriansad tillvixt

Nedan foljer ett urval av grafer som visar 25 simuleringar av den obegrédnsade modellen med tva
populationer som startade med N; = 39, respektive Ny = 1 individer, tillvixthastighet \; =
1, Ao = 1.5 och sluttid T" = 12.

4.1.1 Simuleringar fér den obegrinsade modellen

Forst simulerades tva populationer med den obegrédnsade modellen. D& konstruerades figurer med
en logaritmisk axel for att kontrollera s& att populationerna véxte exponentiellt.

25 simuleringar av genotyp 1
== Analytisk I6sning fér genotyp 1
107 1 25 simuleringar av genotyp 2
=== Analytisk |6sning fér genotyp 2

10° 4

103 1

Populationsstorlek

1014

0 2 4 6 8 10 12
Tid

Figur 2: Simulering av obegréansad tillvixt dér genotyp 1 har delningstakt 1 och startpopulation
39 medan genotyp 2 har delningstakt 1.5 och startpopulation 1. De roda streckade linjerna &r
realiseringarna av genotyp 1, de gréna genotyp 2. Genotyp 1 och genotyp 2:s analytiska l6sningar,
tagna fran hirledning (2.5, &r den réda respektive grona heldragna linjen.

Populationerna véxte linjart i den logaritmiska skalan i figur [2] vilket betyder att populationer-
na som vantat viaxte exponentiellt. Sedan skapades figur [3| som visar andelen av den muterade
genotypen.
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10 Proportionen av genotyp 2 med N(0)=1, A=1.5

---- 25 simuleringar
=== Analytisk I&sning

o
=)

0.6 4

o
'S

Muterad andel av populationen

o
N

Figur 3: Proportionen av populationen med den muterade genotypen. Simuleringarna &r samma
som i figur 2 ovan. I figuren askadliggors dven den analytiska losningens frekvens, tagna fran formel

(2.14), som en heldragen linje.

Figur [3] illustrerar hur frekvensen, p mellan genotyp 2 och den totala populationen dndras éver
tid, tillsammans med losningen till den deterministiska modellen. De flesta realiseringar resulte-
rar i liknande beteende som l6sningen till den deterministiska modellen, med undantag for sex
realiseringar som tog betydligt langre tid att borja vixa.

4.1.2 Felberikning for den obegrinsade modellen

Som beskrivet i avsnitt sa méts felet hos den stokastiska modellen som skillnaden mellan
medelvirdet av de olika realiseringarna och den analytiska losningen 2.5 Detta kan goras pa tva
olika séitt genom att antingen normalisera felet efter populationsstorleken, eller inte. I figurerna [4]
och [p] visas hur éndring av startpopulationen och antalet simuleringar foréindrar dessa virden. Nér
felet berdknades kordes 1000 simuleringar av en population med startstorlek pa 100 individer och
delningstakt A = 0.5 till sluttiden T'= 5. Sedan testades olika virden pa en parameter i taget och
de andra beholls fixerade vid startvirdena. Nedan féljer de mest relevanta graferna, fler aterfinns

i bilaga [C1]

Forst jamfors olika vérden pa startpopulationen.

1024

a) —— Fel b) _— Normaliserat fel
10-%4
101,
10734
g 100 K
10-6
1071
10—7,
10-21~ . . ; T . , , T . . ,
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
initial population initial population

Figur 4: Skillnaden mellan medelvirdet av flera realiseringar och den analytiska l6sningen
Parametrarna ar A = 0.5, sluttid 7' = 5 och startpopulationen varierar lings med x-axeln. For varje
varde pa startpopulationen togs medelviardet fram fran 1000 kérningar. Notera den logaritmiska
skalan pé y-axeln. a) visar det absoluta felet och b) visar det normaliserade felet.

Det absoluta felet i figur [4] 6kar med storre initialpopulation, medan det normaliserade minskar.
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Nedan foljer en jamforelse mellan olika antal simuleringar.

a) el 109B)  —— Normaliserat fel

1014

1094

fel
fel

1014

10-24

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
simuleringar simuleringar

Figur 5: Skillnaden mellan medelvéirdet av flera realiseringar och den analytiska 16sningen
Parametrarna ar A = 0.5, sluttid 7" = 5 och startpopulation 100. Antalet kérningar varierar langs
med x-axeln. Notera den logaritmiska skalan pa y-axeln. a) visar det absoluta felet och b) visar
det normaliserade felet.

I figur [5] syns att bade det absoluta felet och det normaliserade felet minskar med antalet simule-
ringar.

4.2 Moranmodellen

Vi valde att koéra 100 simuleringar av Moranmodellen for att visualisera processen. Vi valde som
tidigare att ha 39 individer av genotyp 1 med delningstakt 1 och 1 individ av genotyp 2 med
delningstakt 1.5. Nedan foljer simuleringarna tillsammans med sitt stickprovsmedelvirde. Vi visar
dven det analytiska medelviardet av processen, framtaget numeriskt med hjélp av Kolmogorovs
framéatekvationer

100 simuleringar med delningstakt A= 1.5

40 o -

---- 62 utddenden
35 ---- 38 overtaganden

—— forvantade medelvardet
30 = medelvardet

N
wm

[
wv

Populationsstorlek
N
o

20 25 30

Tid

Figur 6: Resultatet fran 100 simuleringar av Moranprocessen med parametrar Ny = 39, Ny = 1,
A1 = 1 och Ay = 1.5. De streckade linjerna &r genotyp 2:s realiseringar. De &r firgade gréna ifall
genotyp 2 fixeras i populationen och réda ifall den dor ut. Den svarta helfirgade linjen motsvarar
medelviardet av alla 100 simuleringar och den réda linjen &r processens viantevirde berdknat nu-
meriskt med hjalp av Kolmogorovs framatekvationer m

Medelviirdet av simuleringarna i figur [6] foljer vintevérdet relativt vil i borjan men konvergerar
inte mot det da tiden 6kar. Detta dr pa grund av att det forvintade medelvirdet gar mot N - ¢4
medan det realiserade medelviardet gar mot antalet fixerade korningar delat pa det totala antalet
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korningar. Eftersom det finns en viss variation i hur ménga realiseringar som fixeras sd kommer
detta inte nédvandigtvis vara lika med det analytiska medelvirdet. P4 samma sitt sa skiljer sig
alla individuella realiseringar mycket at fran medelvirdeslosningen eftersom de alla efter en viss
tid nar 0 eller 40.

4.2.1 Jamforelse av fixeringssannolikhet fér Moranmodellen

For att se hur vél den analytiska fixeringssannolikheten stdmmer 6verens med simulerad data sa
korde vi 500 realiseringar av Moranprocessen med populationsstorlek N3 =9, Ny = 1, tillvixthas-
tighet A1 = 1, Ay = 1.5 och sluttid 7' = 50. Vi berdknade sedan andelen fixeringar fér olika virden
pé dessa parametrar och plottade de tillsammans med den analytiska fixeringssanolikheten. Nedan
foljer den mest relevanta grafen, dér tillvixthastigheten varieras. Fler finns i appendix [C-2

1.0
—— Simulerade fixeringar
Analytiska sannolikheten
0.8 A
2 A\/,_/\/*\/‘\/h' N
g A /-/*\JMVJ
= \
ié 0.6 ’\‘/\\/\/
>4
3 P~
¥ 04 /\/
©
£ s
A 02/ /
0.0 1+ — | ‘ | ‘
0 1 2 3 4 5

Tillvaxthastighet

Figur 7: Den forvantade fixeringssannolikheten for olika varden pa genotyp 2s tillvixthastighet med
parametrar Ny =9, N, = 1, Ay = 1. Den blaa linjen &r medelvirdet av 500 simuleringar for varje
virde pa Ao medan den orange linjen dr den analytiska 16sningen for fixeringssannolikhet berdknad
med hjilp av ekvation @

Den stokastiska fixeringssannolikheten i figur [7] f6ljer den analytiska vél. Detsamma géller for
graferna i appendix [C.2}

4.2.2 Stora populationer for Moranmodellen

Som namnt i avsnitt 2.4.2) s véntar vi oss att Moranprocessen ska bli allt mer deterministisk ju
storre population som anviands. Nedan foljer en graf med en populationsstorlek pa 10 000 dir 1%
av populationen bar den muterade genotypen med tillvixthastighet 1.5. Tva till grafer med olika
populationsstorlek finns i appendix [C:2] P4 grund av berikningsméssiga granser kunde vi inte ta
fram det analytiska medelvirdet av simuleringarna, men stickprovsmedelvérdet visas.
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100 simuleringar med delningstakt A= 1.5

10000

8000 -

o
S
=]
s

Populationsstorlek
5
8

2000
---- 100 overtaganden
— medelvardet

20 25 30 35

Tid

Figur 8: 100 simuleringar av Moranmodellen med en population pa 10 000 individer varav 1% (=100
individer) av den muterade genotypen med tillvixthastighet 1.5, resten har tillvixthastighet 1.

Som véntat s& foljer alla simuleringar medelvirdet mycket nidrmare i figur[§]én tidigare simuleringar.
Alla simuleringar resulterar i att den béttre anpassade genotypen fixeras. Figur [I5]1 appendix [C.2]
visar att om vi hdjer den totala populationen till 1 000 000 s& kommer alla simuleringar utvecklas
néstan helt identiskt.

4.3 Den kombinerade modellen

Som tidigare sa simulerade vi 100 populationer med 39 individer av genotyp 1 med tillvixthastighet
1 och 1 individ av genotyp 2 med tillvixthastighet 1.5. For att matcha denna populationsstorlek
s& satte vi dven systemets barandekapacitet till 40. Vi berdknade dessutom numeriskt 16sning-
en till ODEn [2.20] och stickprovsmedelvéirdet av korningarna. Sedan jamforde vi en stor méngd
simuleringars fixeringsandel med den analytiska fixeringssannolikheten.

100 simuleringar med delningstakt A= 1.5
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Figur 9: Resultatet av 100 simuleringar av den kombinerade modellen med en barkapacitet pa 40
och startpopulation N; = 39, Ny = 1. De streckade linjerna ar andelen av genotyp 2 med delnings-
takt 1.5 i populationen fran de olika realiseringarna. De ar fargade grona ifall genotyp 2 fixeras
i populationen och réda ifall den dor ut. Den svarta helfargade linjen motsvarar medelviardet av
alla 100 simuleringar och den grona helfdrgade linjen &r 16sningen till differentialekvationssystemet

R

Vi ser att simuleringarna i figur 0] dir genotyp 2 fixeras foljer ODE-16sningen relativt vil, medan
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genotypen dér ut i manga andra simuleringar. Aterigen sa ir stickprovsmedelvirdet inte liknande
nagon av simuleringarna.

4.3.1 Jamforelse av fixeringssannolikhet for den kombinerade modellen

For att kunna jamfora den kombinerade modellen med Moranmodellen sa jamfor vi har hur fixe-
ringssannolikheterna skiljer sig at. Nedan foljer den mest relevanta grafen, fler aterfinns i appendix
[C3 Vi jamfor alltsd hir data fran korningar av den kombinerade modellen med den analytiska
fixeringssannolikheten for Moranprocessen med motsvarande parametrar som for den kombinerade
modellen, alltsa samma startpopulation och delningstakter.

1.0
—— dvertaganden
analytiska sannolikheten
T 0.8 1
c
L
=]
o
2 0.6
Q
a
>
[
5 0.4+
=
[=]
a
g 0.2 -
//\/
0.0 = ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5

tillvaxthastighet

Figur 10: Fixeringssannolikheten fér den kombinerade modellen med bérkapacitet 10, Ny = 9,
Ny =1, A\; = 1. Tillvéixthastigheten for genotyp 2 varierar lings med x-axeln. Den blaa linjen ar
den simulerade fixeringsandelen for genotyp 2 och den orange linjen ar den analytiska sannolikheten
som fas fran Den blaa linjen kommer fran 500 realiseringar for varje virde av \,.

Den simulerade fixeringsandelen i figur [I0] foljer till stora drag den analytiska, men &r generellt
sett lite mindre. Aven graferna i appendix foljer detta monster.
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5 Diskussion

Projektet har undersokt tre olika modeller for att beskriva evolutionen i en population som bestar
av tva genotyper. I dessa modeller har startpopulationen, delningstakten och totalpopulationen
varieras. Malet har ocks& varit att avgora modellernas langsiktiga/asymptotiska beteende och
undersoka hur den genetiska driften paverkar. Vasentligt har varit jamforelsen mellan medelvardet
av ett antal realiseringar och realiseringarna i sig sjélva. Fixeringssannolikheten har &ven varit
av speciellt intresse att bestdmma for Moranprocessen och den kombinerade modellen for att
skapa en tydligare jamforelse. I avsnitt [5.1] och avsnitt [5.2 kommer resultatet jimforas mot den
teori som byggdes upp i avsnitt Till sist kommer metodvalen och projektets avgransningar
diskuteras.

5.1 Resultat

Till att borja med kan den obegrénsade modellen diskuteras. Enligt figur [11]sa visar grafen tydligt
hur bade genotyp 1 och genotyp 2:s realiseringar vixer exponentiellt alternativt linjért i en semi-log
graf som figur [T1] visar. Darutéver gar det dven att urskilja hur de flesta realiseringar héller sig
nira de deterministiska heldragna linjerna i figur Detta stods ytterligare av figurerna
[ och [l Det vill séiga figur [5] och [d] understryker hur felet mellan medelvirdet av de stokastiska
realiseringar och den deterministiska modellen minskar. Dédremot om sluttiden eller delningstakten
varieras sa gar det att grafiskt att urskilja i figurerna [I3] [I2) att felet okar for ckande magnitud
pa parametrarna. Foljaktligen uppstar detta for delningstakten och sluttiden pa grund av att
variansen i de stokastiska realiseringarna 6kar med dkande A i enlighet med hérledning Dock
om normalisering utnyttjas enligt avsnitt s& haller sig felet inom ett begrénsat och icke vixande
fér bade figur [L3|och Till sist stodjer figur [3|den obegréinsade modellens asymptotiska beteende
som presenteras i avsnitt det vill siga da tiden ghr mot oiindligheten gar frekvensen av
genotyp 2 mot 1 ty genotyp 2:s delningstakt ar 1.5 medan genotyp 1:s delningstakt &r 1.

For den begrinsade modellen eller Moranmodellen som modellen dven kallas ser vi fran figur [I6] [7]
och[I7hur stokastiska simuleringar ligger inom ett begrinsat intervall runt den analytiska ldsningen
oavsett hur vi &ndrar en parameter. Darutéver bekraftar avsnitt de virden som fas av ekvation
da populationen r stor. Vi kan dven se fran figur [§loch [I5 hur detta beteende ocksa framtriader
i simuleringar. Dock kan det vara till viss del vilseledande att enbart kolla pa det stokastiska
medelvirdet, ty viktig information kan gé forlorad. Detta gar grafiskt att urskilja i figur [I4]i bilaga
[Cl Med andra ord sa representerar den svarta linjen medelvirdet mellan tva sorts “extrema’,
antingen tar den ena genotypen 6ver eller dor ut. Detta &r i kontrast mot den obegrinsade modellen
dér populationer vixer obegransat men olika snabbt och dér de flesta realiseringar ligger inom ett
begrinsat intervall frin den analytiska 16sningen. Visserligen ligger den forvintade 16sningen/det
analytiska virdet och medelvérdet relativt néra varandra i figur [6]i enlighet med [2:4.2] men dessa
linjer beskriver bevisligen inte hela Moranmodellens dynamik.

Utifrén figurerna[0]och[6] gér det att grafiskt urskilja hur den kombinerade modellen har fler realise-
ringar som dor ut i jamforelse med Moranmodellen &ven da de har samma parametrar bortsett fran
barkapaciteten, 66 mot 62. Detta kan forklaras med att barkapaciteten saktar ner dvertaganden,
vilket &ven medelvirdet for den kombinerade modellen kan bekréifta, ty den ékar mer langsamt &n
for Moranmodellen. Darutéver bekréaftar dven figur och [18|den tidigare tanken, det vill sdga
barkapaciteten ger upphov till en lagre fixeringssannolikhet jamfort med Moranprocessen. Bortsett
fran denna observation & Moranmodellens och den kombinerade modellens tillvixt relativt lika i
vart fall. Dock dr den kombinerade modellens betydligt mer komplex. Mgjligtvis har den kombi-
nerade modellen ett annat beteende om inte totalpopulationen &ar “fylld fran start”, det vill sdga
att inte totalpopulationen av de tva genotyperna &r lika med béarkapaciteten. Exempelvis hade det
varit intressant att undersoka hur den kombinerade modellen modellerar introducerandet av en ny
art i en miljo med béarkapacitet.
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5.2 Metodval och avgransningar

Till att borja med har detta projekt handlat om modeller med fundamentalt olika tillimpningsom-
raden. Den obegrinsade modellen anvénds oftast vid undersékning av bakteriers populationsdy-
namik i en petriskal dér resurserna ar i princip obegréansade och ingen konkurrens om resurserna
mellan populationer sker [9]. Medan Moranmodellen och den kombinerade modellen studerar po-
pulationer som &r mer begrinsade av naturen och av varandra [11] ,[T0].

Flertalet avgransningar gjordes i detta arbete, da projektet grundar sig i studier av enkla evo-
lutiondra modeller. Dock &r fragan relevant huruvida dessa avgridnsningar paverkar de slutsatser
som kan dras. Till att borja med s& begrénsades projektet till att enbart behandla tva genotypers
samverkan med varandra. Dock paverkar inte avgridnsningen resultaten for den obegréansade mo-
dellen da samverkan mellan genotyper ar i princip obefintlig och liknade resultat hade fatts med
flera genotyper. Dock sa hade fler genotyper gett ett mer komplext samspel for Moranmodellen
och den kombinerade modellen d.v.s. vart resultat gar inte att generalisera till flera populationer i
kontrast mot den obegransade modellen. Liknade analogi kan foéras for den avgrinsning som gors
kring konstant miljo. Detta eftersom i den obegrinsade modellen blir inte individerna paverkade
av barkapaciteten da de befinner sig langt ifran den. Samtidigt som Moranmodellen och den kom-
binerade modellen har ett begrinsat antal individer under hela studiet och darmed blir paverkade
av miljon.

En idé for att gora projektet mer enhetligt hade varit att lata den obegrédnsade modellen ocksa
ha en doédstakt p. Dock om populationen borjar med en individ som de andra tillvixtmodellerna
gor sa riskerar populationen att do ut direkt pa grund av dédstakten. Detta &r i sig inte speciellt
realistiskt d& vid odling av bakterier sa ’smetats’ flera bakterier ut pa en petriskal och inte bara
en. Dock &r det intressant att kolla péa just en startpopulation pa en individ da detta simulerar
mutationer som sker evolutionart.

Vi kan dven se att i projektet har valet av tidskontinuerliga Markovkedjor varit ett bra val. Tids-
diskreta Markovkedjor hade missat dynamiken kring hur snabbt den obegransade modellen vaxer.
Detta da 6vergangsintensiteten véixer proportionellt mot den aktuella populationen, det vill sé-
ga 1 genomsnitt vixer populationen snabbare vid storre antal. Dock for Moranmodellen och den
kombinerade modellen &r inte skillnaden i hastighet mellan olika tidssteg lika stor som foér den
obegriansade modellen tider langre fram i processen.
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6 Slutsats

Slutsatsen som kan dras for detta projekt &r att for den obegrédnsade modellen ger bade den sto-
kastiska och den deterministiska modellen relativt lika resultat. Men den deterministiska modellen
ar enklare och dérav smidigare att anvinda. Fér Moranmodellen géller det att den deterministiska
modellen skiljer sig betydande fran de individuella stokastiska realiseringarna. Den deterministiska
modellen bidrar dock med att ge fixeringssannolikheten vilket beskriver en viktig del av modellens
dynamik. Darfor ar det att foredra de stokastiska realiseringarna i simuleringssammanhang. For
den kombinerade modellen galler liknande resonemang som for Moranmodellen. Daremot dr den
kombinerade modellen mer realistiskt d& populationen tillats konkurrera mot inte bara en popu-
lation utan &ven sig sjdlv pa grund av bérkapaciteten. Totalpopulationen tillats dven fluktuera,
vilket skapar en mer realistisk dynamik. Dock &r den kombinerade modellen betydligt mer kom-
plex &n Moranmodellen och i vart fall visar den kombinerade modellen en dynamik som liknar
Moranmodellen. Dérfor ar det att foredra den enklare modellen som &r Moranmodellen.

Vi har jamfort den obegrédnsade modellen, Moranmodellen samt den kombinerade modellen var
for sig genom att variera dess parametrar samt jamfort modellerna med varandra for att hitta
likheter och skillnader mellan modellerna. Da modellerna &r kraftigt forenklade med betydande
avgransningar kan de enbart anvindas for att generellt beskriva populationer med liknande férut-
siattningar. Darfor hade vidare studier varit intressant med mera komplexa modeller. Exempelvis
hade delningstakten kunnat vara frekvensberoende da detta hade kunnat simulera en sorts flockbe-
teende eftersom det i naturen ar 16nsamt att samarbeta bade med sin egen populationstyp och med
andra populationstyper, [23]. Det hade &ven varit intressant att studera diploida individer istél-
let for haploida individer eftersom de flesta dédggdjur ar diploida individer. Det skulle emellertid
innebéra en betydligt mer komplex modell da nedérvningsprocessen ar helt annorlunda.

Studier av hur populationer beter sig ar extremt viktigt i nutiden. Betydande exempel i nutid kan
vara exempelvis smittspridningen av Covid-19 [24]. Beteendemonstret hos smittspridarna analy-
seras genom att skapa modeller baserat pa bland annat deras sociala interaktioner. Modeller vars
syfte &r att kunna skapa en prognos for framtida smittspridning av virus och darmed forhindra
det. Metodiken géller inte bara virus utan kan &ven anvéindas till andra omréden sasom studier av
hotade djurarter och bevarandebiologi. Genom att observera hotade djurarter kan deras behov och
levnadsmonster analyseras for att utveckla modeller samt strategier for att bevara deras existens.
Ett tredje exempel som ocksa kraver populationsforskning, vilket &r den ménskliga populationen
for att forutspa paverka miljon. Detta genom att skapa modeller pa ménniskans energiférbrukning,
avfallshantering och konsumtionsvanor. Analysen av dessa modeller gors precis som i de andra
exemplen att forutspa framtiden och kunna péaverka den och i detta fall minska den negativa pa-
verkan ménniskan har pa planeten. Darmed &r det viktigt att fortsdtta studera evolution sd man
kan hitta modeller som beskriver den verklighet vi lever i.
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A Appendix — Notationslista

@ Startdistribution
7 stickprovsmedelvardet
A Delningstakten

E[X] Vantevdrdet av slumpvariabeln X
P(X(t) = i) Sannolikheten att den stokastiska variabeln X befinner sig i tillstand ¢ vid tid ¢

I Viantevardet eller medelvérdet

o Standardavvikelse

YA Sannolikheten att en ensam A individ tar 6ver en population som enbart bestar av B
individer

a,b delningstakter for A respektive B populationer

E Felet vid simulering

E' Det normerade felet

E, Sekvens av oberoende slumpvariabler for n > 0
i Antalet individer i populationen

i Tillstand i som tillhér utfallsrummet S

i,k Tillstand

N Antalet observerade vérden, populationens totala storlek
n Maingden individer i den obegransadepopulationen

N(t) medelvirdet av S realiseringar vid tid ¢

P Frekvensfunktion

P; Sannolikheten att befinna sig i tillstand i

Q Overgangsmatris
Qi j Overgangsintensiteten for tillstand i till j
Qi Overgangsintensiteten mellan tillstanden i till j

Qn,(n+1) Overgangsintensiteten fran n till n + 1 individer

S Antalet simuleringar

S Utfallsrummet

s stickprovsstandardavvikelsen
T Sluttid for en simulering

To Starttiden for en CTMC

Tn Tid da en CTMC har genomgatt n évergangar

Wo Tiden som en CTMC befinner sig i tillstand X (0) enligt Gillespies algoritm
Wy, Tiden som en CTMC befinner sig i tillstand X (V) enligt Gillespies algoritm

X Viantevirdet {or en diskret slumpvariabel, med virden i méngden {x1, x5, ...}. I en obegrin-
sad population ar det antalet individer av en haploid art.



X(1)

Forandringen av populationen for genotyp A
Populationsstorleken vid tiden t € R, t >0
Antalet individer av genotyp A
Startpopulation for genotyp A

Forandringen av populationen for genotyp B
Antalet individer av genotyp B
Startpopulation for genotyp B
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B Appendix — Harledningar

B.1 Fixeringssannolikhet av den storre populationen

Fixeringssannolikheten for genotyp B om det finns 1 individ av genotyp B och N — 1 individer av

genotyp A &r
Ay Yk
k=1
YB = N7 . (B.1)
1+ Zj:l i:l Tk

For A # 1 blir
1—-A

¥YB = 1N (B.2)

och kvoten mellan fixeringssannolikheterna blir 5 /@4 = A=V dér p 4 syftar till ekvation

B.2 Vintevarden och varians av slumpvariabler

Vintevirdet av en populationsstorlek kan definieras bade for diskreta och kontinuerliga slump-
variabler. Slumpvariablerna i detta projekt dr populationsstorlekar och férhallanden mellan olika
populationsstorlekar [25].

Definition B.1 Vintevdrdet for en diskret slumpvariabel, X med virden i méangden {x1,22,...}
(mdngden kan vara bide dndlig och upprikneligt oindlig) med frekvensfunktion p definieras som

E[X] = Z zrp(Ty)-
k=1

Frekvensfunktionen talar om hur sannolika virdena xq,xo,...,xg,.. ar i forhallande till varand-
ra.

Varians ar ett métt pa hur mycket populationsstorleken forviantas avvika fran vinteviardet vid en
viss tidpunkt.

Definition B.2 Variansen for en slumpvariabel X med vintevdrde p definieras som

Var[X] =E [(X - u)ﬂ = E[X2] - (E[X]).

Ofta anvédnds begreppen medelviarde for vianteviardet och standardavvikelse for avvikelsen fran
medelviardet. Medelviardet betecknas ofta med u och standardavvikelsen betecknas oftast med o

och definieras som o = y/Var[X].

I de fall d& medelvardet eller vintevirdet eller bada &r okinda kan istéllet variansen och medel-
vardet skattas genom att man analyserar ett stickprov av observerade virden fran data. D& fas
stickprovsmedelviarde samt stickprovsstandardavvikelse.

Definition B.3 Stickprovsmedelvirdet p for ett stickprov bestdende av de observerade vérdena
{z1,xa,..,xN} definieras som

i = %Zw (B.3)

Dé antalet observerade virden ékar sé gdr i mot . Detta kallas stora talens lag [25].

Definition B.4 Stickprovsstandardavvikelsen s for ett stickprov bestiende av de observerade vér-
dena {x1,x2,..,xn} med stickprovsmedelvirde i definieras som

;&
2 _ N2
s =N_1 ZEZl(x, f)°.
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Med standardavvikelsen kan det understkas hur manga av simuleringarna av populationsstorleken
som hamnar innanfér det omrade som den forvantade avvikelsen fran vantevirdet beskriver.

Variansen for den obegrinsade modellen kan hérledas pa likande sétt som egenvéirdet i hirledning

271 enlighet med definition [B22]
Hairledning B.5

Var[X(t)] = E[X?] — (E[X])* =) i*P(t) — <Z iPi(t)>
i=1 i=1
— N ize (1 _ efAt)ifl _ 2N

o0
— [l‘ —1— e—/\t] _ e—)u‘, § :isz—l _ 62)\1‘,
i=1

o0

— e—At Z (Z(Z _ 1)xi—l + ixi—l) _ 62/\t —
i=1
=e M (sz(z — 1z % + Zm:’1> — M
=2 i=1

2

e M xz ?l’z + Z dxx’) — M = [jz] < 1]

=0 =0

ot 2z 1 ¢
=e ((1_x)3+ (1—$)2> — 2

2(1—-e™) 1 > 2N

A1) (11— e )2

67/\t

267)\15 1— 67)\15
— ( = ) + 6>\t _ eQAt — 262)\1& _ 26)\25 + 6>\t _ 62)\75
e—
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C Appendix — Figurer

C.1 Obegriansade modellen

Genotyp 1, N(0)=39, A=1 Genotyp 2, N(0)=1,A=1.5
7 ]
10 a) ---- 25 simuleringar b) ---- 25 simuleringar P
=== Analytisk l&sning 7 === Analytisk I&sning 7

1064 107
4 X
2105 =
3 2 10°1
n [%)
L g
3 104 =
9 o
2 3 10°]
2 1034 g

1]
102 10
0 2 4 6 8 Y 0 2 4 6 8 10 12
Tid Tid

Figur 11: Simuleringar av den obegrénsade modellen dér genotyp 1 har delningstakt 1 och startpo-
pulation 39 medan genotyp 2 har delningstakt 1.5 och startpopulation 1. Genotyp 1:s populations-
realiseringar dr 25 rdda streckade linjer i a) och genotyp 2:s populationsrealiseringar dr 25 grona
streckade linjer i b). I bade a) och b) askadliggérs dven den analytiska l6sningen [2.5som heldragna
linjer.

1044

a) — Fel b) | — Normaliserat fel
1034
10—5,
102,
K g
101,
107%4
109
10714 ] ‘ ] | | : ‘ :
6 8 10 12 6 8 10 12
tid tid

Figur 12: Skillnaden mellan medelvirdet av de olika realiseringarna och den analytiska losningen
[235 med delningstakt 0.5 beroende péa simuleringarnas sluttid. Felet beskrivs av 1000 realiseringar
med en startpopulation pa 100. Notera den logaritmiska skalan pa y-axeln. a) visar det absoluta
felet och b) visar det normaliserade felet.
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Figur 13: Skillnaden mellan medelviirdet av flera realiseringar och den analytiska l6sningen
Parametrarna &r T = 5, startpopulation 100 medan tillviixthastigheten varierar ldngs med x-
axeln. For varje virde pa tillvixthastigheten togs medelvirdet fram fran 1000 korningar. a) visar
det absoluta felet och b) visar det normaliserade felet.

C.2 Moranmodellen

elningstakt A= 1.5

T -

T
---- 62 utdéenden
---- 38 dvertaganden

Populationsstorlek

15 30

Tid
Figur 14: Resultatet av samma 100 korningar av Moranprocessen som i ﬁgur@med ett fargdiagram
som visar sannolikheten for en enskild simulering att befinna sig i varje tillstand vid en given tid,
notera den logaritmiska skalan. Den brutna firgen i 6vre vinstra hornet ar ett fel som beror pa
att sannolikheten ar sa lag for en realisering att befinna sig dér att datorn betraktar den som 0,
vilket skapar problem pé den logaritmiska skalan.
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166 100 simuleringar med delningstakt A= 1.5

10

0.8 1

o
o

Populationsstorlek
g

0.2 1

---- 100 overtaganden
— medelvardet

0.0

o 5 10 15 20 25 30 35

Tid

Figur 15: Simulering av Moran modellen med en population pa 1 000 000 individer varav 1% (=10
000 individer) av den muterade genotypen med tillvixthastighet 1.5, resten har tillvixthastighet
1.

1.0
—— Simulerade fixeringar
Analytiska sannolikheten
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Figur 16: Den forvintade fixeringssannolikheten for olika virden pa genotyp 1s startpopulation
med parametrar No = 1, Ay = 1, Ay = 1.5. Den blaa linjen dr medelvardet av 500 simuleringar
for varje viarde pa N1 medan den orange linjen ar den analytiska l6sningen for fixeringssannolikhet
beréiknad med hjélp av ekvation [2.17]

1.0
—— Simulerade fixeringar
Analytiska sannolikheten
o 0.8 1
£
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=
T 0.6
E
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Z 041
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= [V IVIVVY AVl o T ot
T
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0.0 r r T : r - v - .
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Simuleringar

Figur 17: Den forviantade fixeringssannolikheten for olika antal simuleringar med parametrar Ny =
9, N5 =1, A\; =1, Ay = 1.5. Den blaa linjen dr medelvérdet av olika antal simuleringar medan den
orange linjen &r den analytiska 16sningen for fixeringssannolikhet berdknad med hjilp av ekvation

E17
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C.3 Den kombinerade modellen

1.0
—— overtaganden
analytiska sannolikheten

o
o

o
=)

0.4
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0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
simuleringar

Figur 18: Fixeringssannolikheten for den kombinerade modellen med barkapacitet 10, Ny = 9,
Ny =1, Ay =1 och Ay = 1.5. Antalet simuleringar varierar ldngs med x-axeln. Den blaa linjen &r
den simulerade fixeringsandelen for genotyp 2 och den orange linjen ar den analytiska sannolikheten

som fas fran @

1.0

—— overtaganden
analytiska sannolikheten

o
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Figur 19: Fixeringssannolikheten for den kombinerade modellen med Ny = 1, Ay =1 och Ay = 1.5.
Béarkraften K varierar langs med x-axeln, och ddrmed ocksa Ny = K — 1. Den blaa linjen ar den
simulerade fixeringsandelen for genotyp 2 och den orange linjen dr den analytiska sannolikheten
som fas fran Den blaa linjen kommer fran 500 realiseringar for varje virde av \,.
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D Appendix — Killkod

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.patheffects as pe

import time

import scipy as sp

import matplotlib.transforms as mtransforms

class EXPONENTIAL_GROWTH() :
def __init__(self,
NUMBER_OF_SIMULATIONS = 100,
INITIAL_POPULATIONS = [1],
GROWTH_RATES = [1],
END_TIME = 5,
dt = 0.1,
COLORS = None):
self . NUMBER_OF_SIMULATIONS = NUMBER_OF_SIMULATIONS
self . INITIAL_POPULATIONS = INITIAL_POPULATIONS
self . GROWTH_RATES = GROWTH_RATES
self .END_TIME = END_TIME
self.dt = dt
self .COLORS = COLORS
self . TIMES=np.arange (0,self .END_TIME,self.dt)
self .LEN_TIMES = len(self.TIMES)

self . NUMBER_OF_SPECIES = len(self.INITIAL_POPULATIONS)

assert len(self.INITIAL_POPULATIONS) == len(self.GROWTH_RATES)

self . SIMULATIONS=np.zeros ((self.NUMBER_OF_SPECIES, self.
NUMBER_OF_SIMULATIONS,self.LEN_TIMES))

if self.COLORS == None:
self .COLORS = [’r’]*self.NUMBER_OF_SPECIES

def SIMULATE (self):

nun

Simulates a continuous time Markov chain using Gillespie’s algorithm
nnn
self . SIMULATIONS=np.zeros ((self.NUMBER_OF_SPECIES,self.

NUMBER_OF _SIMULATIONS ,self.LEN_TIMES))

for SPECIES in range(self.NUMBER_DF_SPECIES):
LAMBDA = self.GROWTH_RATES [SPECIES]
for SIMUL in range (self.NUMBER_OF_SIMULATIONS):
# print (f"SIMULATING species {SPECIES+1}: {100%*SIMUL/self.
NUMBER_OF_SIMULATIONS:.2f}%",end="\r", flush=True)
TIME_TOTAL = 0
POPULATION_SIZE = self.INITIAL_POPULATIONS[SPECIES]
self . SIMULATIONS [SPECIES,SIMUL,0] = POPULATION_SIZE
n =1
while TIME_TOTAL <= self.END_TIME:

TIMESTEP_PARAMETERS = [LAMBDA*pop for pop in range(
POPULATION_SIZE ,2*POPULATION_SIZE)] #LAMBDA*pop*(1l-sum(pops)/K)

TIMESTEPS = TIME_TOTAL+np.cumsum(np.random.exponential (np.
divide (1, TIMESTEP_PARAMETERS))) #cumulative sum of timesteps until the
population has doubled

POP_INCREASE = np.searchsorted (TIMESTEPS ,n*self.dt,’right’) #
find the next relevant population increase

while POP_INCREASE < POPULATION_SIZE and n < self.LEN_TIMES:
self . SIMULATIONS [SPECIES,SIMUL ,n] = POPULATION_SIZE +
POP_INCREASE
n +=1
POP_INCREASE = np.searchsorted (TIMESTEPS ,n*self.dt,’right’)

TIME_TOTAL = TIMESTEPS[-1]
POPULATION_SIZE *= 2
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self .MEANS = np.mean(self.SIMULATIONS, axis = 1)
self .STDS = np.std(self.SIMULATIONS, axis = 1)

self . TIME_MATRIX = np.resize(self.TIMES, (self.NUMBER_OF_SIMULATIONS, self.

LEN_TIMES))
return

def plot_individuals(self, ANALYTICAL = True,PLOT = False, LOG = False,
PLOT_MEAN = False, file_name = "graphs/exponential_growth/sim_individual"):
"""Plots all simulations with deterministic solutions highlighted"""

FIGURE, AXES = plt.subplots(1l,self.NUMBER_OF_SPECIES, figsize = (12,6))

analytical = np.zeros ((self.NUMBER_OF_SPECIES,self.LEN_TIMES))
for SPECIES in range(self.NUMBER_OF_SPECIES):

analytical [SPECIES] = self.INITIAL_POPULATIONS [SPECIES]*np.exp(self.

TIMES*self.GROWTH_RATES [SPECIES])

AXES [SPECIES].plot(self.TIME_MATRIX.T,self.SIMULATIONS [SPECIES,:,:]
linestyle = ’--7,
¢ = self.COLORS[SPECIES],

ol g

label = f"{self.NUMBER_OF_SIMULATIONS} simuleringar")

if PLOT_MEAN:
AXES [SPECIES].plot(self.TIMES,
self . MEANS [SPECIES],

c = ’k,’
linewidth = 4,
label = "Medelvédrdet av simuleringar")

if ANALYTICAL:
AXES[SPECIES].plot(self.TIMES,
analytical [SPECIES],
¢ = self.COLORS[SPECIES],
path_effects=[pe.Stroke(linewidth=5,
foreground=’k’), pe.Normal()],
label = "Analytisk 1l6sning")

AXES [SPECIES].set_title(f’Genotyp {SPECIES+1}, N(0)={self.

INITIAL_POPULATIONS [SPECIES]}, ’+r’$\lambda$’+f’= {self.GROWTH_RATES[SPECIES]}’

, fontsize = 20)

]

label [7a)’,°b) ]

trans = mtransforms.ScaledTranslation(10/72, -5/72, FIGURE.dpi_scale_trans)

for lab, ax in zip(label,AXES):

ax.set_xlabel (’Tid’, fontsize = 15)

ax.set_ylabel (’Populationsstorlek’, fontsize = 15)

ax.grid ()

self.legend_without_duplicate_labels(ax, loc = ’upper center’)

ax.text (0.0, 1.0, lab, transform=ax.transAxes + trans,
fontsize = 20, verticalalignment=’top’, fontfamily=’serif’,
bbox=dict (facecolor=’0.7’, edgecolor=’none’, pad=3.0))

ax.tick_params (axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)

ax.tick_params (axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)

if LOG:
ax.set_yscale(’log’)

FIGURE.tight_layout ()

if PLOT:
plt.show ()

if file_name:
plt.savefig(file_name)
[ax.set_yscale(’log’) for ax in AXES]
plt.savefig(file_name+’_log’)

return
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def plot_ratios(self, PLOT = False, file_name = "graphs/exponential_growth/
sim_ratios"):

"""Plots the ratios of the different species with deterministic solutions
highlighted"""

FIGURE, AXES = plt.subplots(1l,1, figsize = (12,6))

TOTAL_POP_DETERMINISTIC = [sum(self.INITIAL_POPULATIONS([i]l*np.exp(t*self.
GROWTH_RATES[i]) for i in range(self.NUMBER_OF_SPECIES)) for t in self.TIMES]
TOTAL_POP_SIMULATED = np.sum(self.SIMULATIONS,O)
AXES.plot(self . TIME_MATRIX.T,self.SIMULATIONS([1,:,:].T/TOTAL_POP_SIMULATED.
T,
linestyle = ’--7,
c = self.COLORSI[1],
label = f"{self.NUMBER_OF_SIMULATIONS} simuleringar")

AXES.plot (self.TIMES,

self . INITIAL_POPULATIONS [1]*np.exp(self.TIMES*self.
GROWTH_RATES [1]) /TOTAL_POP_DETERMINISTIC,

linestyle = ’-7,

c = self.COLORSI[1],

path_effects=[pe.Stroke(linewidth=5, foreground=’k’), pe.
Normal ()],

label = "Analytisk 16sning")

AXES.set_title (f’Proportionen av genotyp {2} med N(0)={self.
INITIAL_POPULATIONS([1]}, ’+r’$\lambda$’+f’={self.GROWTH_RATES[1]}’, fontsize =
20)

AXES.set_xlabel (’Tid’, fontsize = 15)

AXES.set_ylabel (’Muterad andel av populationen’, fontsize = 15)
AXES.set_ylim ([0,1])

AXES.tick_params (axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)
AXES.tick_params (axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)
self.legend_without_duplicate_labels (AXES)

AXES.grid ()

FIGURE.tight_layout ()
if PLOT:
plt.show ()
if file_name:
plt.savefig(file_name)
return

def plot_simultaneous(self, PLOT = False, file_name = "graphs/
exponential_growth/sim_simultaneous"):
""" Plots all simulations in the same figure with deterministic solutions

highlighted. """
FIGURE, AXES = plt.subplots(1l,1, figsize = (12,6))

for SPECIES in range(self.NUMBER_OF_SPECIES):
AXES.plot(self . TIME_MATRIX.T,
self .SIMULATIONS [SPECIES,:,:].T,
alpha = 0.3,
c = self.COLORS[SPECIES],
linestyle = ’--7,
label = f"{self.NUMBER_OF_SIMULATIONS} simuleringar av genotyp
{SPECIES+1}")

AXES.plot (self .TIMES,

self .INITIAL_POPULATIONS [SPECIES]*np.exp(self.TIMES*self.
GROWTH_RATES [SPECIES]),

c = self.COLORS[SPECIES],

linewidth=2.0,

zorder=10,

path_effects=[pe.Stroke(linewidth=5, foreground=’k’), pe.Normal
01,

label = f"Analytisk 16sning foér genotyp {SPECIES+1} ")
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def

AXES.set_xlabel (’Tid’, fontsize = 15)

AXES.set_ylabel (’Populationsstorlek’, fontsize = 15)
AXES.tick_params (axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)
AXES.tick_params (axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)
AXES.grid ()

self.legend_without_duplicate_labels (AXES)
FIGURE.tight_layout ()

if PLOT:
plt.show ()

if file_name:
plt.savefig(file_name)
AXES.set_yscale(’log’)
plt.savefig(file_name+’_log’)

return

def legend_without_duplicate_labels(self ,AXIS, loc = ’best’):

""" Writes all labels in AXIS without duplicates, source: https://
stackoverflow.com/questions/19385639/duplicate-items-in-legend-in-matplotlib

handles, labels = AXIS.get_legend_handles_labels ()

unique = [(h, 1) for i, (h, 1) in enumerate(zip(handles, labels)) if 1 not
in labels[:i]]

AXIS.legend (*zip (xunique), fontsize = 15, loc = loc)

return

SIM_VARIATION(EG, attribute_function, attribute_values):
file_name = f"graphs/exponential_growth/{(attribute := attribute_function (EG,
attribute_values[-1])) [0]}"

INITIALIZE_EG_ERRORS (EG)

ATTR_LEN = len(attribute_values)
E = np.zeros (ATTR_LEN)
Ep = np.zeros (ATTR_LEN)

for val in range (ATTR_LEN):
attribute_value = attribute_values[vall
attribute_function(EG, attribute_value)
EG.SIMULATE ()
mean = EG.MEANS

analytical = EG.INITIAL_POPULATIONS [0]*np.exp(EG.TIMES*EG.GROWTH_RATES [0])

E[vall] = 1/EG.END_TIME*sp.integrate.trapezoid ((mean-analytical)**2, dx = EG
.dt)
Ep[vall = 1/EG.END_TIME#*sp.integrate.trapezoid(((mean-analytical)/mean) **2,
dx = EG.dt)
print (f"Evaluating {attribute[1]}: {100*val/ATTR_LEN:.2f}%",end="\r", flush
=True)

f, axs = plt.subplots(1,2, figsize = (10,5))

axs [0] .plot (attribute_values, E, label = ’Fel?’)
axs [1].plot(attribute_values, Ep, label = ’Normaliserat fel?’)

label = [’a)’,’b)’]

trans = mtransforms.ScaledTranslation(10/72, -5/72, f.dpi_scale_trans)
for lab, ax in zip(label,axs):

ax.legend(fontsize = 15, loc = ’upper center’)

ax.grid ()

ax.set_xlabel (attribute_function(EG,attribute_values[-1])[1], fontsize =
15)

ax.set_ylabel("fel", fontsize = 15)

ax.tick_params (axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)

ax.tick_params (axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)

ax.text (0.0, 1.0, lab, transform=ax.transAxes + trans,
fontsize = 20, verticalalignment=’top’, fontfamily=’serif’,
bbox=dict (facecolor=’0.7’, edgecolor=’none’, pad=3.0))
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f.tight_layout ()
plt.savefig(file_name)

[ax.set_yscale(’log’) for ax in axs]
f.tight_layout ()
plt.savefig(file_name+’_log’)

SET_SIMULATIONS (EG, attribute_value):
EG.NUMBER_OF_SIMULATIONS = attribute_value
return "error_simulations", "simuleringar"

SET_LAMBDA (EG, attribute_value):
EG.GROWTH_RATES[0] = attribute_value
return "error_parameter", "lambda"

SET_END_TIME(EG, attribute_value):
EG.END_TIME = attribute_value

EG.TIMES = np.arange (0,EG.END_TIME,EG.dt)
EG.LEN_TIMES = len(EG.TIMES)

return "error_end_time", "tid"

SET_INITIAL_POP(EG : EXPONENTIAL_GROWTH, attribute_value):
EG.INITIAL_POPULATIONS[0] = attribute_value
return "error_initial_pop", "initial population"

timecheck (times):

now = time.time ()

print (f"TIMECHECK: {now-times[-1]:.2f}")
times.append (now)

return

ERROR_PLOTS (EG: EXPONENTIAL_GROWTH, times):
TIME_VALUES = np.linspace(5,12,100)
LAMBDA_VALUES = np.linspace(0.5,1.2, 100)
SIM_VALUES = np.arange (100,10000, 10)
POP_VALUES = np.arange(1,500,5)

INITIALIZE_EG_ERRORS (EG)

SIM_VARIATION(EG,SET_INITIAL_POP, POP_VALUES)
print ("Finished initial population variation")
timecheck (times)

INITIALIZE_EG_ERRORS (EG)

SIM_VARIATION (EG,SET_END_TIME, TIME_VALUES)
print ("Finished time variation")
timecheck (times)

SIM_VARIATION (EG,SET_LAMBDA, LAMBDA_VALUES)
print ("Finished lambda variation")
timecheck (times)

SIM_VARIATION (EG,SET_SIMULATIONS, SIM_VALUES)
print ("Finished simulation variation")
timecheck (times)

INITIALIZE_EG_ERRORS (EG) :
EG.__init__(
NUMBER_OF_SIMULATIONS = 1000,
INITIAL_POPULATIONS = [100],
GROWTH_RATES = [0.5],
END_TIME = 5,

dt = 0.1

)

INITIALIZE_EG_SIMS (EG):
EG.__init__(

xiii



314 NUMBER_OF _SIMULATIONS = 25,
315 INITIAL_POPULATIONS = [39,1],
316 GROWTH_RATES = [1,1.5],

317 END_TIME = 12,

318 dt = 0.1,

319 COLORS = [’r’,’g’]

320 )

321

322 if __name__ == ’__main__"’:
32 timel = time.time ()

3

1 times = [time1l]
5 EG = EXPONENTIAL_GROWTH()

7 ERROR_PLOTS (EG, times)

INITIALIZE_EG_SIMS (EG)
EG.SIMULATE ()
EG.plot_individuals ()
EG.plot_simultaneous ()
EG.plot_ratios ()

0

H OH H R

333
334
335 time2 = time.time ()
336

337 print (£"TOTAL TIME: {time2-timel:.2f}")
Kodfil 1: Kod foér den obegransade modellen.

I import numpy as np
2 import scipy as sp
import matplotlib.pyplot as plt
1+ from matplotlib.ticker import ScalarFormatter
5 import time

7 class MORAN_PROCESS:

8 def __init__(self,

9 NUMBER_OF_SIMULATIONS = 100,
10 TOTAL_POP = 10,

11 START_POP = 1,

12 GROWTH_RATE = 2,

13 END_TIME = 10,
14 dt = 1):
15 self . NUMBER_OF_SIMULATIONS = NUMBER_OF_SIMULATIONS

16 self . TOTAL_POP = TOTAL_POP

17 self . START_POP = START_POP

18 self . GROWTH_RATE = GROWTH_RATE
19 self .END_TIME = END_TIME

20 self.dt = dt

2 self.update_Q ()
self .EXTINCTIONS = np.ZerOS(NUMBER_OF_SIMULATIDNS)

6 def SIMULATE (self):

28 Simulates a continuous time Markov chain using Gillespie’s algorithm
nnn

30 self.deaths = 0

31 self.takeovers = 0

33 self .TIMES=np.arange (0,self .END_TIME,self.dt)
34 LEN_TIMES = len(self.TIMES)
35 self . SIMULATIONS=np.zeros ((self.NUMBER_OF_SIMULATIONS ,LEN_TIMES))

37 LAMBDA = self.GROWTH_RATE

38 N = self.TOTAL_POP

39 for SIMUL in range(self.NUMBER_DF_SIMULATIDNS):

10 # print (f"SIMULATING population of {N}: {100*SIMUL/self.
NUMBER_OF_SIMULATIONS:.2£f}%",end="\r", flush=True)

11 TIME_TOTAL = O

42 i = self.START_POP

13 while TIME_TOTAL <= self.END_TIME:

xiv



106
107

108

P_plus = LAMBDAx*i*(N-i)/N
P_minus = (N-i)x*i/N

TIMESTEP = np.random.exponential (1/(P_plus+P_minus))

if (np.random.uniform() > P_plus/(P_plus+P_minus)):
i-=1

else:
i+=1

self . SIMULATIONS [SIMUL, int (np.ceil (TIME_TOTAL/self.dt)):int(np.ceil
((TIME_TOTAL+TIMESTEP)/self.dt))] = i

if (i == N or i == 0):
self . SIMULATIONS [SIMUL,int ((TIME_TOTAL+TIMESTEP)/self.dt):] = i
self.takeovers += (takeover := int(i/N)) #0 if i=0, 1 if i=N

self .deaths += 1 - takeover #0 if i=N, 1 if i=0
self .EXTINCTIONS[SIMUL] = takeover
break

TIME_TOTAL += TIMESTEP

self .mean = np.mean(self.SIMULATIONS,O)

def update_Q(self):
N = self.TOTAL_POP
pops = np.arange (1,N)
P_plus = np.concatenate (([0],self.GROWTH_RATE*pops*(N-pops)/N,[0]))
P_minus = np.concatenate (([0],(N-pops)*pops/N,[0]))
self.Q = np.diag(-P_plus-P_minus)
for i in range(1,N):
self .Q[i,i-1] = P_minus[i]
self .Q[i,i+1] = P_plus[il

def plot_populations(self, PLOT = False, WITH_DETERMINISTIC = True, WITH_MEAN =
True, WITH_HEATMAP = False, SAVEFIG = "graphs/moran/populations", loc = "best"
DE:

"""Plots all simulations"""

extinctions = sum(self.EXTINCTIONS)
fig, ax = plt.subplots(1l,1, figsize = (12,6))

for SIM in range (self.NUMBER_OF_SIMULATIONS):
if self.EXTINCTIONS[SIM]:

COL = ’g’

label = f"{int(extinctions)} 6vertaganden"
else:

COL = ’r?

label = f"{int(self.NUMBER_OF_SIMULATIONS - extinctions)} utddenden

ax.plot (self .TIMES.T,self.SIMULATIONS[SIM,:],
linestyle = ’--7,
c = COL,
label = label)

if WITH_HEATMAP or WITH_DETERMINISTIC:
probs = [self.P(t) for t in self.TIMES]

if WITH_HEATMAP:
Z = np.zeros((self.TOTAL_POP+1,len(self.TIMES)))
for i, t in enumerate(self.TIMES):
Z[:,i] = np.flip(probs[il)
plt.imshow(Z, cmap = ’viridis’, extent = (0,self.END_TIME,O,self.

TOTAL_POP), aspect =’auto’, norm = ’log’, interpolation= ’gaussian’)
col = plt.colorbar ()
col.ax.tick_params(labelsize = 15)

if WITH_DETERMINISTIC:
deterministic = np.zeros(len(self.TIMES))
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def

for i, t in enumerate(self.TIMES):

deterministic[i]l = np.sum([j*probs[il[j]l for j

TOTAL_POP+1) 1)

in range (self.

ax.plot (self.TIMES ,deterministic, label = ’férvédntade medelvdrdet’, c =

929)

if WITH_MEAN:

ax.plot (self .TIMES,self.mean, label = ’medelvédrdet’, c = ’k’, linewidth

= 4)

ax.set_title(f’{self.NUMBER_OF_SIMULATIONS} simuleringar med delningstakt °’
+r’$\lambda$’+f’= {self.GROWTH_RATE}’, fontsize = 20)

ax.set_xlabel (’Tid’, fontsize =

15)

ax.set_ylabel(’Populationsstorlek’, fontsize = 15)

self.legend_without_duplicate_labels(ax, loc

ax.grid ()
ax.set_ylim([0,self.TOTAL_POPI)
fig.tight_layout ()

loc)

ax.tick_params (axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)
ax.tick_params (axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)

if PLOT:
plt.show ()
if SAVEFIG:

plt.savefig (SAVEFIG + WITH_HEATMAP*’ _heatmap’)

return

def legend_without_duplicate_labels

(self ,AXIS, loc = "best"):

""" Writes all labels in AXIS without duplicates, source: https://
stackoverflow.com/questions/19385639/duplicate-items-in-legend-in-matplotlib

handles, labels = AXIS.get_legend_handles_labels ()
in enumerate (zip(handles, labels)) if 1 not

unique = [(h, 1) for i, (h, 1)

in labels([:i]]
AXIS.legend (*zip (*unique), font
return

def P(self,t):
P_0 = np.zeros(self.TOTAL_POP+1

P_O[self.START_POP] = 1
exp = sp.linalg.expm(t*self.Q)

return P_0 @ exp

size = 15, loc = 1loc)

)

def get_analytical_fixation_prob(self):

if self.GROWTH_RATE == 1:
return 1/self.TOTAL_POP
else:

return (1-1/self.GROWTH_RATE)/(1-1/self.GROWTH_RATE**self.TOTAL_POP)

SIM_VARIATION (MORAN: MORAN_PROCESS,
attribute_values: list[float]):
INITIALIZE_MORAN_PROPORTIONS (MORAN)
label = attribute_function (MORAN, at
ATTR_LEN = len(attribute_values)

attribute_function: callable,

tribute_values[-1])

takeovers = np.zeros (ATTR_LEN, dtype = float)
analytical = np.zeros (ATTR_LEN, dtype = float)

for i, val in zip(range (ATTR_LEN),
attribute_function (MORAN, val)
MORAN . SIMULATE ()

attribute_values):

takeovers[i] = MORAN.takeovers/MORAN.NUMBER_OF_SIMULATIONS
analytical[i] = MORAN.get_analytical_fixation_prob ()

print (f"Evaluating {label [1]}:

f, ax = plt.subplots(1l,1, figsize =

{100*%i/ATTR_LEN:.2f}%" ,end="\r",

(10,5))

xvi
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ax.plot (attribute_values, takeovers, label = ’Simulerade fixeringar?’)
ax.plot(attribute_values, analytical, label = ’Analytiska sannolikheten’)

ax.legend(fontsize = 15)

ax.grid ()

ax.set_xlabel (attribute_function (MORAN,attribute_values[-1]) [1], fontsize = 15)
ax.set_ylabel ("Sannolikhet fér fixering", fontsize = 15)

ax.set_ylim([0,1])

ax.tick_params(axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)

ax.tick_params (axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)

plt.tight_layout ()
plt.savefig(f"graphs/moran/{label [0]}")

def SIM_POPULATION_LIMIT(MORAN: MORAN_PROCESS):
population_sizes = [le2,1e4,1e6]
mutated_proportion = 0.01

INITIALIZE_MORAN_LIMIT (MORAN)

for i, pop in enumerate(population_sizes):
MORAN . TOTAL_POP = int (pop)
MORAN . START_POP = int (pop*mutated_proportion)
# MORAN.update_Q ()

MORAN . SIMULATE ()
MORAN.plot_populations (SAVEFIG = f’graphs/moran/inf_pop_{il}’, loc = "lower
right", WITH_HEATMAP= False, WITH_DETERMINISTIC= False)

def SET_SIMULATIONS (MORAN, attribute_value):
MORAN . NUMBER_OF_SIMULATIONS = attribute_value
MORAN.EXTINCTIONS = np.zeros(attribute_value)
return "proportion_simulations", "Simuleringar"

def SET_LAMBDA (MORAN, attribute_value):
MORAN.GROWTH_RATE = attribute_value
return "proportion_parameter", "Tillvdxthastighet"

def SET_POPULATION_VALUE (MORAN, attribute_value):
MORAN.TOTAL_POP = attribute_value
return "proportion_total_population", "Total population"

1+ def timecheck(times):

NN N NN
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now = time.time ()

print (f"TIMECHECK: {now-times[-1]:.2f}")
times.append (now)

return

def PROPORTION_PLOTS (MORAN, times):
TOTAL_POPULATION_VALUES = np.arange (2,100,1)
LAMBDA_VALUES = np.linspace(0.1,5, 100)
SIM_VALUES = np.arange (10,2000, 20)

SIM_VARIATION (MORAN ,SET_POPULATION_VALUE, TOTAL_POPULATION_VALUES)
print ("Finished population variation")
timecheck (times)

SIM_VARIATION (MORAN,SET_LAMBDA, LAMBDA_VALUES)
print ("Finished lambda variation")
timecheck (times)

SIM_VARIATION (MORAN ,SET_SIMULATIONS, SIM_VALUES)
print ("Finished simulation variation")
timecheck (times)

def INITIALIZE_MORAN_LIMIT(MORAN: MORAN_PROCESS):
MORAN. __init__ (NUMBER_OF_SIMULATIONS = 100,
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GROWTH_RATE = 1.5,
END_TIME = 35,
dt = 0.1)

def INITIALIZE_MORAN_PROPORTIONS (MORAN : MORAN_PROCESS):
MORAN.__init__ (NUMBER_OF_SIMULATIONS = 500,
TOTAL_POP = 10,
GROWTH_RATE = 1.5,
END_TIME = 50,
dt = 0.1)

def INITIALIZE_MORAN_SIMS (MORAN : MORAN_PROCESS):
MORAN. __init__ (NUMBER_OF_SIMULATIONS = 100,
TOTAL_POP = 40,
START_POP = 1,
GROWTH_RATE = 1.5,
END_TIME = 30,

dt = 0.1)

if __name__ == ’__main__"’:
timel = time.time ()
times = [time1l]

MORAN = MORAN_PROCESS ()
PROPORTION_PLOTS (MORAN, times)

# SIM_POPULATION_LIMIT (MORAN)

# INITIALIZE_MORAN_SIMS (MORAN)

# MORAN.SIMULATE ()

# MORAN.plot_populations (WITH_HEATMAP= False, WITH_DETERMINISTIC= True,
WITH_MEAN= True)

# MORAN.plot_populations (WITH_HEATMAP= True, WITH_DETERMINISTIC= False,
WITH_MEAN= False)

print (f"Fixation rate: {sum(MORAN.EXTINCTIONS)/MORAN.NUMBER_OF_SIMULATIONS}")
print (f"Expected fixation rate (Moran): {MORAN.get_analytical_fixation_prob()1}"
)

time2 = time.time ()
print (£"TOTAL TIME: {time2-timel:.2f}")

Kodfil 2: Kod fér Moranprocessen.

import exponential_growth as EG
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.patheffects as pe
import time

import scipy as sp

class CARRYING_CAPACITY (EG.EXPONENTIAL_GROWTH):
def __init__(self,

NUMBER_OF_SIMULATIONS = 100,
INITIAL_POPULATIONS = [99,1],
GROWTH_RATES = [1,1.5],
END_TIME = 600,
dt = 1,
COLORS = None,
DEATH_RATES = [0.1,0.1],
CAPACITY = 100
)

super () . __init__ (NUMBER_OF_SIMULATIONS = NUMBER_OF_SIMULATIONS,
INITIAL_POPULATIONS = INITIAL_POPULATIONS,
GROWTH_RATES = GROWTH_RATES,
END_TIME = END_TIME,
dt = dt,
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def

COLORS = COLORS)
self .CAPACITY = CAPACITY

self .DEATH_RATES = DEATH_RATES
self .EXTINCTIONS = np.zeros (NUMBER_OF_SIMULATIONS)

return

SIMULATE (self, TO_EXTINCTION = True):

Simulates a continuous time Markov chain using Gillespie’s algorithm

self .EXTINCTIONS = np.zeros(self.NUMBER_OF_SIMULATIONS)
self.takeovers = 0
self . SIMULATIONS=np.zeros ((self.NUMBER_OF_SPECIES, self.

NUMBER_OF_SIMULATIONS ,self.LEN_TIMES))

LAMBDA

self .GROWTH_RATES

MU = self .DEATH_RATES

K = self.CAPACITY

for SIMUL in range(self.NUMBER_OF_SIMULATIONS):
TIME_TOTAL = O
POPULATION_SIZES = np.copy(self.INITIAL_POPULATIONS)

self . SIMULATIONS[:,SIMUL,0] = POPULATION_SIZES

n =

1

while TIME_TOTAL <= self.END_TIME:

D_RATES = np.multiply (MU,POPULATION_SIZES)
G_RATES = np.multiply (LAMBDA ,POPULATION_SIZES)*(1-sum(

POPULATION_SIZES)/K)

TIMESTEP_PARAMETER = sum(D_RATES)+sum(G_RATES)
TIMESTEP = np.random.exponential (1/TIMESTEP_PARAMETER)

rand = np.random.uniform()

if (rand<D_RATES[0]/TIMESTEP_PARAMETER) :
POPULATION_SIZES[0] -= 1
if POPULATION_SIZES[0] == O:

self .EXTINCTIONS[SIMUL] = 1
if TO_EXTINCTION:

self . SIMULATIONS[:,SIMUL ,n:] = np.tile (POPULATION_SIZES

.T,(self .LEN_TIMES-n,1)).T

break
elif (rand < (D_RATES[0] + D_RATES[1])/TIMESTEP_PARAMETER):
POPULATION_SIZES[1] -= 1
if POPULATION_SIZES[1] == 0 and TO_EXTINCTION:

self . SIMULATIONS[:,SIMUL ,n:] = np.tile (POPULATION_SIZES.T,(

self .LEN_TIMES-n,1)).T

break
elif (rand < (D_RATES[0] + D_RATES[1] + G_RATES[0])/

TIMESTEP_PARAMETER) :

POPULATION_SIZES[0] += 1
else:

POPULATION_SIZES[1] += 1
TIME_TOTAL += TIMESTEP

while TIME_TOTAL >= n*self.dt and n < self.LEN_TIMES:
self . SIMULATIONS[:,SIMUL ,n] = POPULATION_SIZES
n += 1

self .MEANS = np.mean(self.SIMULATIONS, axis = 1)
self .STDS = np.std(self.SIMULATIONS, axis = 1)

self . TIME_MATRIX = np.resize(self.TIMES, (self.NUMBER_OF_SIMULATIONS, self.

LEN_TIMES))
return

def plot(self, ANALYTICAL = True,PLOT = False, PLOT_MEAN = True, SAVEFIG
graphs/carrying_capacity/sim_individual.png"):

FIGURE,

AXES = plt.subplots(1l,1, figsize = (12,6))

Xix



90

93

136
137

138

140

def

extinctions = sum(self.EXTINCTIONS)
for SIM in range(self.NUMBER_OF_SIMULATIONS):

if self.EXTINCTIONS[SIM] == 1:

COL = ’g’

label = f"{int(extinctions)} 6vertaganden"
else:

COL = ’r’

label = f"{int (self.NUMBER_OF_SIMULATIONS -extinctions)} utdéenden"

AXES .plot (self.TIMES,
self.SIMULATIONS [1,SIM,:].T/sum(self.SIMULATIONS[:,SIM,
linestyle = ’--7,
c = COL,
label = label)

if PLOT_MEAN:

AXES.plot (self.TIMES,

self .MEANS[1]/sum(self.MEANS),

c = ’k’,
linewidth = 4,
label = "Medelvardet")

if ANALYTICAL:
analytical_sol = self.solve_analytical (self.TIMES)
AXES.plot (self.TIMES,
(analytical_sol[:,1]/np.sum(analytical_sol,axis =

@ = ’g!,
linewidth = 3,

21,00,

1)).T

path_effects=[pe.Stroke(linewidth=5, foreground=’k’),

pe.Normal (0],
label = "ODE 1dsning")

AXES.set_xlabel(’Tid’, fontsize = 15)

AXES.set_ylabel (’Proportion av muterad genotyp’, fontsize = 15)
AXES.grid ()

self.legend_without_duplicate_labels (AXES)

AXES.tick_params (axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)
AXES.tick_params (axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)
AXES.set_ylim([0,1])

AXES.set_title(f"{self.NUMBER_OF_SIMULATIONS} simuleringar med delningstakt

"+r’$\lambda$’+f"= {self.GROWTH_RATES[1]}", fontsize = 20)
FIGURE.tight_layout ()

if PLOT:

plt.show ()
if SAVEFIG:

plt.savefig (SAVEFIG)
return

def get_analytical_fixation_prob(self):
lam = self.GROWTH_RATES[1]
if lam == 1:
return 1/self.CAPACITY
else:
return (1-1/1lam)/(1-1/lam**self.CAPACITY)

def y_prime(self,y,t):

return y[0]l*(1-(sum(y))/self.CAPACITY)-y[0]l*self.DEATH_RATES[0], self.

GROWTH_RATES [1]#y [1]*(1-(sum(y))/self.CAPACITY)-y[1]*self.DEATH_RATES[1]

def solve_analytical(self, t):
return sp.integrate.odeint (self.y_prime,self.INITIAL_POPULATIONS,t)

SIM_VARIATION(CC: CARRYING_CAPACITY, attribute_function: callable,
attribute_values: list[float]):
INITIALIZE_CC_PROPORTIONS (CC)

label = attribute_function(CC,attribute_values[-1])
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153 print (f"Evaluating {label[1]}: 0%",end="\r", flush=True)
154 ATTR_LEN = len(attribute_values)

155

156 takeovers = np.zeros (ATTR_LEN, dtype = float)

157 analytical = np.zeros (ATTR_LEN, dtype = float)

158 for i, val in zip(range (ATTR_LEN), attribute_values):

159 attribute_function(CC, val)

160 CC.SIMULATE ()

161 takeovers[i] = sum(CC.EXTINCTIONS)/CC.NUMBER_OF_SIMULATIONS

162 analytical[i] = CC.get_analytical_fixation_prob ()

163 print (f"Evaluating {label[1]}: {100*i/ATTR_LEN:.2f}%",end="\r", flush=True)
164 f, ax = plt.subplots(1l,1, figsize = (10,5))

165

166 ax.plot(attribute_values, takeovers, label = ’6vertaganden’)

167 ax.plot (attribute_values, analytical, label = ’analytiska sannolikheten’)

169 ax.legend ()

170 ax.grid ()

171 ax.set_xlabel (attribute_function(CC,attribute_values[-1]) [1], fontsize = 15)
172 ax.set_ylabel ("proportion av populationen", fontsize = 15)

173 ax.set_ylim([0,1])

174 ax.tick_params (axis=’both’, which=’major’, labelsize=15)

175 ax.tick_params(axis=’both’, which=’minor’, labelsize=15)

177 plt.tight_layout ()
178 plt.savefig (f"graphs/carrying_capacity/{label [0]}")

150 def SET_SIMULATIONS(CC : CARRYING_CAPACITY, attribute_value):

181 CC.NUMBER_OF_SIMULATIONS = attribute_value
182 CC.EXTINCTIONS = np.zeros(attribute_value)
183 return "proportion_simulations", "simuleringar"

185 def SET_LAMBDA(CC : CARRYING_CAPACITY, attribute_value):
186 CC.GROWTH_RATES = [1,attribute_value]
187 return "proportion_parameter", "tillvaxthastighet"

180 def SET_CAPACITY_VALUE(CC : CARRYING_CAPACITY, attribute_value):

190 CC.INITIAL_POPULATIONS = [attribute_value-1,1]
191 CC.CAPACITY = attribute_value
192 return "proportion_capacity", "badrkraft"

194 def PROPORTION_PLOTS (CC:CARRYING_CAPACITY, times):

195 CAPACITY_VALUES = np.arange(2,100,1)
196 LAMBDA_VALUES = np.linspace(0.1,5, 100)
197 SIM_VALUES = np.arange (10,2000, 20)

200 SIM_VARIATION(CC,SET_CAPACITY_VALUE, CAPACITY_VALUES)
201 print ("Finished capacity variation")
202 timecheck (times)

204 SIM_VARIATION(CC,SET_LAMBDA, LAMBDA_VALUES)
205 print ("Finished lambda variation")
206 timecheck (times)

208 SIM_VARIATION(CC,SET_SIMULATIONS, SIM_VALUES)
209 print ("Finished simulation variation")
210 timecheck (times)

212 def INITIALIZE_CC_PROPORTIONS(CC: CARRYING_CAPACITY):
213 CC.__init__¢(

214 NUMBER_OF_SIMULATIONS = 500,

15 CAPACITY = 10,

6 INITIAL_POPULATIONS = [9,1],

17 GROWTH_RATES = [1,1.5],

218 END_TIME = 1000

219 )

1 def INITIALIZE_CC_SIMS(CC: CARRYING_CAPACITY):
222 CC.__init__¢(

xx1



223 NUMBER_OF_SIMULATIONS = 100,

224 CAPACITY = 40,

25 INITIAL_POPULATIONS = [39,1],

226 GROWTH_RATES = [1,1.5],

227 END_TIME = 300

228 )

230 def SIMULATE_AND_PLOT(CC: CARRYING_CAPACITY, times : list[float]):
231 INITIALIZE_CC_SIMS(CC)

32 CC.SIMULATE ()

33 CC.plot ()

34

2

2

2

235 print (f"Fixation rate: {sum(CC.EXTINCTIONS)/CC.NUMBER_OF_SIMULATIONS}")
236 print (f"Expected fixation rate (Moran): {CC.get_analytical_fixation_prob()}")
237 timecheck (times)

238

230 def timecheck(times : list[float]):
240 now = time.time ()

241 print (f"TIMECHECK: {now-times[-1]:.2f}")
242 times.append (now)

243 return

2 if __name__ == ’__main__"’:

246 timel = time.time ()

247 times = [timel]

248 CC = CARRYING_CAPACITY ()

2

250 # SIMULATE_AND_PLOT(CC, times)
51

252 PROPORTION_PLOTS(CC, times)

-

254 time2 = time.time ()
255 print (£"TOTAL TIME:{time2-timel:.2f}")

Kodfil 3: Kod for barandekapaciteten (kraver dven filen med obegrinsade modellen for att kunna
koras).
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